UE Calcul diff erentiel Corrigé succinct de lepreuve du 7 juin 2007
Exercice 1.
1. On calculey/(t) = (t — 1)(3t + 1) et comme-1/3 ¢ R* (le domaine de é&finition deg et donc

2.

deg’), on en @&duit queg’ s’annule seulement gn= 1.

Oona2y(z,y,2) := (z+y)?+ (x —y)? + y? + 22 > 0 comme somme de termes positifs ou
nuls, etp(z,y, z) = 0 si et seulement tous ces termes sont nuls, céquivautaz = 0, y = 0 et

z =0.

Par la formule de diéfrentiation des fonctions comp@es on alf,(h) = ¢'(¢(a)) dps(h). Ainsi
df, = 0sietseulementgi'(¢(a)) = 0 oudy, = 0. Commeyp esta valeurs danB™, ¢'(p(a)) =

0 équivaut d’apes le 1)ap(a) = 1. D’autre part, pour = (a1, as, ag) €th = (hy, ha, hs) On a

dpa(h) = (2a1 + az — az)hy + (2a2 + a1)ha + (2a3 — aq)hs,
et par congquentdy, = 0 équivauta

2a1 + a2 —a3 =0,
2a9 +a1 =0,
2&3—&120,

syseéme lireaire dont la seule solution est= (0,0, 0) .
Par la formule de diéfrentiation des fonctions compes on a pour tout, & € R3,
d*fa(h, k) = g"(¢(a)) dea(k) dpa(h) + g'(o(a)) d®pa(h, k).

En particulier, pour: = (0, 0,0) le premier terme est nul et il reste

4 f0,00) (R k) = ¢'(0) d®p(0,0,0)(h, k) = —d*p(0,0,0)(h, k) -

Par congquent la matrice hessienne flau point(0, 0, 0) est 'oppo de la matrice hessienne de
 au meéme point. Elle €crit

-2 -1 1
sz(07070) == —1 —2 0
1 0 -2
Commey est quadratiqueéfinie positive d'apgs le 2), sa hessienr][e?go(oy()’o) est aussi éfinie
positive (on &%, (h, h) = 2(h) pour touth € R3) et (0,0, 0) est donanaximurocal def.

. Le pointt = 1 est un minimum global de la fonctign(qui est @&croissante suyp, 1] et croissante

sur[1, +oo), doncg esta valeurs positives, et par ca@wgientf aussi. Sk # (0,0, 0) est un point
critique def, alors d’apes le 3) on a(a) = 1 etdoncf(a) = g(1) = 0, ce qui montre que est
un minimum global puisqu’on vient de montrer que pour toatR3, f(b) > 0.

Exercice 2 .
1. Lafonctiond = dH est de class&' puisqueH est suppose de class&? (c’est du cours). Soit

x € R™. Pour montrer que I'application lgaired®, est un isomorphisme de" sur.#(R™; R),
espace de Bme dimension quR”, il suffit de montrer que®,. estinjective. Or, pour tout € R",
d®,(h) € Z(R™;R) estrelead?H par

(d®,(h), k) = d®H,(h,k) Vk € R".
(C’est la cfinition ded? H,, donrée en cours.) Par suite,&b,. (k) est nul alors en particulier
0 = (d®;(h),h) = d*Hy(h,h) > pllh]*

avecy > 0 par hypotigse, et doné = 0. Ceci prouve quée®,. est injective.



2. D'apres la formule de Taylor avec resteégtala I'ordre 1,

1
B(x) — By) = /0 A, oy — ) dt = Pa,y) (x — y)

avec L
P(z,y) = /0 d®, 4y dt € Z(R"; Z(R™R)).

L' égalie P(z,y) = P(y,x) s'obtient en faisant le changement de variallless 1 — ¢ dans
l'intégrale. Par ailleurs,

1 1
Pl k) = [ (400 ) at = [ Pl (b at

1
_ / (AP, 4oy (k) h) At = (P(z,y)(k), )

d’'apres le tleoeme de Schwarz. Enfin,

1
(P(z,y)(h), b)) = /0 P Hy oy (1) dt > 1]

avec
a = inf {d®Hy yp—pp(h,h); t €0, 1], A =1} .
Cette borne iréirieure est atteinte sur le compad@t1] x S"~! par continuié de I'application
(t,h) — d*Hyiy(z—y)(h, h), compoge de(t,h) — (d®Hy 4y, h) € Z(R™) x R" et de
(¢, h) € ZL(R"™) x R" — ¢(h, h). Donca > 0 d’apres I'hypottese surl?H.
3. Par hypotbBse® est surjective, et d'aps le 1) c’est un difomorphisme local en tout point. Il
restea montrer qu’elle est injective. 8i(z) = ®(y) alorsP(z,y)(x —y) = 0, d’ou

0= (P(x,y)(z—y),z—y) > alz—yl?

et doncz = y. Ceci prouve qué@ est un diftomorphisme d&" sur.Z(R"; R).

Exercice 3 .S0it E := {x = (2,)neny € RY; sup, |z,] < +oc}, muni de la norme &finie par
lz|loo = sup,, |z,| : on rappelle que c’est un espace de Banach.
1. Pourtoust = (2, )nen €ty = (yn)nen ON NOtezry la suite é&finie par(zy), := z,y,. On notera
aussiz? = zx.

(@) Siz, y € E, alors pour toutn, |z,yn| < ||z]l« [|¥llec €t donczy appartienta £ avec
lzylloo < ||z|loo ||y]|co- CeCI MoOntre en outre que I'application biiaire

p: EXxXE — FE
(y) — wy

est continue, donc de clasgé®.

(b) Lapplication
®: FE —- FE

T ’—>JJ2

est compose de 'application: — (x, z), qui est lireaire continue donc de clasgé®, et de
¢, donc elle est de clas$e™. On adf,(y) = 2zy pourx, y € E.



2. (a) Lensemblé) = {z € E; inf, |x,| > 0} contientévidemment la suite de termérmgral 1
(par exemple) : il est donc non vide. Bic (), soite := % inf,, |z, |, alors pour touy € £
tel que||z —y|| < eonapourtout, [y,| > — ||n —ynlleo + |a] > € > 0doncy € Q.
Ceci montre qué? est ouvert.

(b) Pourz € Q, ||z]loc # 0, etl/||2|lcc < |1/xy| < 1/inf|z,|, doncl/z € E avec||l/z|oo <
1/inf |z, | et1l/z € Q puisqueinf |1/z,| > 1/||%||co-

(c) Lapplication® est de class&. De plus, siz € €2, dO, est un isomorphisme cdO, (y) =
z équivautay,, = z,/(2x,) quel que soik.

3. (a) Poum € Q, dap(q,1/q)(h) = ahdoncdap(,,1/q) €St un isomorphisme dé (méme raison
que pourd®,). Commeyp(a,1/a) = 1 ety est de class&’!, d’aprs le tieoeme des fonc-
tions implicites, qu'il existe un voisinage ouvédrt de a et un voisinage ouvef’ de1/a
inclus dang? eth — Wde classe&s’! tels que, poufz,y) € V x W onaity(z,y) = 1
si et seulement gj = f(z). Par suitef);, = f estde class&’!.

(b) D’apres la question fédente f est de class&! en tout point de2. On peut alors calculer
dfz(h) en utilisant la relationp(x, f(x)) = 1, valable en tout point € (2, et la formule de
différentiation des fonctions compess. On obtient ainsi (@quoi on s’attendait] f,(h) =
—h/x2.

Exercice 4 .On consi@re I'équation diférentielle

dx 9

(E) E:t:z.

1. La fonction(t, ) — t 2 est de class&> donc en particulier continue et localement Lipschit-
zienne par rappos x, donc le tleoeme de Cauchy-Lipschitz s’appliqagE).

2. (a) La fonction nullegtant solutionévidente, d’apgs I'unicite des solutions, siy = 0 alors
I =Retx(t) = 0 pour toutt € R.

(b) Sizp > 0, supposons qu'il existe € I tel quex(t) < 0. Alors d’apes le tleoeme des
valeurs interrédiaires, il devrait exister; € I tel quez(t;) = 0. Mais commez(ty) > 0
par hypotlese, c’est impossible d'ags le 1).

(c) D’apres l'unicité des solutions] = —1I ety(t) = x(—t).

3. Soit(tg, z0) € R? tel quexot? < —2. Alors z(t) ne s’annule pas. Dong (t)/x(t)? = t, d’ou par
intégration,—1/z(t) + 1/z¢ = 3(t> — t3), soit encorel /z(t) = 1/zg + 5(t — t). Une borne
de I est obtenue lorsque le second membre s’annule (car [al@i$ tend verstoo), c’esta-dire
pourt? = 2/zy + t2. Par hypotksez, ne peutttre que Bgatif, ett3 > 2/z¢ + t3 > 0. Donc,
sitg > 0,1 =]\/2/xg + t3,+00], etsity < 0, I =] — 0o, —/2/z¢ + t3]. Dans tous les cas,

1
C 1w + (12— 12)

(t)




