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UE Calcul diff érentiel Corrig é succinct de l’́epreuve du 7 juin 2007

Exercice 1 .

1. On calculeg′(t) = (t − 1)(3t + 1) et comme−1/3 /∈ R+ (le domaine de d́efinition deg et donc
deg′), on en d́eduit queg′ s’annule seulement ent = 1.

2. On a2 ϕ(x, y, z) := (x + y)2 + (x − y)2 + y2 + z2 ≥ 0 comme somme de termes positifs ou
nuls, etϕ(x, y, z) = 0 si et seulement tous ces termes sont nuls, ce quiéquivautà z = 0, y = 0 et
x = 0.

3. Par la formule de diff́erentiation des fonctions composées on adfa(h) = g′(ϕ(a)) dϕa(h). Ainsi
dfa ≡ 0 si et seulement sig′(ϕ(a)) = 0 oudϕa ≡ 0. Commeϕ està valeurs dansR+, g′(ϕ(a)) =
0 équivaut d’apr̀es le 1)àϕ(a) = 1. D’autre part, poura = (a1, a2, a3) eth = (h1, h2, h3) on a

dϕa(h) = (2a1 + a2 − a3)h1 + (2a2 + a1)h2 + (2a3 − a1)h3 ,

et par conśequentdϕa ≡ 0 équivautà
2a1 + a2 − a3 = 0 ,
2a2 + a1 = 0 ,
2a3 − a1 = 0 ,

syst̀eme lińeaire dont la seule solution esta = (0, 0, 0) .

4. Par la formule de diff́erentiation des fonctions composées on a pour touth, k ∈ R3,

d2fa(h, k) = g′′(ϕ(a)) dϕa(k) dϕa(h) + g′(ϕ(a)) d2ϕa(h, k) .

En particulier, poura = (0, 0, 0) le premier terme est nul et il reste

d2f(0,0,0)(h, k) = g′(0) d2ϕ(0,0,0)(h, k) = −d2ϕ(0,0,0)(h, k) .

Par conśequent la matrice hessienne def au point(0, 0, 0) est l’oppośe de la matrice hessienne de
ϕ au m̂eme point. Elle s’́ecrit

D2f(0,0,0) =

 −2 −1 1
−1 −2 0
1 0 −2

 .

Commeϕ est quadratique d́efinie positive d’apr̀es le 2), sa hessienneD2ϕ(0,0,0) est aussi d́efinie
positive (on ad2ϕa(h, h) = 2ϕ(h) pour touth ∈ R3) et (0, 0, 0) est doncmaximumlocal def .

5. Le pointt = 1 est un minimum global de la fonctiong (qui est d́ecroissante sur[0, 1] et croissante
sur[1,+∞[), doncg està valeurs positives, et par conséquentf aussi. Sia 6= (0, 0, 0) est un point
critique def , alors d’apr̀es le 3) on aϕ(a) = 1 et doncf(a) = g(1) = 0, ce qui montre quea est
un minimum global puisqu’on vient de montrer que pour toutb ∈ R3, f(b) ≥ 0.

Exercice 2 .

1. La fonctionΦ = dH est de classeC 1 puisqueH est suppośee de classeC 2 (c’est du cours). Soit
x ∈ Rn. Pour montrer que l’application linéairedΦx est un isomorphisme deRn surL (Rn; R),
espace de m̂eme dimension queRn, il suffit de montrer quedΦx est injective. Or, pour touth ∈ Rn,
dΦx(h) ∈ L (Rn; R) est relíe àd2H par

〈dΦx(h), k〉 = d2Hx(h, k) ∀k ∈ Rn .

(C’est la d́efinition ded2Hx donńee en cours.) Par suite, sidΦx(h) est nul alors en particulier

0 = 〈dΦx(h), h〉 = d2Hx(h, h) ≥ µ ‖h‖2

avecµ > 0 par hypoth̀ese, et donch = 0. Ceci prouve quedΦx est injective.
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2. D’apr̀es la formule de Taylor avec reste intégralà l’ordre 1,

Φ(x)− Φ(y) =
∫ 1

0
dΦy+t(x−y)(x− y) dt = P (x, y) (x − y)

avec

P (x, y) :=
∫ 1

0
dΦy+t(x−y) dt ∈ L (Rn;L (Rn; R)) .

L’ égalit́e P (x, y) = P (y, x) s’obtient en faisant le changement de variablest 7→ 1 − t dans
l’int égrale. Par ailleurs,

〈P (x, y)(h) , k 〉 =
∫ 1

0
〈dΦy+t(x−y)(h) , k 〉dt =

∫ 1

0
d2Hy+t(x−y)(h, k) dt

=
∫ 1

0
〈dΦy+t(x−y)(k) , h 〉dt = 〈P (x, y)(k) , h 〉

d’apr̀es le th́eor̀eme de Schwarz. Enfin,

〈P (x, y)(h) , h 〉 =
∫ 1

0
d2Hy+t(x−y)(h, h) dt ≥ α ‖h‖2

avec
α = inf

{
d2Hy+t(x−y)(h, h) ; t ∈ [0, 1], ‖h‖ = 1

}
.

Cette borne inf́erieure est atteinte sur le compact[0, 1] × Sn−1 par continuit́e de l’application
(t, h) 7→ d2Hy+t(x−y)(h, h), compośee de(t, h) 7→ (d2Hy+t(x−y), h) ∈ L2(Rn) × Rn et de
(φ, h) ∈ L2(Rn)× Rn 7→ φ(h, h). Doncα > 0 d’apr̀es l’hypoth̀ese surd2H.

3. Par hypoth̀eseΦ est surjective, et d’après le 1) c’est un diff́eomorphisme local en tout point. Il
resteà montrer qu’elle est injective. SiΦ(x) = Φ(y) alorsP (x, y)(x− y) = 0, d’où

0 = 〈P (x, y)(x− y), x− y〉 ≥ α ‖x− y‖2

et doncx = y. Ceci prouve queΦ est un diff́eomorphisme deRn surL (Rn; R).

Exercice 3 .Soit E := {x = (xn)n∈N ∈ RN ; supn |xn| < +∞}, muni de la norme d́efinie par
‖x‖∞ = supn |xn| : on rappelle que c’est un espace de Banach.

1. Pour tousx = (xn)n∈N ety = (yn)n∈N on notexy la suite d́efinie par(xy)n := xnyn. On notera
aussix2 = xx.

(a) Si x, y ∈ E, alors pour toutn, |xnyn| ≤ ‖x‖∞ ‖y‖∞ et doncxy appartientà E avec
‖xy‖∞ ≤ ‖x‖∞ ‖y‖∞. Ceci montre en outre que l’application bilinéaire

ϕ : E × E → E
(x, y) 7→ xy

est continue, donc de classeC∞.

(b) L’application
Θ : E → E

x 7→ x2

est compośee de l’applicationx 7→ (x, x), qui est lińeaire continue donc de classeC∞, et de
ϕ, donc elle est de classeC∞. On adθx(y) = 2xy pourx, y ∈ E.
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2. (a) L’ensembleΩ = {x ∈ E ; infn |xn| > 0} contientévidemment la suite de terme géńeral1
(par exemple) : il est donc non vide. Six ∈ Ω, soitε := 1

2 infn |xn|, alors pour touty ∈ E
tel que‖x−y‖ ≤ ε on a pour toutn, |yn| ≥ −‖xn−yn‖∞ + |xn| ≥ ε > 0 doncy ∈ Ω.
Ceci montre queΩ est ouvert.

(b) Pourx ∈ Ω, ‖x‖∞ 6= 0, et1/‖x‖∞ ≤ |1/xn| ≤ 1/ inf |xn|, donc1/x ∈ E avec‖1/x‖∞ ≤
1/ inf |xn| et1/x ∈ Ω puisqueinf |1/xn| ≥ 1/‖x‖∞.

(c) L’applicationΘ est de classeC 1. De plus, six ∈ Ω, dΘx est un isomorphisme cardΘx(y) =
z équivautàyn = zn/(2xn) quel que soitn.

3. (a) Poura ∈ Ω, d2ϕ(a,1/a)(h) = a h doncd2ϕ(a,1/a) est un isomorphisme deE (même raison
que pourdΘx). Commeϕ(a, 1/a) = 1 et ϕ est de classeC 1, d’apr̀es le th́eor̀eme des fonc-
tions implicites, qu’il existe un voisinage ouvertV de a et un voisinage ouvertW de 1/a
inclus dansΩ et f̃ V → W de classeC 1 tels que, pour(x, y) ∈ V ×W on aitϕ(x, y) = 1
si et seulement siy = f̃(x). Par suite,f|V = f̃ est de classeC 1.

(b) D’apr̀es la question préćedente,f est de classeC 1 en tout point deΩ. On peut alors calculer
dfx(h) en utilisant la relationϕ(x, f(x)) = 1, valable en tout pointx ∈ Ω, et la formule de
diff érentiation des fonctions composées. On obtient ainsi (cèa quoi on s’attendait)dfx(h) =
−h/x2.

Exercice 4 .On consid̀ere l’équation diff́erentielle

(E)
dx

dt
= t x2 .

1. La fonction(t, x) 7→ t x2 est de classeC∞ donc en particulier continue et localement Lipschit-
zienne par rapport̀ax, donc le th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz s’appliqueà (E).

2. (a) La fonction nulléetant solutiońevidente, d’apr̀es l’unicit́e des solutions, six0 = 0 alors
I = R etx(t) = 0 pour toutt ∈ R.

(b) Si x0 > 0, supposons qu’il existet ∈ I tel quex(t) ≤ 0. Alors d’apr̀es le th́eor̀eme des
valeurs interḿediaires, il devrait existert1 ∈ I tel quex(t1) = 0. Mais commex(t0) > 0
par hypoth̀ese, c’est impossible d’après le 1).

(c) D’apr̀es l’unicit́e des solutions,J = −I ety(t) = x(−t).

3. Soit(t0, x0) ∈ R2 tel quex0t
2
0 < −2. Alors x(t) ne s’annule pas. Doncx′(t)/x(t)2 = t, d’où par

intégration,−1/x(t) + 1/x0 = 1
2(t2 − t20), soit encore1/x(t) = 1/x0 + 1

2(t20 − t2). Une borne
deI est obtenue lorsque le second membre s’annule (car alors|x(t)| tend vers+∞), c’est-̀a-dire
pourt2 = 2/x0 + t20. Par hypoth̀ese,x0 ne peut̂etre que ńegatif, ett20 > 2/x0 + t20 > 0. Donc,
si t0 > 0, I =]

√
2/x0 + t20,+∞[, et sit0 < 0, I =]−∞,−

√
2/x0 + t20[. Dans tous les cas,

x(t) =
1

1/x0 + 1
2(t20 − t2)

.


