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Les exercices sont iggpendants les uns des autres.

Exercice 1 .Soient
g: Rt — R
t = gt) = @t-1)%2@t+1),
et
©p: R3 — R
(z,9,2) — @(x,y,2) = 2>+ + 22+ oy —22.

1. Montrer quey’ s’annule seulement en= 1.

2. Montrer quep esta valeurs positives, et s’annule seulement@n, 0).

3. Soitf = go . Montrer quea € R? est un point critique d¢ si et seulement si = (0,0,0) ou

p(a) = 1.
4. Déterminer la matrice hessienne flen (0, 0,0). En céduire la nature de ce point critique.

5. Montrer quef esta valeurs positives. Enédiuire que tout point critique non nul geest un
minimum global def.

Exercice 2 .Pour/ € Z(R";R) eth € R", on notera/, h) = £(h). SoitH € ¢*(R";R). On suppose
gue pour toutz € R”, il existey > 0 tel que pour tout, € R™,

d*Hy(h,h) > p||h|?,
et que I'application
d: R* — Z(R%R)
x  — ®(x):=dH,
est surjective.
1. Montrer qued est un diftomorphisme local en tout point @&.

2. Montrer qu'il existe une applicatioR : R>* — £ (R"; £ (R™; R)) continue telle qué®(z,y) =
P(y,z) et®(z) — ®(y) = P(x,y) (x — y) quel que soitz, y) € R??, et \erifiant, d’'une part,

(P(z,y)(h), k) = (P(x,y)(k), h)

pour tous(z,y) € R?" et(h, k) € R?". et d'autre part, pour toutz, y) € R?", il existea > 0 tel
que
(P(z,y)(h), h) > a|h|®
quel que soitr € X. Indication : on exprimeraP(z,y) a I'aide d'une inégrale.
3. Déduire de ce qui @ede queb est un diffomorphisme d&” sur.Z(R™; R).

Exercice 3 .S0it £ := {x = (2,)neny € RY; sup, |z,] < +oco}, muni de la norme &finie par
|z|lcc = sup,, |z,| : on rappelle que c’est un espace de Banach.
1. Pourtoust = (2)nen €ty = (yn)nen ON NOtexry la suite é&finie par(zy), := z,y,. On notera
aussiz? = zzx.
(&) Montrer que pour tous, y € E, la suitexy appartient £, et que I'application

p: ExFE — FE
(z,y) — xy

est de class&.



(b) Montrer que I'application
©: F —- FE

x |—>$2

est de class&’! et calculerdd, (y) pourz, y € E.
2. SoitQ := {z € E; inf,, |z,| > 0}.
(a) Montrer qu& est un ouvert non vide.
(b) Pourz € © on notel/z la suite &finie par(1/x), := 1/z,. Montrer quel/x € €.
(c) Montrer qued est un diffomorphisme local au voisinage de chaque poirfede

3. On consiére I'application
f: Q — E
x — 1/x.
(@) Soita € 2. Montrer quedzp(,,1/4) €St Un isomorphisme dE. En ceduire gu'’il existe un
voisinage ouvert’ dea inclus dang tel quef;- soit de class&™.

(b) Montrer quef est de class&’! sur() et calculerd f,, quel que soit: € €.

Exercice 4 .On consi@re I'équation diférentielle

dx 9
= = ta?.
a "
1. Dire pourquoi le teoeme de Cauchy-Lipschitz s’appliqad’équation (E).
2. Soit(tg, z9) € R?, etI l'intervalle de cfinition de la solution maximale € €' (I; R) de (E) telle
quex(ty) = xo.
(a) Dans le cagy = 0, quel estl et que vautz(t) pourt € I ?
(b) En supposant, > 0, montrer quex(t) > 0 quel que soit € 1.
(c) Soit J lintervalle de cfinition de la solution maximalg € %¢!(J;R) de (E) telle que
y(—to) = zo. ExprimerJ ety a I'aide del etz.
3. Soit(tg, 7) € R? tel quexot? < —2. Calculer la solution maximale de (E) telle quéo) = 0.
On piécisera en particulier son intervalle defidition.
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