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UE Calcul diff érentiel Examen 7 juin 2007
Aucun document n’est autorisé. Duŕee : 3h
Les exercices sont indépendants les uns des autres.

Exercice 1 .Soient
g : R+ → R

t 7→ g(t) := (t− 1)2 (t + 1) ,

et
ϕ : R3 → R

(x, y, z) 7→ ϕ(x, y, z) := x2 + y2 + z2 + xy − xz .

1. Montrer queg′ s’annule seulement ent = 1.

2. Montrer queϕ està valeurs positives, et s’annule seulement en(0, 0, 0).

3. Soitf = g ◦ ϕ. Montrer quea ∈ R3 est un point critique def si et seulement sia = (0, 0, 0) ou
ϕ(a) = 1.

4. Déterminer la matrice hessienne def en(0, 0, 0). En d́eduire la nature de ce point critique.

5. Montrer quef est à valeurs positives. En déduire que tout point critique non nul def est un
minimum global def .

Exercice 2 .Pour` ∈ L (Rn; R) eth ∈ Rn, on notera〈`, h〉 = `(h). SoitH ∈ C 2(Rn; R). On suppose
que pour toutx ∈ Rn, il existeµ > 0 tel que pour touth ∈ Rn,

d2Hx(h, h) ≥ µ ‖h‖2 ,

et que l’application
Φ : Rn → L (Rn; R)

x 7→ Φ(x) := dHx

est surjective.

1. Montrer queΦ est un diff́eomorphisme local en tout point deRn.

2. Montrer qu’il existe une applicationP : R2n → L (Rn;L (Rn; R)) continue telle queP (x, y) =
P (y, x) etΦ(x)− Φ(y) = P (x, y) (x − y) quel que soit(x, y) ∈ R2n, et v́erifiant, d’une part,

〈P (x, y)(h) , k 〉 = 〈P (x, y)(k) , h 〉

pour tous(x, y) ∈ R2n et (h, k) ∈ R2n. et d’autre part, pour tout(x, y) ∈ R2n, il existeα > 0 tel
que

〈P (x, y)(h) , h 〉 ≥ α ‖h‖2

quel que soith ∈ X. Indication : on exprimeraP (x, y) à l’aide d’une int́egrale.

3. Déduire de ce qui préc̀ede queΦ est un diff́eomorphisme deRn surL (Rn; R).

Exercice 3 .Soit E := {x = (xn)n∈N ∈ RN ; supn |xn| < +∞}, muni de la norme d́efinie par
‖x‖∞ = supn |xn| : on rappelle que c’est un espace de Banach.

1. Pour tousx = (xn)n∈N ety = (yn)n∈N on notexy la suite d́efinie par(xy)n := xnyn. On notera
aussix2 = xx.

(a) Montrer que pour tousx, y ∈ E, la suitexy appartient̀aE, et que l’application

ϕ : E × E → E
(x, y) 7→ xy

est de classeC 1.
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(b) Montrer que l’application
Θ : E → E

x 7→ x2

est de classeC 1 et calculerdθx(y) pourx, y ∈ E.

2. SoitΩ := {x ∈ E ; infn |xn| > 0}.
(a) Montrer queΩ est un ouvert non vide.

(b) Pourx ∈ Ω on note1/x la suite d́efinie par(1/x)n := 1/xn. Montrer que1/x ∈ Ω.

(c) Montrer queΘ est un diff́eomorphisme local au voisinage de chaque point deΩ.

3. On consid̀ere l’application
f : Ω → E

x 7→ 1/x .

(a) Soita ∈ Ω. Montrer qued2ϕ(a,1/a) est un isomorphisme deE. En d́eduire qu’il existe un
voisinage ouvertV dea inclus dansΩ tel quef|V soit de classeC 1.

(b) Montrer quef est de classeC 1 surΩ et calculerdfx quel que soitx ∈ Ω.

Exercice 4 .On consid̀ere l’équation diff́erentielle

(E)
dx

dt
= t x2 .

1. Dire pourquoi le th́eor̀eme de Cauchy-Lipschitz s’appliqueà l’équation (E).

2. Soit(t0, x0) ∈ R2, etI l’intervalle de d́efinition de la solution maximalex ∈ C 1(I; R) de (E) telle
quex(t0) = x0.

(a) Dans le casx0 = 0, quel estI et que vautx(t) pourt ∈ I ?

(b) En supposantx0 > 0, montrer quex(t) > 0 quel que soitt ∈ I.

(c) Soit J l’intervalle de d́efinition de la solution maximaley ∈ C 1(J ; R) de (E) telle que
y(−t0) = x0. ExprimerJ ety à l’aide deI etx.

3. Soit(t0, x0) ∈ R2 tel quex0t
2
0 < −2. Calculer la solution maximale de (E) telle quex(t0) = x0.

On pŕecisera en particulier son intervalle de définition.


