UE Calcul diff erentiel Corrigé succinct de lepreuve du 9 juin 2008

Exercice 1.
1. En appliquant I'hypotbse au vecteur + k on a I'égalie

gb(dfx(h"‘ k)vdf:p(h+ k)) = ¢(h+ k,h+ k)v

qui se« développes> par bilinéari€ et donne, en utilisadnouveau I'hypotbse, pour les vecteurs
h etk, ainsi que la syr@trie deg,

2. Par diferentiation de la fonction (identiquement nullee!y— ¢(df.(h),df.(k)) — ¢(h, k) dans
la directiony on obtient

O(d* fulh,y), dfa(k)) + G(dfalh), d* fulk,y)) = 0,

ou encore, par syétrie deg,

B(d® fo(h,y), dfo(k)) = — ¢(d fu(k,y), dfal(h)).

Par suite, eechangeant le$les dey et deh,

B(d* foly, h), d fo(k)) = — (A fo(k, h),df(y)),

tandis qu’erechangeant le$tes dey et dek,

¢(d2fx(hv k)v dfx(y)) = - ¢(d2fx(yv k)v df:t(h)) :

Enfin, par syratrie ded? f,. (lemme de Schwarz) oréduit de ces troiggalies

¢(d2fx(h7 k)? dfz (y)) = _¢(d2fx(hv k)v df:v(y)) )

dot ¢(d?f.(h,k),df.(y)) = 0. Or, ¢ n"ayant pas de vecteur isotrope op@lf.(y),df.(y)) =
o(y,y) # 0 quel que soily # 0, et doncd f.(y) # 0. Ceci montre que I'application léaired f,
est injective suiR™, et donc bijective. Donc leéssultat pecedent impliques(d? £, (h, k), z) = 0
quel que soit: € R”, d'ou d?f,(h, k) = 0 en utilisanta nouveau le fait que soit sans vecteur
isotrope.

3. D’apres ce qui peazde, la diferentielle delf est identiquement nulle, et pour taute R™, df,
est un isomorphisme dR™. Toute fonction de diffrentielle nulle sur un ouvert connegéant
constantedf, =: ¢ est donc un isormorphisme iadendant de:, et pour la néme raison, la
fonction f — ¢ est constante. SiI'on notec R™ sa valeur, on a parédinition

flx)=4(x)+b, VxeR".

4. L'applicationf est injective sulR™ car/ I'est : si f(z) = f(y) alors{(z) = ¢(y) et doncz = y.
Elle est aussi surjective cérl’est : pour toutz € R”, il existez € R” tel quel(z) = z — b, et
doncf(z) = z. De plus,f est de class&> comme somme d’une application constante et d'une
application lireaire continue, et pour tout € R", df, = ¢ est un isomorphisme di"™. Donc
d’'apres le tleoreme d’inversion globalef est un diffomorphisme de clasge™ deRR"™ surR™.

Exercice 2.



1. La fonction
f: R*" - R
= o —alflz— bl
estla compase de I'application affine € R" — (z—a,z—a,z—b,z—b) € (R")* et de laforme
quadrilireaire(w, z,y, z) € (R™")* — (w, z){y, z), qui sont toutes deux de clasg€® d’apres le
cours (les applications affinésant elles-rames sommes d’applicationséiaires et d’applications
constantes).

2. On differentief gracea cette @écomposition :
df.(h) = 2|z — b||*(x — a, h) + 2|z — a||*(z — b, h),
d%fo(h, k) = 2(|lx — al|* + ||z — b||?) (h, k) + 4(x — a, h) {(x — b, k) + 4{x — a, k) (x — b, h) .
3. On peut&écrire par lirarie
dfs(h) = 2(|lz = b]*(x — a) + ||z — al*(z — b), 7).
Par suite, silf,. est identiquemment nulle on doit avoir
lz = blf*(z — a) + |z — a|*(z — b) = 0.

Des solutiongvidentes sont = a etz = b. Siz # a etz # b, I'€galie ci-dessus implique que
les deux vecteurér — a) et (z — b) sont coliréaires : en posant par exemple- b = a(z — a)
on trouve de plus que? + a = 0 et donca = —1, ce qui donne finalement = (a + b)/2. Les
points critiques dg sont donaz, b et (a + b)/2.

4. Les pointsa et b sont des minima globaux (et a fortiori locaux), puisgi@) = f(b) = 0 et
f(x) > 0 quel que soit: € R™. Pour le point critique := (a + b)/2 on a
& fe(h,h) = [Ib—al® [R]* = 2(b—a,h)*.

On constate en particulier que f.(b — a,b — a) = —||b — a||* < 0, tandis que pouh # 0
orthogonak (b — a), on ad?f.(h,h) = ||b — al|?||k||* > 0. Doncd? f. n’est ni cEfinie positive ni
définie regative et par comsjuentc n'est pas un extremum local de(ni a fortiori global).

Exercice 3 .Soient des nombregels strictement positifs, . . ., o, tels qued " | a; = 1, et soit
f: (RT)" — R
T =(21,...,2p) — TP XX ain,

1. L'ensemble” est ferné comme imageéciproque du singletofil } par I'application

g: (RT)" - R
r=(T1,...,20) — Do, 04T,

restrictiona (R™)" d'une forme lireaire suiR™, qui est donc continue. De pldsest bor : pour
toutx = (z1,...,2,) € C, pour touti € {1,...,n},onald < a;z; < 1etdoncd < z; <
1/a; puisquea; > 0 par hypotkese. DonaC”' est un compact d&”, et commef est continue
(comme fonction polydmiale), elle atteint son maximum sdr: il existea € C' tel quef(a) =
maxzcc f(z). De plus, les composantes deont strictement positives car si I'uigait nulle on
auraitf(a) = 0. Or f prend des valeurs strictement positives (par exerfifle. .., 1) = 1), donc
a ne pourrait pagtre un maximum dé¢.



2. D'apres ce qui peade, les points: € C tels quef(a) = sup,cc f(x) sont dans I'ouvert
10, +00[™. Ce sont en outre des extremafigous la contraintg(z) = 1. Donc d’apes le tleoeme
des multiplicateurs de Lagrange asést I'un d’entre eux, il exista € R tel quedf, = Adg,. Or

dfa(h) = i aial ' [ [ a7, dga(h) = i aihi,
i=1 j#i i=1

donc pour tout € {1,...,n},

Oou encore

Donca = (¢,...,¢&) etA = "L Puisqued_, o = 1,a = (¢,...,£) € C si et seulement § =
1. Donc le seul point d€' ou f peut atteindre son maximum est= (1,...,1). Comme on sait
que ce point existe, on ereéduit quef(1,...,1) = sup,c f(x). Enfin, commef(1,...,1) =1,
onadoncf(z) = " --- 28" < 1 pour toutz € C.

3. Soitz € (RT)". Siz = (0,...,0) alorsona{* --- 2" = Y. a;x; = 0. Siz # (0,...,0),0na
nécessairement:= Y " | o;z; # 0. Soitalorsz := z/s. On az € C etdoncz{" -- -z~ < 1,
d’ou

xclu x%n < Sa1+--~+an = 3.

On aégalie siz = (0,...,0) ou bienf(z) = 1, et doncz = (1,...,1), ce quiéquivauta
x = (& ..., pouruné € R, Les points @ il y a égali€ sont donc tous les points de la forme
x=(...,&) avec € RT,

4. Un paralélepipede rectangle dedtész, y, et z a pour volumeV = zyz et pour surfaces =
2xy + 2yz + 2zx. D’aprés ce qui peaede appliggaa; = ag = ag = 1/3 etx; = xy, 2 = yz,
xr3 = zx,0na

. 1 1 1 S
V= (2y) P (y2) P (20) ' < Z(wy) + 2 (y2) + 2 (22) = =,
3 3 3 6
avecégali€ si et seulement siy = yz = zx. Pourzyz # 0 ceciéquivaudz = y = z : a volume
donreé V, le paralélepipede rectangle de surface minimale est le cubedtiec= v/V .

Exercice 4 .
1. Lapplication
A: U —- Z(F;E)
r o (dfy)7!
est continue comme compaesded f (qui est continue puisqug est suppase de class®’!) et de

H. De plus, commé{ est de class&’! elle est localement Lipschitzienne : il exigte> 0, R > 0,
tels que, pour tous, v € Isom(E; F') tels que||u|| < R, [|v|]| < R,

lu™ — o7 < Bllu— o]

Or, par continuié dedf, il exister > 0 tel que pourz € B(a,r), |dfs| < R. Donc pourz,
y € Bla;r),
[A(z) — A)|l < Blldfe — dfyll < kBllz —y||

d’'apres les hypotbses (i) et (ii).



. L'applicationA étant localement Lipschitzienne, la fonctidn = — A(x)(yo) I'est aussi, et donc
d’'apres le tleoeme de Cauchy-Lipschtizdguation diferentielle

dw
TR
i (w)

admet une solution locale uniqye: J — U de classé&™ telle quep(0) = a.

. La fonction® = f o ¢ est de class&' comme compdse de fonctions de clas¢g'. Et I'on a
O'() = df 0 (' (1)) = Af iy (A1) (40)) = w0-

. La cerivee de® étant constantégalea y,, O est affine et de la form®(t) = tyy + b, avec
b= f(a) puisquep(0) = a.

. Commef est de class& et df, est un isomorphisme dE sur F, d’aprs le tleoeme d'in-

version locale, il existe un voisinagé C U de a, et un voisinagdV de b tels quef soit un
difféomorphisme d& suriV.

. Commep(0) = a € V, par continuié dey, il existe un intervalle C .J deR contenand tel que
@(I) C V.Comme on & (¢(t)) = tyo + b, on en @&duitp(t) = f~1(tyo + b) pour toutt € 1.



