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UE Calcul diff érentiel Corrig é succinct de l’́epreuve du 9 juin 2008

Exercice 1 .

1. En appliquant l’hypoth̀ese au vecteurh + k on a l’égalit́e

φ(dfx(h + k),dfx(h + k)) = φ(h + k, h + k) ,

qui se« développe» par bilinéarit́e et donne, en utilisantà nouveau l’hypoth̀ese, pour les vecteurs
h etk, ainsi que la syḿetrie deφ,

φ(dfx(h),dfx(k)) = φ(h, k) .

2. Par diff́erentiation de la fonction (identiquement nulle !)x 7→ φ(dfx(h),dfx(k)) − φ(h, k) dans
la directiony on obtient

φ(d2fx(h, y),dfx(k)) + φ(dfx(h),d2fx(k, y)) = 0 ,

ou encore, par syḿetrie deφ,

φ(d2fx(h, y),dfx(k)) = −φ(d2fx(k, y),dfx(h)) .

Par suite, eńechangeant les rôles dey et deh,

φ(d2fx(y, h),dfx(k)) = −φ(d2fx(k, h),dfx(y)) ,

tandis qu’eńechangeant les rôles dey et dek,

φ(d2fx(h, k),dfx(y)) = −φ(d2fx(y, k),dfx(h)) .

Enfin, par syḿetrie ded2fx (lemme de Schwarz) on déduit de ces troiśegalit́es

φ(d2fx(h, k),dfx(y)) = −φ(d2fx(h, k),dfx(y)) ,

d’où φ(d2fx(h, k),dfx(y)) = 0. Or,φ n’ayant pas de vecteur isotrope on aφ(dfx(y),dfx(y)) =
φ(y, y) 6= 0 quel que soity 6= 0, et doncdfx(y) 6= 0. Ceci montre que l’application lińeairedfx

est injective surRn, et donc bijective. Donc le résultat pŕećedent impliqueφ(d2fx(h, k), z) = 0
quel que soitz ∈ Rn, d’où d2fx(h, k) = 0 en utilisantà nouveau le fait queφ soit sans vecteur
isotrope.

3. D’apr̀es ce qui pŕec̀ede, la diff́erentielle dedf est identiquement nulle, et pour toutx ∈ Rn, dfx

est un isomorphisme deRn. Toute fonction de diff́erentielle nulle sur un ouvert connexeétant
constante,dfx =: ` est donc un isormorphisme indépendant dex, et pour la m̂eme raison, la
fonctionf − ` est constante. Si l’on noteb ∈ Rn sa valeur, on a par définition

f(x) = `(x) + b , ∀x ∈ Rn .

4. L’applicationf est injective surRn car` l’est : si f(x) = f(y) alors`(x) = `(y) et doncx = y.
Elle est aussi surjective car` l’est : pour toutz ∈ Rn, il existex ∈ Rn tel que`(x) = z − b, et
doncf(x) = z. De plus,f est de classeC∞ comme somme d’une application constante et d’une
application lińeaire continue, et pour toutx ∈ Rn, dfx = ` est un isomorphisme deRn. Donc
d’apr̀es le th́eor̀eme d’inversion globale,f est un diff́eomorphisme de classeC∞ deRn surRn.

Exercice 2 .
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1. La fonction
f : Rn → R

x 7→ ‖x− a‖2 ‖x− b‖2

est la compośee de l’application affinex ∈ Rn 7→ (x−a, x−a, x−b, x−b) ∈ (Rn)4 et de la forme
quadrilińeaire(w, x, y, z) ∈ (Rn)4 7→ 〈w, x〉〈y, z〉, qui sont toutes deux de classeC∞ d’apr̀es le
cours (les applications affinesétant elles-m̂emes sommes d’applications linéaires et d’applications
constantes).

2. On différentief grâceà cette d́ecomposition :

dfx(h) = 2‖x− b‖2〈x− a, h〉+ 2‖x− a‖2〈x− b, h〉 ,

d2fx(h, k) = 2(‖x− a‖2 + ‖x− b‖2) 〈h, k〉+ 4〈x− a, h〉 〈x− b, k〉+ 4〈x− a, k〉 〈x− b, h〉 .

3. On peut ŕeécrire par lińearit́e

dfx(h) = 2〈‖x− b‖2(x− a) + ‖x− a‖2(x− b), h〉 .

Par suite, sidfx est identiquemment nulle on doit avoir

‖x− b‖2(x− a) + ‖x− a‖2(x− b) = 0 .

Des solutionśevidentes sontx = a et x = b. Si x 6= a et x 6= b, l’ égalit́e ci-dessus implique que
les deux vecteurs(x − a) et (x − b) sont colińeaires : en posant par exemplex − b = α(x − a)
on trouve de plus queα2 + α = 0 et doncα = −1, ce qui donne finalementx = (a + b)/2. Les
points critiques def sont donca, b et (a + b)/2.

4. Les pointsa et b sont des minima globaux (et a fortiori locaux), puisquef(a) = f(b) = 0 et
f(x) ≥ 0 quel que soitx ∈ Rn. Pour le point critiquec := (a + b)/2 on a

d2fc(h, h) = ‖b− a‖2 ‖h‖2 − 2 〈b− a, h〉2 .

On constate en particulier qued2fc(b − a, b − a) = −‖b − a‖4 < 0, tandis que pourh 6= 0
orthogonal̀a (b− a), on ad2fc(h, h) = ‖b− a‖2 ‖h‖2 > 0. Doncd2fc n’est ni d́efinie positive ni
définie ńegative et par conséquentc n’est pas un extremum local def (ni a fortiori global).

Exercice 3 .Soient des nombres réels strictement positifsα1, . . . , αn tels que
∑n

i=1 αi = 1, et soit

f : (R+)n → R
x = (x1, . . . , xn) 7→ xα1

1 × · · · × xαn
n .

1. L’ensembleC est ferḿe comme image réciproque du singleton{1} par l’application

g : (R+)n → R
x = (x1, . . . , xn) 7→

∑n
i=1 αixi ,

restrictionà (R+)n d’une forme lińeaire surRn, qui est donc continue. De plusC est borńe : pour
tout x = (x1, . . . , xn) ∈ C, pour touti ∈ {1, . . . , n}, on a0 ≤ αixi ≤ 1 et donc0 ≤ xi ≤
1/αi puisqueαi > 0 par hypoth̀ese. DoncC est un compact deRn, et commef est continue
(comme fonction polyn̂omiale), elle atteint son maximum surC : il existea ∈ C tel quef(a) =
maxx∈C f(x). De plus, les composantes dea sont strictement positives car si l’uneétait nulle on
auraitf(a) = 0. Or f prend des valeurs strictement positives (par exemplef(1, . . . , 1) = 1), donc
a ne pourrait paŝetre un maximum def .
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2. D’apr̀es ce qui pŕec̀ede, les pointsa ∈ C tels quef(a) = supx∈C f(x) sont dans l’ouvert
]0,+∞[n. Ce sont en outre des extrema def sous la contrainteg(x) = 1. Donc d’apr̀es le th́eor̀eme
des multiplicateurs de Lagrange, sia est l’un d’entre eux, il existeλ ∈ R tel quedfa = λdga. Or

dfa(h) =
n∑

i=1

αia
αi−1
i hi

∏
j 6=i

a
αj

j , dga(h) =
n∑

i=1

αihi ,

donc pour touti ∈ {1, . . . , n},
αia

αi−1
i

∏
j 6=i

a
αj

j = λαi ,

ou encore

ai =
1
λ

n∏
j=1

a
αj

j .

Donca = (ξ, . . . , ξ) etλ = ξn−1. Puisque
∑

i αi = 1, a = (ξ, . . . , ξ) ∈ C si et seulement siξ =
1. Donc le seul point deC où f peut atteindre son maximum esta = (1, . . . , 1). Comme on sait
que ce point existe, on en déduit quef(1, . . . , 1) = supx∈C f(x). Enfin, commef(1, . . . , 1) = 1,
on a doncf(x) = xα1

1 · · ·xαn
n ≤ 1 pour toutx ∈ C.

3. Soitx ∈ (R+)n. Si x = (0, . . . , 0) alors on axα1
1 · · ·xαn

n =
∑

i αixi = 0. Si x 6= (0, . . . , 0), on a
nécessairements :=

∑n
i=1 αixi 6= 0 . Soit alorsx̃ := x/s. On ax̃ ∈ C et doncx̃α1

1 · · · x̃αn
n ≤ 1,

d’où
xα1

1 · · ·xαn
n ≤ sα1+···+αn = s .

On a égalit́e si x = (0, . . . , 0) ou bienf(x̃) = 1, et doncx̃ = (1, . . . , 1), ce qui équivautà
x = (ξ, . . . , ξ) pour unξ ∈ R+∗. Les points òu il y a égalit́e sont donc tous les points de la forme
x = (ξ, . . . , ξ) avecξ ∈ R+.

4. Un paralĺelépip̀ede rectangle de côtésx, y, et z a pour volumeV = xyz et pour surfaceS =
2xy + 2yz + 2zx. D’après ce qui pŕec̀ede appliqúe àα1 = α2 = α3 = 1/3 etx1 = xy, x2 = yz,
x3 = zx, on a

V 2/3 = (xy)1/3(yz)1/3(zx)1/3 ≤ 1
3
(xy) +

1
3
(yz) +

1
3
(zx) =

S

6
,

avecégalit́e si et seulement sixy = yz = zx. Pourxyz 6= 0 ceciéquivautàx = y = z : à volume
donńeV , le paralĺelépip̀ede rectangle de surface minimale est le cube de côtéx = 3

√
V .

Exercice 4 .

1. L’application
A : U → L (F ;E)

x 7→ (dfx)−1

est continue comme composée dedf (qui est continue puisquef est suppośee de classeC 1) et de
H. De plus, commeH est de classeC 1 elle est localement Lipschitzienne : il existeβ > 0, R > 0,
tels que, pour tousu, v ∈ Isom(E;F ) tels que‖u‖ ≤ R, ‖v‖ ≤ R,

‖u−1 − v−1‖ ≤ β‖u− v‖ .

Or, par continuit́e dedf , il existe r > 0 tel que pourx ∈ B(a, r), ‖dfx‖ < R. Donc pourx,
y ∈ B(a; r),

‖A(x)−A(y)‖ ≤ β‖dfx − dfy‖ ≤ kβ‖x− y‖

d’apr̀es les hypoth̀eses (i) et (ii).
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2. L’applicationA étant localement Lipschitzienne, la fonctionF : x 7→ A(x)(y0) l’est aussi, et donc
d’apr̀es le th́eor̀eme de Cauchy-Lipschtiz l’équation diff́erentielle

dw

dt
= F (w)

admet une solution locale uniqueϕ : J → U de classeC 1 telle queϕ(0) = a.

3. La fonctionΘ = f ◦ ϕ est de classeC 1 comme compośee de fonctions de classeC 1. Et l’on a
Θ′(t) = dfϕ(t)(ϕ′(t)) = dfϕ(t)((df−1

ϕ(t))(y0)) = y0.

4. La d́erivée deΘ étant constantéegaleà y0, Θ est affine et de la formeΘ(t) = ty0 + b, avec
b = f(a) puisqueϕ(0) = a.

5. Commef est de classeC 1 et dfa est un isomorphisme deE sur F , d’apr̀es le th́eor̀eme d’in-
version locale, il existe un voisinageV ⊂ U de a, et un voisinageW de b tels quef soit un
diff éomorphisme deV surW .

6. Commeϕ(0) = a ∈ V , par continuit́e deϕ, il existe un intervalleI ⊂ J deR contenant0 tel que
ϕ(I) ⊂ V . Comme on af(ϕ(t)) = ty0 + b, on en d́eduitϕ(t) = f−1(ty0 + b) pour toutt ∈ I.


