
1

UE Calcul diff érentiel Examen 9 juin 2008
Aucun document n’est autorisé. Duŕee : 3h
Les exercices sont indépendants les uns des autres.

Exercice 1 .Soitφ ∈ L2(Rn; R) une forme bilińeaire sur l’espace vectorielRn. On la suppose syḿetrique
et sans vecteur isotrope, c’est-à-dire que :{

∀x ∈ Rn , ∀y ∈ Rn, φ(x, y) = φ(y, x) ,
∀x ∈ Rn, x 6= 0 =⇒ φ(x, x) 6= 0 .

Soitf : Rn → Rn une application deux fois différentiable telle que

∀x ∈ Rn , ∀h ∈ Rn , φ(dfx(h),dfx(h)) = φ(h, h) .

1. Montrer que pour toutx ∈ Rn, pour toush, k ∈ Rn,

φ(dfx(h),dfx(k)) = φ(h, k) .

2. Montrer qued2f est identiquement nulle (on pourra commencer par montrer que
φ(d2fx(h, k),dfx(y)) = 0 quels que soienth, k ety ∈ Rn).

3. En d́eduire qu’il existè ∈ L (Rn) et b ∈ Rn tels que

∀x ∈ Rn , f(x) = `(x) + b .

4. Montrer quef est un diff́eormorphisme de classeC∞ deRn surRn.

Exercice 2 .Soit n ≥ 2. On munit l’espace vectorielRn de la norme euclidienne‖ · ‖ assocíeeà un
produit scalaire noté〈·, ·〉 : on rappelle que pour toutx ∈ Rn, il existeh ∈ Rn, h 6= 0, tel que〈x, h〉 = 0.
Soient deux vecteurs distinctsa et b deRn, et soit

f : Rn → R
x 7→ ‖x− a‖2 ‖x− b‖2 .

1. Montrer quef est de classeC∞ surRn.

2. Calculer la diff́erentielle et la diff́erentielle seconde def .

3. Trouver tous les points critiques def , c’est-̀a-dire les vecteursx ∈ Rn tels quedfx ≡ 0.

4. La fonctionf poss̀ede-t-elle des extrema locaux dansRn ? des extrema globaux dansRn ?

Exercice 3 .Soient des nombres réels strictement positifsα1, . . . , αn tels que
∑n

i=1 αi = 1, et soit

f : (R+)n → R
x = (x1, . . . , xn) 7→ xα1

1 × · · · × xαn
n .

On notera

C := {x = (x1, . . . , xn) ∈ (R+)n ;
n∑

i=1

αixi = 1} .

1. Montrer (par un argument de nature topologique) qu’il existea = (a1, . . . , an) ∈ C tel que
f(a) = supx∈C f(x), et queai > 0 pour touti ∈ {1, . . . , n}.

2. Trouver (en utilisant un th́eor̀eme du cours) tous les pointsa ∈ C tels quef(a) = supx∈C f(x).
En d́eduire que pour toutx ∈ C, xα1

1 · · ·xαn
n ≤ 1.
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3. Montrer que pour toutx ∈ (R+)n,

xα1
1 · · ·xαn

n ≤
n∑

i=1

αixi .

Dans quel(s) cas a-t-ońegalit́e ?

4. On consid̀ere dansR3 un paralĺelépip̀ede rectangle dont les côtés ont respectivement pour longueur
x, y, etz. On noteV son volume etS l’aire de sa surface. En exprimantS etV en fonction dex,
y, z, et en utilisant ce qui préc̀ede montrer que

V 2/3 ≤ S/6 .

Comment obtenir un un parallélépip̀ede rectangle de surface minimaleà volume donńe ?

Exercice 4 .SoientE etF des espaces de Banach, soitU un ouvert deE etf : U → F une application
de classeC 1. On suppose que

(i) pour toutx ∈ U , dfx est un isomorphisme deE surF (c’est-̀a-diredfx ∈ Isom(E;F )),
(ii) il existe k > 0 tel que pour tousx ety ∈ U ,

‖dfx − dfy‖L (E;F ) ≤ k ‖x− y‖E .

On rappelle que l’application
H : Isom(E;F ) → L (F ;E)

u 7→ u−1

est de classeC∞. On fixea ∈ U et l’on noteb = f(a). Pourr > 0, B(a; r) désignera la boule ouverte
de centrea et de rayonr.

1. Soit
A : U → L (F ;E)

x 7→ (dfx)−1 .

Montrer queA est continue, et qu’il existeα > 0, r > 0, tels que, pour tousx, y ∈ B(a; r),

‖A(x)−A(y)‖L (F ;E) ≤ α‖x− y‖E .

2. Soity0 ∈ F , y0 6= 0. Montrer (en utilisant un th́eor̀eme du cours) qu’il existe un intervalleJ deR
contenant0 et une applicationϕ : J → U de classeC 1 telle queϕ(0) = a et pour toutt ∈ J ,

ϕ′(t) = (dfϕ(t))
−1(y0) .

3. SoitΘ = f ◦ ϕ. Dire pourquoiΘ est de classeC 1, et calculerΘ′(t) pourt ∈ J .

4. En d́eduire que pour toutt ∈ J ,
f(ϕ(t)) = ty0 + b .

5. Montrer qu’il existe un voisinageV ⊂ U de a, et un voisinageW de b tels quef soit un
diff éomorphisme deV surW .

6. Montrer qu’il existe un intervalleI ⊂ J deR contenant0 tel queϕ(I) est inclus dansV . Expliciter
alorsϕ(t) pourt ∈ I.


