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Les exercices sont iggpendants les uns des autres.

Exercice 1 .Soitg € 2 (R"™; R) une forme bilireaire sur I'espace vectorigl’. On la suppose sy@trique
et sans vecteur isotrope, c'&stdire que :

Vr e R", Vy e R",  ¢(z,y) = ¢(y,7),
Ve e R", 2 #0 = ¢(z,x) #0.

Soit f : R™® — R"™ une application deux fois défentiable telle que
Vo € R", Yh e R", ¢(df,(h),df.(h)) = ¢(h,h).
1. Montrer que pour tout € R™, pour toush, k£ € R",
$(dfa(h), dfs(k)) = S k)

2. Montrer quel?f est identiquement nulle (on pourra commencer par montrer que
#(d?fo(h, k), df.(y)) = 0 quels que soiert, k ety € R™).
3. En ceduire qu'il existel € Z(R") etb € R™ tels que

Ve e R", f(z)=1{(x)+b.

4. Montrer quef est un diftormorphisme de clasg™ deR"” surR".

Exercice 2 .Soitn > 2. On munit 'espace vectori®®” de la norme euclidienng - || assocdea un
produit scalaire n&y(-, -) : on rappelle que pour tout € R", il existeh € R™, h # 0, tel que(z, h) = 0.
Soient deux vecteurs distinaietb deR", et soit

f: R - R
= o —al?[la - bl
1. Montrer quef est de class®& > surR".
2. Calculer la diferentielle et la diferentielle seconde dg
3. Trouver tous les points critiques dec’esta-dire les vecteurs € R tels qued f,, = 0.
4. Lafonctionf posede-t-elle des extrema locaux ddkfs? des extrema globaux daR$ ?

Exercice 3 .Soient des nombregels strictement positifsi, . . ., a,, tels qued_;" | o; = 1, et soit
[ (RT)" — R
T =(21,...,2p) — TP XX a0,
On notera

i=1

1. Montrer (par un argument de nature topologique) qu'il existe: (aq,...,a,) € C tel que
f(a) =sup,ec f(x), etquea; > 0 pour touti € {1,...,n}.

2. Trouver (en utilisant un #oeme du cours) tous les poinisc C' tels quef(a) = sup,cc f(z).
En déduire que pour tout € C, 27" - - - 23" < 1.



3. Montrer que pour tout € (R™)",
n
ot eain < Zaixi.
i=1

Dans quel(s) cas a-t-argalie ?

4. On consiére dan®?3 un paralélepipade rectangle dont le$tés ont respectivement pour longueur
x, y, etz. On noteV son volume efS I'aire de sa surface. En exprimasitet V' en fonction der,
y, z, et en utilisant ce qui @ede montrer que

V23 < 5/6.

Comment obtenir un un paralépipede rectangle de surface minimal@olume dona ?

Exercice 4 .SoientE et F' des espaces de Banach, €oitin ouvert deF et f : U — F' une application
de class&’'. On suppose que

(i) pourtoutz € U, df, estunisomorphisme d€ sur F' (C'esta-diredf, € Isom(E; F)),

(ii) il existe £ > 0 tel que pour tous ety € U,

ldfe —dfylleEr < kllz—yle.

On rappelle que 'application

H: IsomE;F) — Z(F;E)

u — oyt

est de class&>. On fixea € U et l'on noteb = f(a). Pourr > 0, B(a;r) désignera la boule ouverte
de centre: et de rayon .

1. Soit
A: U — Z(F;E)
Tz (dfx)_l.

Montrer queA est continue, et qu'il existe > 0, r > 0, tels que, pour tous, y € B(a;r),
[A(2) — AWl 2(r.m) < allz —ylle-

2. Soityy € F, yo # 0. Montrer (en utilisant un #oeme du cours) qu’il existe un intervallede R
contenand et une applicatiorp : J — U de classé&’! telle quep(0) = a et pour toutt € J,

@' (t) = (df o)) (o) -

3. Soit® = f o . Dire pourquoi© est de class&, et calculet®’(¢) pourt € J.
4. En ceduire que pour toute J,
fle)) = tyo +b.
5. Montrer qu'il existe un voisinag® C U de a, et un voisinage? de b tels quef soit un
difféomorphisme d& surV.

6. Montrer gu'il existe un intervallé C J deR contenan tel quey(I) estinclus dan¥’. Expliciter
alorsy(t) pourt € 1.



