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Introduction aux schémas numeériques

Exercice 1 Modéle de Lorentz.

On considere le modele de Lorentz suivant

Yy = —oya + oys
Yy = —yayc + rya — YB
Yo = yays — byc

avec ya(0) = =8, yp(0) =8 et yc(0) =r — 1, puis 0 =10, r = 28 et b =8/3.
1. Justifier que ce systéeme admet une solution unique locale en temps.

2. Ecrire un schéma d’Fuler explicite pour ce schéma.

Exercice 2 Pont de Tacoma.

Pour étudier le phénomene de stabilité du pont de Tacoma, nous considérons ici un modéle
simple. Nous allons étudier les évolutions de 'angle 6 formé par le pont avec Uhorizontal et
de Ualtitude moyenne y du pont soumis a une excitation f(t) = Asin(wt) d’amplitude \ et de
fréquence d’oscillation w/(2m). Ces évolutions sont supposées étre régies par le systéme

0"(t) = —60'(t) + S cos(6(t)) sin(0(t)) + A sin(wt)

y'(t) = —8y'(t) — Tylt) + g
ot m représente la masse du pont, g la gravité, § une résistance et K la force de réaction des
cables.
1. Ecrire ce systéeme différentiel comme un systéme du premier ordre.
2. Montrer qu’il existe une unique solution.

3. Ecrire un schéma d’Euler explicite pour ce schéma.

Exercice 3 Un schéma d’ordre 2.

Soit f appartenant a C*°(RT x R;R). On s’intéresse au probléme de Cauchy swivant :

{ u'(t) = f(t,u(t))
u(0) = ug

Pour Uapprocher, on définit le schéma suivant :

{ o = B (F(Em0m) 4 f (P 0" 4 b f(E,0)))
UO = Uup

1. Montrer que ce schéma est consistant d’ordre 2.

2. Montrer que ce schéma est stable. En déduire qu’il est convergent d’ordre 2.

Exercice 4 Stabilité asymptotique du schéma d’Euler



On considére 'équation différentielle (ou k >0) :
v+ ky' =0, y0)=1.

1. Résoudre cette équation. Quelle est sa limite ent — oo ?

2. Ecrire le schéma d’Euler explicite et étudier le comportement de la solution numérique
lorsque n — o0.

3. On consideére le schéma :
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Calculer y™* en fonction de y™, k et h. En déduire une condition sur h pour que le
comportement de y™ soit correct lorsque n — oco. Montrer que le schéma est consistant

d’ordre 2.

Exercice 5 Schéma de Taylor

Soit f appartenant a C*°(R* x R;R). On considere le probleme de Cauchy suivant :

{U'(t) = [t u(?))
u(0) = wuo

Définissons alors f™ € C®°(Rt x R;R) par :
o = r
fmH] = g flml 4 g Ml £ om >0

1. Montrer par récurrence que ™D (t) = fIml (¢, u(t)).
2. Définissons la fonction

¢p(t7u7 h) = : (]+1)| f[j](tvu)

puis le schéma
v+ h(t", 0", h)
up
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Montrer que ce schéma est d’ordre p.

3. Montrer que ce schéma est stable et en déduire que le schéma est convergent d’ordre p.



