Calcul différentiel, TD 2

d.

Applications différentiables

On munit P'espace vectoriel M,,(R) des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels d'une
norme ||.|| telle que ||AB|| < ||A|| ||B|], ¥(A, B) € (M,(R))?. Montrer, par différentes
méthodes, que l'application ¢,, : M, (R) — M, (R) définie par ¢,,(M) = M™ (m € N)
est différentiable et calculer sa différentielle.

Soient F un espace normé, ¢ : E? — R une forme bilinéaire continue symétrique définie

positive, ¢ la forme quadratique associée. On définit f: E — E par f(z) = 17()
+qlzx

Montrer que f est différentiable et calculer df,(k), (x, k) € E%

Soient F un espace normé, L(F) 'algebre normée des endomorphismes continus de E et
f: E — L(F) une application différentiable. On définit ¢ : E — E par p(z) = f(z)(x),
Vr € E.

(a) Montrer que ¢ est différentiable sur E:

e i) directement (avec la définition de la différentiabilité);
e ii) en écrivant ¢ comme la composée d’applications différentiables judicieuse-
ment choisies.
(b) On considere le cas particulier ol £ = R? et ou f est Iapplication qui a z = (z1, z2) €
E associe I’élément, de £(F) dont la matrice par rapport & la base canonique de R?

est ( S ) Calculer la différentielle de ¢:
To X1

e i) en appliquant (a);
e ii) en évaluant f(z)(x).

Soit E lespace vectoriel des f € C!([0,1],R) telles que f(0) = f(1) = 0 normé par
F= A= 1o + 1110 o, Vg € C([0, 1], R), [lgllo = Sup |9 ()]
€lo,

On définit w : E? — R par w(f,g) / x)dzx. Montrer que w est bilinéaire,
antisymétrique continue. Calculer dw(yq)(¢,) pour ( f,9,0,%) € E*.
Arct
(a) Soit f: R3 — R définie par f(x,y,2) = licf(ﬂéy) Montrer que f est de classe C?
z

sur R? et calculer df(,,..)(&, 7, ).

(b) L’application f: R? — R définie par f(z,y) = % si (z,y) # (0,0); f(0,0)=0

a-t-elle des dérivées partielles premieres en (0,0)? Est-elle continue en (0,0)7 Est-elle
différentiable en (0,0)?

(c) Mémes questions avec f: R?* — R définie par f(z,y) = W (z,y) # (0,0);

/ 2_|_ 2
£(0,0) = 0. oY



(d) Mémes questions avec f: R? — R définie par f(z,y) = /|zy|, V(z,y) € R

1 :
—=— sl (z,y) # (0,0);
Va?+y?

f(0,0) = 0. Montrer que f est différentiable en (0,0). Ses dérivées partielles
premieres sont-elles continues en (0,0)7

(e) Soit f : R? — R définie par f(x,y) = (2 + y*)sin

6. Soient f: R?® — R? et g: R? — R? les fonctions définies par
f(z,y,2) = (xsinysin z, z cos y cos z) et

g(u,v) = (au + bv + sin(u?)sh(v?), cu + dv + sin(v?)sh(u?)) (ou (a,b,c,d) € RY).

(a) Montrer que f est de classe C! sur R? et calculer le rang de sa matrice jacobienne.

(b) Calculer la matrice jacobienne de g o f au point (0,0, 0).

7. (Exercice facultatif et un peu plus difficile). Soit E = C([a, b], R) muni de la norme de la
convergence uniforme. Soient V' un ouvert de R et U = {p € E; ¢([a,b]) C V}.

(a) Montrer que U est un ouvert de E.

(b) On donne une application de classe C', f : V — R, et on définit I'application
F: U — Epar: Vo € U, F(p) = foe. Montrer que F est différentiable sur
U et que Vo € U, Yh € E, dF,(h) = (f' o p)h. Indications: on pensera a utiliser
le théoreme des accroissements finis élémentaire et la continuité uniforme de f’ sur
tout segment fermé contenu dans V.

¢) Montrer que F est de classe C! sur U.
(c) q

b
(d) On définit G : U — R par G(p) = / f(e(t))dt. Montrer que G est différentiable

[¢)

en tout point ¢ € U et calculer dG,(h), h € E.
(e) e 1) Montrer que F; : E — FE définie par Fi(p) = ¥ est différentiable.
e ii) Soit Uy = {p € E; Vx € [a,b], p(x) # 0}. Montrer que Fy : Uy — FE définie
par Fy(p) = é est différentiable.

e i) Soit Us = {¢ € E; VYx € [a,b], ¢(x) > 0}. Montrer que Fy : Us — E définie
par F3(p) = /¢ est différentiable.



