
Calcul différentiel, TD 5

Différentielles d’ordre 2

1. Soient E, F , G des espaces normés, U un ouvert de E, V un ouvert de F , f : V → G

et g : U → F deux fonctions telles que g(U) ⊂ V . On suppose que g est deux fois
différentiable au point a ∈ U et que f est deux fois différentiable au point g(a). On sait
(cf. cours) que f ◦ g est deux fois différentiable au point a. Exprimer d2(f ◦ g)a(h, k),
h ∈ E, k ∈ E, à l’aide des différentielles premières et secondes de f (resp. de g) en g(a)
(resp. en a).

2. (Cf. exercice 3 de la fiche 2). Soient E un espace normé, L(E) l’algèbre normée des
endomorphismes continus de E et f : E → L(E) une application deux fois différentiable.
On définit ϕ : E → E par ϕ(x) = f(x)(x), ∀x ∈ E. Montrer que ϕ est deux fois
différentiable. Calculer d2ϕx(h, k), (x, h, k) ∈ E3,

(a) directement,

(b) en partant de la formule (exercice 3 fiche 2) dϕx(h) = f(x)(h) + dfx(h)(x).

3. (a) Soit f : R
3 → R

2 définie par f(x, y, z) = (x4 + y2 + z3, ex sin(yz)). Montrer que f

est de classe C2 et calculer d2f(0,π,1)((1, 2, 1), (0, 1, 0)).

(b) Soit f : R
2 → R

2 définie par f(x, y) = (cos x chy,− sin x shy). Montrer que f est
de classe C2 et calculer d2f(0,0)((1, 0), (0, 1)).

4. On munit R
n du produit scalaire usuel 〈., .〉. On rappelle qu’on appelle isométrie de R

n

tout endomorphisme S de R
n tel que, ∀(h, k) ∈ (Rn)2, 〈S(h), S(k)〉 = 〈h, k〉. On rappelle

aussi que toute isométrie de R
n est un automorphisme de R

n et que l’ensemble O(Rn)
des isométries de R

n est un sous-groupe (dit “groupe orthogonal”) de Aut(Rn).

Soient U un ouvert connexe de R
n et H : U → R

n une fonction deux fois différentiable.
On suppose qu’il existe c ∈ R

∗ et T : U → O(Rn) tels que dHx = c T (x), ∀x ∈ U .

(a) Montrer que 〈d2Hx(l, h), dHx(k)〉 + 〈dHx(h), d2Hx(l, k)〉 = 0, ∀(h, k, l) ∈ (Rn)3,
∀x ∈ U .

(b) En déduire (par permutation circulaire sur les vecteurs h, k, l) que
〈dHx(l), d

2Hx(h, k)〉 = 0, ∀(h, k, l) ∈ (Rn)3, ∀x ∈ U , puis que d2Hx = 0, ∀x ∈ U .

(c) En conclure que H est égale à la restriction à U de la composée d’une isométrie,
d’une homothétie et d’une translation.

5. Soient E un espace normé et Ω un ouvert de E.

(a) Pour tout couple (X, Y ) ∈ (C1(Ω, E))2, on définit
[X, Y ] : Ω → E par [X, Y ](x) = dYx(X(x)) − dXx(Y (x)), ∀x ∈ Ω.

Montrer que [X, Y ] est continue sur Ω et que, si (X, Y ) ∈ (C2(Ω, E))2, [X, Y ] ∈
C1(Ω, E).

(b) Pour (X, Y, Z) ∈ (C2(Ω, E))3, on pose, ∀x ∈ Ω,
A(X, Y, Z)(x) = d2Xx(Z(x), Y (x)) − dYx(dXx(Z(x))) − dZx(dXx(Y (x))).

i. Exprimer [[X, Y ], Z] à l’aide de A(X, Y, Z) et de A(Y, X, Z).

ii. En déduire que [[X, Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y ] = 0.
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