Université Claude Bernard Lyon 1 PCSI L1 - UE Math. Complémentaires

Corrigé de ’examen terminal 1 — Lundi 5 mai 2025

Reglement — Une feuille recto-verso manuscrite de notes est autorisée ainsi que la feuille formulaire Repéres
mobiles et champs vectoriels. Les calculatrices sont interdites. Les téléphones portables doivent étre éteints. Le
bareme des exercices est indiqué entre crochets. Les réponses doivent étre justifiées.

— -
Exercice 1 [6 pts] — On considere le champ de vecteurs 7(3:, y)=(r—y)i +(x+y)j etles deux courbes
paramétrées suivantes

71(t) = (cos t —sin t,cos t +sin t) et o(t) = (e’ cos t, e’ sin t).

1) [2 pts | Dessiner le champ de vecteurs 7 aux huit points (+1,0), (0,+1), (1,1), (1,—-1), (=1,1) et
(_17 _1)

2) [1 pt ] On considere une ligne de champ ~(t) = (x(¢),y(t)) de V. Berire les deux équations différentielles
du premier ordre satisfaites par x(t) et y(t).

3) [2 pts ] Dire pour chacune des deux courbes 7, et 75 si elles sont des lignes de champ de 7 ? On justifiera
sa réponse.

4) [1 pt | On considere un point matériel situé en A = (1,0) au temps ¢ = 0 et soumis au champ de
vitesse 7 Ou se trouve le point matériel au temps t = 7/27

Rép.— 1) En tout point d’un cercle de centre l'origine et de rayon R, le champ 7 est sortant de norme /2R et fait un angle de
/4 par rapport a la tangente.

A
Yy
34
24
— Y}
7,7 ~ N
I NS
1 ‘.// R
-3 -2 -1 ,1 ,’ 2 3
NN [
\—\1\4 -7 /.’—>
_924
34

{ d(t) = alt)—y(t)

v't) = x(t)+y®)

3) La courbe 1 ne vérifie pas les équations des lignes de champs. Ce n’est donc pas une ligne de champ de 7 En revanche, la

courbe 72 les vérifie, c’est donc une ligne de champ de V.
4) On remarque que v2(0) = A. On en déduit que le point matériel se trouvera a la position

12(5) = (7% cosm/2,e™* sinm/2) = (0,¢7/%).



au temps ¢t = 7.
Exercice 2 [4 pts] — Soit ¢ un champ constant de R3, c’est-a-dire
ol -
(x,y,2) =c11 +c2j +c3k
ou ¢, co et ¢ sont des constantes. On définit un champ § de R? et une fonction f : R? — R par

?(z,y, z) = %8 A ?(m,y,z) et f(x,y,2)= <8,?($,y,z))

- = =
ol 7(:6, y,z) =x 1 +yj +zk estlechamp de vecteurs ”position” et ou la notation <7, 7) signifie le produit
scalaire entre U et .
1) [1 pt | Donner I’expression de E et de f en fonction de ¢y, co,c3 et (x,y, 2).

2) [1 pt | Que vaut ot B?
—
3) 10,5 pt ] Que vaut grad f7
4) [0.5 pt ] Que vaut div B
5) [1 pt ] Calculer le flux de ﬁ au travers de la sphere de centre l'origine, de rayon 1 et orientée par la
normale sortante.

Rép.— 1) 2)3)et4) On a

C2zZ — C3Y
§ 1
=5 | cr—az et f(z,y,2) =cix+ coy + c32.
C1Y — C2X

—
Un calcul direct montre alors que r.()—t> B = 8, grad f = 8 et div B =0.
5) En appliquant le théoréme de Gauss-Ostrogradki, et puisque div ﬁ = 0, on obtient que le flux est nul.

Exercice 3 [6 pts] — On considere le champ de vecteurs de R? défini par
ﬁ(@ y,z) =sinz7 4+ cosz7J.

1) [1.5 pt | Le champ ﬁ est-il incompressible 7 Admet-il un potentiel vectoriel 7
2) [1.5 pt ] Déterminer tous les potentiels vectoriels A de U de la forme

A = a(2)7 + b(2)] + c(2)F.

3) [1 pt ] Calculer la circulation CC(Z) de Z le long d’un cercle CT de centre 'origine, de rayon R, contenu
dans le plan horizontal (Ozy) et parcouru dans le sens trigonométrique (inverse de celui des aiguilles
d’une montre).

4) [1 pt | On considére I'hémisphere nord

St = {(z,y.2) e R} | 2® + > + 22 = R%, 2 > 0}

orienté par la normale sortante € ,. Figurer sur un dessin Ct et ¥ 7. Les orientations de T et de C*
sont-elles compatibles ?
5) [1 pt ] En s’appuyant sur les questions précédentes, calculer le flux sortant ‘bz(ﬁ) de ﬁ A travers X7,

Rép.— 1) Le calcul de la divergence donne divﬁ = 0. Le champ est donc incompressible. Puisque ﬁ est défini sur R® qui est
contractile, le lemme de Poincaré implique que ﬁ admet un potentiel vectoriel.
2) On doit résoudre rot Z = ﬁ c’est-a-dire

2 .
e a(z) sin z
% ANl blz) | =] cosz

2
= c(2) 0



soit encore

/ .
_l,j (2) = sinz b(z) = cosz+Cy°
a(z) = gos z = a(z) = sinz4C

Ainsi 4 = (sin z 4+ CL)7 + (cos z + C{¢)7 + c(z)k est un potentiel vectoriel de T. Si I'on choisit c(z) =0et Ci¥ = Ci* =0, on
constate que l'on a

Z:sinz?—&—coszj:ﬁ.
3) Notons «(t) = (Rcost, Rsint,0), t € [0, 27] une paramétrisation d’un cercle horizontal de rayon R et de centre l'origine. On a

F'(t) = (—Rsint, Reost,0), A(y(t) =7 et (F'(t), A(1(1))) = Reost

ainsi

4) Les orientations de CT et =1 sont compatibles.
5) Puisque T = 1ot Z, d’apres le théoreme de Stokes on a

O5(T) = Ce(A) =0

I’égalité a zéro étant due au résultat de la question 3.

Exercice 4 [4 pts|] — Cet exercice fait suite & l’exercice 3. Il est néanmoins indépendant. Soient A, B et C
trois constantes réelles non toutes les trois nulles, on définit un champ de vecteurs 7 de R3 par

7($,y, 2) = (Asinz + Ccosy) T + (Bsinz + Acosz) ] + (Csiny + Beosz) k
En particulier, si I’on choisit A =1, B =0 et C' = 0, on retrouve le champ ﬁ de l'exercice 3.

1) [2 pts | Le laplacien vectoriel d’'un champ de vecteurs incompressible W/ est le champ de vecteurs AW/
défini par NN
AW = rot (rot W).
a) Montrer que otV =V.
b) En déduire que AV =V,
2) [1 pt ] Déterminer un potentiel vectoriel Ade V.

Indication : Se servir de la question précédente.

3) [1 pt ] Calculer le flux sortant @5(7) de 7 au travers de la sphere S de centre l'origine et de rayon 1.

Rép.— 1 a) Le calcul du rotationnel de V donne

12}

s Asinz + Ccosy Asinz + Ccosy
5%7: 6% A | Bsinz + Acosz = | Bsinz+ Acosz :7
% Csiny + Bcosz Csiny + Bcosz

b) On en déduit
AV =iot (ot V) =1t V = V.
2) Puisque r’o?; ‘7 = 7, un potentiel vecteur pour 7 est 7 lui-méme.
¢) Le champ 7 admettant un potentiel vectoriel et la sphére n’ayant pas de bord, S = (), le théoréme de Stokes montre alors que
le flux de 7 a travers S est nul.



