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Les documents sont autorisés mais les calculettes et les portables sont interdits. 1l sera tenu compte
de la qualité de la rédaction pour attribution d’une note.

Vrai-Faux. — Pour chacune des affirmations suivantes, préciser si elle est vraie ou fausse. Justifier
votre réponse au moyen de brefs arguments et/ou d’un dessin éclairant.

1.— [2pts] On considere le CW-complexe X composé d'un point, d'une 1-cellule et d'une 2-cellule :
XO={z0}, X'=S§'" et X*=X.

Dans 1'égalité X! = S! on consideére S! comme le cercle unité des complexes et on identifie xy au
nombre 1. L’application d’attachement ¢ : dey = S* — X! = S! est donnée par z — z3. On affirme
que X est simplement connexe.

L’espace X ne se représente pas facilement dans R3. La figure ci-dessus est une visualisation partielle. Pour obtenir

X il faut recoller un disque le long de la courbe qui tourne trois fois autour de S'.

Rép.— FAUX. D’apres le cours (TAG), on a
(X, 1) =m (X 1)/N
ot N est le sous-groupe normal engendré par [¢,]. Or d’aprés I’énoncé @, est Papplication

o m(SH1)=Z — mESH1) =2
n — 3n

ainsi N = 3Z et m1 (X, x0) = Z/3Z.



2.— [2pts]| On affirme que le genre g de la surface ci-dessous est trois.

La surface est en deux exemplaires : n’hésitez pas a dessiner par dessus pour mieux la comprendre et/ou présenter

vos arguments. Dans ce cas, mettez votre nom sur I’énoncé et joignez-le & votre copie.

Rép.— FAUX. La surface est de genre 2. Pour s’en convaincre, on constate que c’est I’épaississement du graphe
figuré a gauche sur la figure ci-dessous. Lorsque 'on met ce graphe a plat et que ’on épaissit, une surface de genre 2
apparait.

3.— [2pts] Soient p: T? = S! x S' — T? le revétement donné par
p(ewl, ei@z) - (627:91, €2i92)
et f: S' — T? lapplication diagonale f(z) = (z,2). On affirme que f se reléve en une application f:
TQ
e
p

SlfP]IQ

Rép.— FAUX. L’application f se releve ssi
f*Trl(Sl, ]-) - p*ﬂl(']IQv (1a 1))

Or p.mi(T?,(1,1)) = 2Z & 2Z = {(2n,2m) | (n,m) € Z*} et fom1(SY,1) =Z(1,1) = {(n,n)|n € Z}.



4.— [2pts] On appelle collier de n sphéres, n > 2, Pespace Y, = col(S?,...,S2) obtenu a partir de
n spheres disjointes que 1'on assemble en collier en identifiant le pole Nord de S? avec le pole Sud
de S7,,. Puis on réalise une boucle en identifiant le pole Nord de S? avec le pole Sud de S7. On crée
ainsi un espace dont le groupe fondamental 71 (Y,,,y) = Z est celui du cercle (quel que soit le point
y). On affirme qu’il n’existe pas de revétement du bouquet S? V S? par Y,,.

Un (hypothétique) revétement de S? vV S? par Y, ?
Rép.— VRAL Si un tel revétement p existait, d’apres le théoreme d’injectivité (TAS8) le morphisme

Dx: W(Ynyy) — 771(82 \% S27b)

serait injectif. Ce n’est pas possible car d'une part, d’apreés 'énoncé, 71 (Y, ) = Z et d’autre part m;(S? V S2,b) est

trivial.

5.— [2pts] On considere les colliers de spheres Ys = col(S?, ..., Sg) et Yo = col(S2,,,.,S?,. ...) ainsi que

pair’ Mimpair

le revétement p : Y5 — Y5 qui envoie les spheres d’indice pair sur S2,;, et les autres sur S7, ;.. On
définit une application ” décalage de deux indices” sy : Y5 — Y qui, pour chaque i € {1,2, 3,4}, envoie
les points de la sphere S? sur les points correspondants de la sphere S?,,. Circulairement, pour i = 5,

elle envoie S2 sur S? et pour 7 = 6, SZ sur S3. On affirme que sy est un automorphisme du revétement p.
Rép.— VRAI Le diagramme ci-dessous commute

Vo —— 2 Y,

NS

En effet, & cause de la parité dans le décalage des indices, 'application s, laisse stable toutes les fibres p~1(y) avec
y € Y5. Il en est de méme des deux autres décalages s4 et sg = id. En revanche, les décalages s1, s3 et s; permutent

les fibres et ne sont donc pas des automorphismes de revétements.

Probleme.— Le but de ce probleme est de découvrir le revetement d’Arnold. Ce revétement lui a
permis de donner une preuve topologique du théoreme d’Abel-Ruffini : il n’existe pas de formule par
radicaux donnant les racines d'un polynome de degré cing.



Vladimir Arnold (1937-2010)
(Photographie : Jiirgen Moser).

PARTIE 1 : L’ESPACE DE CONFIGURATION CONF(X).— Soit X un ensemble et £ > 2 un entier.
L’espace des k configurations (ordonnées) de X est I’ensemble des k-uplets (1, ..., x) de points de X
deux-a-deux distincts

Confy(X) := {(21, ..., vx) € X" |2 # 2814 # j}.
1) On suppose X = C et k = 2. Soit

h: Confy(C) — CxR: xS!
(21,22) — (21+22;|Z2—21|7u)'
|20 — 21]

a) Montrer que h est bijective puis que ¢’est un homéomorphisme.
b) Montrer que la projection
m: CxRixS' — S
(z,7,€e?) s e?
est une équivalence d’homotopie dont un inverse homotopique est j : S — C x R% x S' donné par
j(e?) = (0,1,¢€").
¢) En déduire le groupe fondamental 7 (Confs(C), zo) olt 2o = (—3, 3)-

Rép.— 1) a) Soit (z,7,€") € C x R% x S!. Cherchons & résoudre I'équation h(z1,z2) = (2,7,€). On a

21+ 29 = =z L 0
lzo —2z1] = 7 ta = 2 21 7(z —re?)
|z2 — Z1| it 29 —21 = re? 29 %(z + reig)
22—z

Ainsi h est bijective et

, 1 1 A
Bz, ) = (52 = 1ei®), 5 (2 + re?)).

Les expressions analytiques montrent que h et h~' sont continues. Ainsi A est un homéomorphisme.
b) 1l est immédiat que 7o j = idg:. On a aussi j o w(z,7,e") = (0, 1,e"). La famille d’applications

Hy(z,r,€") = (tz, (1 — ) + tr,e”)

4



est telle que Hy = jom et Hy = idCXRjrxgl. Puisque (1—t)+tr > 0 comme somme de deux quantités positives, chaque

élément de la famille est & valeur dans C x R} x S!. Ceci montre que j est un inverse homotopique de 7 et que par
conséquent 7 est une équivalence d’homotopie.
¢) Puisque lapplication 7 est une équivalence d’homotopie, elle induit un isomorphisme entre les groupes fondamentaux

™ (C, (0, 1,1)) = m (8%, 1)
et puisque h est un homéomorphisme et que h(zo) = (0,1,1)
71 (Confy (C), z¢) LN m1(C,(0,1,1)).

Enfin, d’apres le cours 71(St, 1) = Z. On en déduit 71 (Confy(C), z0) = Z.

2) Dans cette question, on suppose X = C et k = 3. On considere la projection

ps2: Conf;(C) — Confy(C)
(21,22,23) —> (21, 22).

a) Montrer que tout élément p33(21, 22) s’écrit sous la forme (21, 22, 21 +w.(22 — 1)) ot w parcourt
un sous-ensemble A C C que 'on déterminera.
b) Soit
g: Conf(C) x A —» Conf;(C)
(21, 22, W) — (21, 22,21 +w. (20 — 21)).

Montrer que g est un homéomorphisme.
¢) En déduire le groupe fondamental 7 (Confs(C),yo) ol yo = (20,7). On admettra que le plan
auquel on a enlevé k points est homotopiquement équivalent a un bouquet de k cercles.

Rép.— 2a) On a

p3a(21, 22) = {(21, 22, 2) | 2 # 21,2 # 22}
Autrement dit, il s’agit de tous les points (21, 22, 2) avec z = z; + w.(z2 — z1) et w # 0, w # 1. Ainsi A = C\ {0, 1}.
b) D’apres la question a, 'application g est bijective. Son inverse se calcule facilement

).

zZ— 21

g_l(Z]_’ZQ’Z) = (2172:2’ 2 — 21

Les deux applications étant continues, on en déduit que g est un homéomorphisme.
c) On a
™1 (COHfg((C), yo) =T (COHfQ (C)7 .%‘0) X 1 (A, Z)

D’apres la question précédente et ce qu’il est demandé d’admettre dans ’énoncé, on déduit
ﬂl(Confg(C),yo) = 7T1(Sl, 1) X 7T1(S1 \Y Sl,i) =7 X F2

ou Fj est le groupe libre a deux éléments.

PARTIE 2 : L’ESPACE DE CONFIGURATION NON ORDONNE UCONF.(X) .— Soit S le groupe des
permutations de k éléments. On considere I'action a gauche

¢: Sk x Confy(X) — Confy(X)
(U,xl,...,xk) — (xg(l),...,xg(k)>.

On note {z1, ..., zx} orbite de (x1, ..., zx) et UConf,(X) = Conf,(X)/Sk I'ensemble des orbites qui
est appelé le k-eme espace de configuration non ordonnée de X.

3) On suppose que X est un espace topologique localement compact. On rappelle qu’il découle
immédiatement de la topologie d'un produit que chaque application

oo XF Xk



est continue.

a) Montrer que ¢ opére continiment, proprement discontinument et librement.

b) On admet que Confy(X) est localement compact. Montrer que 'espace quotient UConf(X)
est séparé.

¢) Montrer que l'application quotient py : Confy(X) — UConf,(X) est un revétement.

d) Montrer que le cardinal de la fibre de py est k!

Rép.— a) L’action est continue car d’apres le rappel, chaque application ¢, est continue. Puisque le groupe Sy est
de cardinal fini, ¢ opére proprement discontiniment. Enfin

(o, (T1, .y 78)) = (T1, ., 7)) = (To(1), - To(k)) = (T1, - Tk)
et puisque les composantes x1, ..., xx sont distinctes deux-a-deux
(1‘0(1),...,$U(k)) = ($1,...,$k) < 0’(1) = 1,...,0’(]4;) =k < o =1d.

Ainsi I'action est libre.

b) D’aprés une proposition du cours, le groupe Sy étant discret et opérant contintiment, proprement discontintiment
et librement sur l'espace localement compact Confy(X), I'espace quotient UConfy(X) est séparé.

c) D’apres le cours, le groupe Sy étant discret et opérant contintiment, proprement discontiniiment et librement sur
lespace localement compact UConfy(X), Papplication quotient

pu : Confy(X) — UConfy (X)

est un revétement.

d) L’action étant libre chaque orbite contient Card Sy = k! éléments. Le revétement est donc a k! feuillets.

4) On pose C' = C x R% x S! et on considere @ : Zy x C' — C l'action donnée par
d(—1, (z,1,e%) = (2,7, —€")

et ot Zy est vu comme le groupe multiplicatif & deux éléments {—1,1}. On note [(z,7,e"?)] la classe
de I'élément (2,7, ) et UC = C/Zy espace de toutes les classes. Puisque ® n’agit que sur le dernier
facteur de C', on a UC' = C x R% x (S'/ ~) out ~ est la relation d’antipodie. On admet que l'espace
quotient S'/ ~ est homéomorphe a S'.

a) Montrer que ¢ : C' — UC est un revétement a deux feuillets.

b) Montrer que C x R* est contractile.

¢) On considere la restriction gg: : S — (S'/ ~) de ce revétement au facteur S' de C. Montrer
que 'application S : S! — S! donnée par S(z) = 22 passe au quotient en une application continue
S (St ~) —Sh

d) Montrer que S est un homéomorphisme.

e) Montrer que 7 (UC, [(0,1,1)]) = Z.

f) Soit s € [0, 1]. Parmi les trois lacets

s+ q(0,1,e™), s+ 5(0,1,e™), s q(0,1,e%™)
lequel est un générateur du groupe fondamental 7 (UC,[(0,1,1)]) de UC'?

Rép.— a) L’espace C' est localement compact, ’expression de action montre que le groupe Z, agit continiiment, et
puisque ce groupe est fini, il agit proprement discontinment. L’action est libre car

B(—1, (2,7, €)= (2,7,€"%) = (2,7, —€) = (2,1, €?) = ¢ = ¢,

La derniere équation n’ayant aucune solution, l'action de —1 ne fixe aucun élément. On en déduit que ¢ est un
revétement a Card Zy = 2 feuillets.
b) Soit ¢ 'application constante ¢(z,7) = (0, 1). Il faut montrer qu’elle est homotope a idexry . Pour cela il suffit de
considérer 'homotopie

ci(z,r) =(1—-1)(0,1) + t(z,7).



Onacy=cetec = idCXRg-
c¢) On a le diagramme suivant

(8t ~)

L’application S passe au quotient car S(—e'?) = €% = S§(e?). D’apres la proposition de transfert de continuité au
quotient, I'application quotient S est bien définie et continue.

d) L’application S est surjective car S est surjective. Elle est bijective car S(z1) = S(22) est équivalent & 2, = +2;. et
donc z; ~ z;. L’espace S étant compact, Uespace (S'/ ~) séparé, qis1 continue, S'/ ~= gjs: (S') est compact. Enfin
S qui est une application continue d'un espace compact dans un espace séparé est un homéomorphisme.

e) D’apres les questions précédentes, on a

Wl(UCa [(Ov 1, 1)]) = 71—1(81/ ™~ [1}) =Z.

f) Un lacet générateur est donné par §(s) = ¢(0, 1, e"™*) avec s € [0, 1]).

5) On s’intéresse a I'espace UConfy(C).
a) Montrer que I'application

h: UConfy(C) — ye
{z1, 22} — [h(21, 22)]

est bien définie (h est 'homéomorphisme défini & la question 1).
b) Montrer que h est continue. On pourra s’appuyer sur le diagramme commutatif ci-dessous

Conf,(C) —L—C

|

UCont,(C) "~ UC

et en utiliser le fait que h est continue.

¢) Pour des questions de temps, on admet que A est un homéomorphisme !. Déterminer le groupe

fondamental de UConf,(C) au point {zo} = {—3, 5}.

Rép.— a) Il suffit de vérifier que [h(22, 21)] = [h(21, 22)]. Or, d’apres 'expression de h :

21 — 22 Z2 — 21

h(za, z1) = (22 + 21, |21 — 22|, ) = (21 + 22, |22 — 21, O(h(z1,22)))

|21 — 29| _|22—Z1| -

il en découle que [h(z2, 21)] = [h(z1, 22)]

b) Par définition de la topologie quotient, ¢ est continue. Puisque h est continue, on en déduit que g o h est continue.
Puis par la proposition de transfert de continuité au quotient, il s’en suit que h est continue.

c) Puisque h est un homéomorphisme et que h({xo}) = [(0,1,1)], on a

71 (UConfy(C), {z0}) = m (UC,[(0,1,1)]) = Z.

PARTIE 3 : LE REVETEMENT D’ARNOLD.— On considere 'espace affine des polynomes de degré k
et dont le coefficient dominant est 1 :

POlyk(C) = {Xk + ak,le’l + -+ ag | (ao, cee ,&kfl) S Ck}

1. Le démontrer n’est pas difficile. En adaptant les arguments de la question b) & 'application A1, ~on montre que
h—1 est continue. En utilisant le fait que hoh™' = idc et A1 oh = idConfz(C)’ on montre ensuite que h est inversible

d’inverse (h)~! = A1



On note Dy C Poly,(C) le sous-ensemble des polynomes ayant au moins une racine multiple et on
pose
Pr(C) := Poly,(C) \ Dy.

Le revétement d’Arnold est 'application

pa COka<(C) — Pk(@)
(21, 28) — [T (X — 2)

6) On considere les applications quotients p4 et py figurées dans les diagrammes ci-dessous.

Confy(C) Confy(C)
UConfs(C) 24~ P,(C) Py(C) —27~ UConty(C)

Ecrire explicitement p4 et py et dire pourquoi ce sont des homéomorphismes.

Rép.— On a immédiatement

k
pal{z1, . 2k}) = palz, . z) = H(X — Z)
=1
et
k
DU (H(X - Zg)) =pu(z1, .y 2i) = {21, o0y 2k}
r=1
Ainsi les applications ps et py sont inverses 'une de 'autre. Elles sont continues comme quotients d’applications
continues. Ce sont donc des homéomorphismes.

7) On suppose k = 2. On considere le lacet

s — y(s) = (—§€2WS, 562““) € Confy(C)

ou s € [0,1].
a) Le lacet v est-il contractible dans Confy(C) ?

b) Le lacet p4 o est-il contractible dans Py(C) ?
¢) On considere la famille de polynomes

1.
Py(X) i= X* — 2e™™

ou s € [0, 1]. Montrer que le lacet s — P,(X) est un générateur du groupe fondamental w1 (P2 (C), Fy).
On pourra s’appuyer sur le diagramme commutatif ci-dessous

Cont,(C) <

.

P5(C) <4 UConf,(C) <— UC

Rép.— a) Utilisons ’homéomorphisme h pour transporter vy dans ’espace C' que 1'on maitrise mieux. Soit

3(s) = h(y(s)) = (0, 1,€*™)



1l est clair d’apres I'étude faite précédemment que 7 est un générateur du 71 (C, (0,1, 1)) = Z. En particulier, ni 7 ni
~ ne peuvent étre contractibles.

b) Notons que pa(zo) = pa(—3,3) = X?

— i = Fy. Le théoreme de 'injectivité assure que
(pa)« : m1(Confz(C), z9) — m1(P2(C), o)
est injectif. Puisque [y] # 0 on ne peut avoir [p4 oy] = 0 ce qui montre que p4 oy n’est pas contractible dans Pa(C).

¢) D’apres la question 4f) un lacet générateur du w1 (UC, [(0,1,1)]) est 6(s) = q(0,1,€!™) avec s € [0,1]). On en déduit
qu’'un lacet générateur n du 71 (UConfy(C), {xo}) est donné par :

77(8) = (ﬁA Oﬁfl o 5)(3) = (ZBA Oﬁfl o Q)(07 1767;71'8).

Or, on lit sur le diagramme que
paoh og=paoh”

et donc ) . . .
n(s) =paoh™(0,1,e"™) =pa (2(0 = 1xe™), 5(0+1 % em)> =pa(—5e™, 5€™).
Par définition du revétement d’Arnold, on a
1 . 1 . 1 . 1 . 1 ..
pA(_iewrs7 5ezﬂ's) _ (X =+ 5ezﬂ's)()( o 5ewrs) _ X2 o Z62z7rs _ PS(X)



