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Adresses utiles

Deux adresses :
http://math.univ-lyonl.fr/homes-www/borrelli/Cours_Math2

http://math.univ-1lyonl.fr/~frabetti/Math2/
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Dérivées directionnelles

Définition.— Soit f : Dy « R" — R différentiable sur un
ensemble D  R". Pour tout vecteur v = (v, ..., v) € R, on
appelle DERIVEE DIRECTIONNELLE DE f DANS LA DIRECTION
v la fonction

0;f . D e Rm
X — f(x) = vy ZL(X) + -+ Vo ZE(0)
e La i-éme dérivée partielle se confond donc avec la

dérivée directionnelle dans la direction du vecteurs
é = (0,...,1,...,0) ol le nombre 1 est en ieme position :

of
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Exemple 1.— La dérivée directionnelle de la fonction

f: R2 — R
(x,y) — xy?+3x

dans la direction vV = (X, Y) et au point a = (x, y) € R? est
donnée par
ogf(a) = 3+ y3)X + 2xyY

puisque

of ) of
a(x,y)fy +3 et @(X,y)—ny
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Exemple 2.— La dérivée directionnelle de I'application

f:(f-],fg)Z R3 — R2
(x,y.2) — (xy?+3x,yz%)

dans la direction vV = (X, Y, Z) et au point a = (x, y,z) € R3
est donnée par

osf(a) = (8 + y2)X + 2xyY,Z2Y + 2zyZ)

puisque

of  (y?+3\ of [(2xy ot _ (0
ox 0 Toy  \ 22 0z  \2yz
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Exemple 3.— La dérivée directionnelle de I'application

f: R — R
(r,p,0) —> 2 +rsinf

dans la direction V = (X, Y, Z) et au point a = (r, ,0) € R®
est donnée par

ox,v.z2)f(r,p,0) =sin0 X +2p Y +rcost Z

puisque

of . of
E(ra(pae) _Smea %(ﬂ%e) _2§0

et of
%(r, ©,0) = rcosé
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Croissance et décroissance

Théoréme.— Soient f : D « R” —> R de classe C' sur Dy,
xe DsetveR",

e Si 0;f(x) > 0 alors f est croissante au point x dans la
direction de v

e Si 0;f(x) < 0 alors f est décroissante au point x dans la
direction de v.
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Enoncé.— La fonction f(x, y) = xy? + 3x est-elle croissante
ou décroissante au point (3, 1) et dans les directions (1, 1),
(1,2),(1,-1) (1,-2)?

Réponse.— Pour tout vecteur v = (X, Y),on a
(X, y) = (Y2 +3)X+2xy Y

et donc
07f(3,1)= 4X+6Y

d’ou
* J(1,1Hf(3,1) = 10 = f est croissante dans la direction (1,1)

* J(12f(3,1) = 16 = f est croissante dans la direction (1,2)
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* J(1,-1)f(3,1) = —2 = f est décroissante dans la direction
(1 ) _1)

* J1,—2f(3,1) = —8 = f est décroissante dans la direction
(1 ’ _2>

Enoncé (suite).— Parmi ces quatre directions, quelle est
celle de plus forte croissance et celle de plus forte
décroissance ?

Réponse.— Pour comparer la croissance d’une fonction en
différentes directions, il faut calculer les différentes dérivées
directionnelles avec des vecteurs ayant tous la méme
longueur, par exemple 1.
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Croissance. — Puisque ||(1,1)|| = v/2, on recalcule

10
De méme |(1,2)| = +/3 conduit &
16
3%072)“3,1) == ﬁ
Or % < % car (104/3)2 = 300 < (16v/2)2 = 512.

Ainsi, au point (3, 1), f croit plus rapidement dans la
direction (1,2).
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Décroissance. — De méme, |(1,—1)| = v/2 et
I(1,—2)| = +/3, il faut donc calculer

2
a%(1,71)"(371) =7
et
01y f(31) =2
%(17_2) ’ \/é
Ona —\% > —% car si (21/3)2 = 12 < (8v/2)2 = 128.

Ainsi, au point (3, 1), f décroit plus rapidement dans la
direction (1, —2).
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Gradient d’'une fonction réelle

Définition.— Soit f : D < R” — R une fonction réelle
différentiable. Le gradient de f en un point x € D est le
vecteur de R"

- of of o
grad f(x) = VF(x) = o ——(X) 81 + -+ aT”(x) 8,
2 (x)
= : eR"
L
Pour tout vecteur v = (v, ..., v,) € R” on a alors
avf(}) = W %()_(')ﬁ- -+ Vp a@){ (X)
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Gradient d’'une fonction réelle

Remarque.— Le gradient de f est donc une fonction
vectorielle

gradf=Vf: DcR" — R"

X —  Vf(x) =

0Xn

Le symbole ¥V se lit « nabla ».
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e Soit f : R?> — R définie par
f(x,y) = xy? + 3x.
Le gradient de f vaut
_(y?+3
VX, y) = ( 2xy )
En particulier

(0,0 — (8) ot V(3,2) — (172>.
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e Soit  : R3\{(0, y,0)} — R définie par
f(x,y,2) = sin(xy) + In(x® + 22).

Le gradient de f vaut
YVi(x,y, z) = X cos(Xxy)

En particulier
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Interprétation géométrique

Observation. — Soit f : D « R? — R une fonction
différentiable de deux variables. Le gradient Vf(x) est

« orthogonal a la ligne de niveau L(f) » avec a = f(x). |l
indique la direction de la pente de plus forte croissante du
graphe Iy
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Exemple
e Soit f : Bo(1) = R? — R donnée par

f(x,y) =4/1—x2—y2

D’une part, les lignes de niveaux L,(f) de f sont des cercles
de rayon v/1 — a? avec a €]0, 1]. La ligne de niveau L;(f)
est réduite a un point. La ligne de niveau Ly(f) est vide car f
est définie sur la boule ouverte Bp(1).

D’autre part, f est différentiable sur Bp(1) et on a
—X

Vtoey) = | VI 1= Loy,

V1 —x2—y?

Pour tout a €]0, 1[, ce vecteur est orthogonal au cercle L4(f)
au point (x, y, a).
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direction
croissante

gradient v
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Différentielle
Soit f : D <« R" — R™ une fonction différentiable. Par
définition, pour tout x € D, I'application

0.f(x): R" —» RT
Voo 05f(x)

est linéaire.

Définition.— Cette application linéaire s’appelle la
différentielle de f au point x. |l est d’'usage de la noter dfy.

Soit vV = (v, ..., Vy) € R, on a donc

of of
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e Soient f : D < R"” — R une fonction réelle et x € D. la
différentielle dfy : R” — R peut s’écrit au moyen du
Différentielle gradient de f

VWV eR™, d(V) = (VF(x), V)

e Soient
f=(f,..,fn): DcR—R"

une fonction d’une seule variable et x € D. La différentielle
dfy : R — R™ s’écrit

WV = vé eR, df(V) = (f{(x) Voo, £L(X) v>
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e Soit f : R — R définie par f(x) = x> — x° alors
f'(x) = 2x — 5x* et dfy : R — R est donnée par

dfy (V) = (2x — 5x*)v.
e Soit f : R? — R définie par f(x, y) = x?y3 — 7y alors pour
tout V = Xé; + Y&, la différentielle df,, ,) : R2 — R est
donnée par
dfix (V) =2xy® X + 3x2y2 —7) Y
En particulier

dfix,)(2,1) = 4xy® + 3x%y? — 7 et dfi 1y(X, Y) = 2X — 4Y

et df(171)(2, 1) = 0.
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e Soit f : R?> — R3 définie par

xy?
Différentielle f(X’ }/) N X2 { y2

alors pour tout v = Xé; + Y&, la différentielle
dfxy) : R2 — R3 est donnée par

y? 2xy
df(x7y)(9) =X 0 |+Y 1
2X -2y

y2X +2xyY
= Y
2xX —2yY
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e Soit f : R® — R? définie par
o xy?
Différentielle f(X, y, Z) — <y}Z/3>

alors pour tout v = Xé; + Y&, + Zés la différentielle
dfixy 2 : R® — R? est donnée par

. 2 2x 0
o () v ()2 (,2)

[ yAX +2xyY
-\ Z2Y +3yz2Z
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Définition.— Soit f : D < R” — R™ une fonction
différentiable. Lapplication

Différentielle
DcR" — L(R",R™)
X — C/fx
est appelée la différentielle de f et elle est notée df.
Notation.— Pourtouti = 1,...,n, on note

dX,': R" — R
V= (v'lv"'v Vn) — dXI(V) =V

n applications linéaires formant une base de £L(R", R).
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Différentielle

e Toute forme linéaire L : R" — R s’exprime alors comme
combinaison linéaire des dx; :

L=ajdxs + -+ andxp

avec a; € R.
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e Sif: Dc R" — R est une fonction différentiable alors sa
Différentielle différentielle dfy : R" — R en x € D s’écrit

of of
dfx = 67)(1()() dX1 + + aixn(X) an

e La différentielle df : D — L(R",R) s’écrit

of of
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e Soit f : R — R définie par f(x) = x2 — x° alors
dfy : R — R est donnée par
Différentielle
dfy = (2x — 5x*)dXx.
En particulier dfy = —3 dx.

e Soit f : R?> — R définie par f(x, y) = x2y® — 7y alors la
différentielle df(, ;) : R? — R est donnée par

dfix ) = 2xy® dx + (8x2y? —7) dy

En particulier df4 1y = 2 dx — 4 dy.



CM 3 -
Différentielles

V. Borrelli ExempleS

Différentielle
e Soit f : R® — R définie par f(x, y, z) = x?y3z — 7yz?
alors la différentielle df , , : R®> — R est donnée par

dfix .z = 2xy3z dx + (3x%yPz — 72%) dy + (x?y® — 14yz) dz

En particulier dfi1 1) =2 dx —4 dy — 13 dz
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Enoncé.— Soit f : D < R2 — R définie par
f(x,y) = In(1 — x2 + 5y).
i) Déterminer D.
Différentielle

i) Déterminer la différentielle en tout point (x,y) € D.
iii) Calculer df; o) en les vecteurs i = (1,0), j = (0, 1
=(1,1) etu=(3,-3).

),

Réponse.— i) On doit avoir 1 — x2 + 5y > 0 ainsi
D= {(x,y)eR2 | 1 —x2+5y>0}

= portion du plan au-dessus de la parabole

1, 1

Y=85¥ "5
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ii) Pour tout (x,y) € D, on a
of of
Alixy) = GxXoy) ax+ 5 (X ) dy
Différentielle — —2x dx + dy
1—x2+ 5y 1 —x2+ 5y
iii) Ainsi
df, T ks 2 dy=2ax- 24
@O = g F T Y T3y
et
dfipo)(i) = £(2.0)=3
7 f
dieo)i) = 5(2,0)=-3
dfeo)(V) = dfig0(1,1)=5—-3=—3%
dfip0)(U) = dfi20)(3,—3)=33-3(-3)=4+5=9
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Enoncé.— On note (x,y, 2), (p, ¢, Z) et(r,p,0) les
coordonnées cartesiennes, cylindriques et sphériques des
Différentielle points de R3. On rappelle que

X = pcosp
(p,p) € [0,00[x[0,2n[— { y = psingp
zZ=2

et

X = rcospsind
(r,p,0) € [0,00[x[0,27[x[0, 7] —> { ¥ = rsingsinf
Z =rcosf
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Montrer que
dx = cosp dp — psinp dp
Différentielle
i) dy =singp dp+ pcosp do
dz = dz
dp = cosy dx +sinp dy
"y pdyp = —sinp dx + cos p dy

dz = dz

Formules de passage « cartésiennes «— cylindriques »
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dx = cos sinf dr — rsinp sinf dy + rcos pcosf df
Différentielle

i) < dy =sing sinf dr + rcosy sinf dp + rsing cosf do
0z = cosf dr — rsin df
ar = cosy sinf dx +siny sinf dy + cosd dz
ii"y{ rsinf dp = —sinp dx + cosy dy

rdf = cos cosf dx + sinp cosf dy +sinf dz

Formules de passage « cartésiennes «— sphériques »
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dr =sinf dp + cosf dz
Différentielle (II/) d(p — d(p

rdf = cosf dp —sin dz
dp =sinf dr + cos6 df

(iii"y < dp = dyp

dz =rcosf dr—rsinf df

Formules de passage « cylindriqgues «— sphériques »
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Réponse.— |l suffit d’écrire les différentielles des
applications de changement de variables. Par exemple la
différentielle du changement de variables « cylindriques —
cartésiennes » donne les formules i.

Différentielle

ax

dy

dz

ax ox oX

cosgpdp—psingodgo
oy oy oy
apd +8 dy +(3 az
S|ng0dp+cosg0d<p

Les formules i’ s’obtiennent en inversant le systéme. On
procéde similairement pour les autres formules.
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Richard Feynman (1918-1988)

e Le plus grand physicien de la seconde moitié du XXéme
siécle (ou sur le podium au minimum)

e Généralise le principe de moindre action en mécanique
guantique avec son intégrale de chemin
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Richard Feynman (1918-1988)

e Invente les diagrammes qui portent son nom et qui sont
massivement utilisés en QFT (mécanique quantique des
champs)

¢ Recoit le prix Nobel de physique en 1965 pour ses travaux
en QED (électrodynamique quantique).
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Richard Feynman (1918-1988)

e Durant la seconde guerre mondiale il participe au projet
Manhattan.

e En 1986, il joue un role majeur au sein de la commission
d’enquéte sur I'accident de la navette Challenger.
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Richard Feynman (1918-1988)

e || meurt d’'un cancer de I'estomac en 1988

e Ces derniers mots furent : « | would hate to die twice. It is
so boring (Je détesterais mourir deux fois. C’est si
ennuyeux) ».
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SEMINAIRE. MAIS
DABORD, IL Y A
DU THE?

AU MOINS J'AVAIS REPONDU JUSTE
A LA PREMIERE QUESTION DEINSTEIN.
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Richard Feynman (1918-1988)

Lélectrodynamique quantique vue
par Fey) P i

e I
- Bl L)

La physique des nanomachines
biologiques - Passe-science #37

> b «0 B & G O3

La théorie de la lumiére vue par Feynman - Passe-science #15

&1 14 ) PARTAGER = ENREGISTRER us

Feynman sur Passe-Science



CM 3 -
Différentielles

V. Borrelli

La pause
culture

Richard Feynman (1918-1988)

Space

suasciise

M P Pl ) 81971424 B erEOn

The Secrets of Feynman Diagrams | Space Time

597 591 vues + 27 juil. 2017 12K " 191 & PARTAGER =4 ENREGISTRER

Feynman sur PBS Space Time
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@ InterEditions

Surely You're Joking, Mr.
Feynman!

Bibliothéque

Richard P. Feynman
Vous voulez rire,
Monsieur Feynman !
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Feynman Lectures on Physics

LE COURS DE PHYSIQUE DE

FEYNMAN

Richard Foynman | Robart Lolghton | Matthow Sands.

NOUVELLE EDITION

MECANIQUE QUANTIQUE

DUNOD

LE COURS DE PHYSIQUE DE

FEYNMAN

Leighton | Matthew Sands.

NOUVELLE EDITION

MECANIQUE 1

&

DUNOD

REVISEZ LA PHYSIQUE AVEC

FEYNMAN

Richard Feynman ' Michael Gottlieb | Ralph Leighton

& N

METHODES, ASTUCES,
EXERCICES

| S

DUNOD
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Big Bang Theory

The Bachelor Party Corrosion (Corrosion, Crevaison, Oxydation) S9E3
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Une citation

ad
« La théorie de I'électrodynamique quantique nous fournit une
description de la nature qui est absurde du point de vue du sens
commun. Mais elle est en accord parfait avec I'expérience. J'espére donc
que vous accepterez la nature telle qu’Elle est : absurde. »
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