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Champs de vecteurs

La notion de champ de vecteurs intervient sous plusieurs
formes en physique.

e Champ de vitesse : Le mouvement d’un fluide (liquide ou
gazeux), le transport de la chaleur, de I'énergie ou du
courant électrique, sont décrits au niveau macroscopique
par des champs de vecteurs qui associent a chaque point la
vitesse du transport en ce point.
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Champs de e Champ de forces : Le champ en un point représente la
vecteurs force qu’une particule subirait si elle était placée en ce
Reperes point. Exemples : le champ gravitationnel, le champ

Champ radial, électrique ou le champ magnétique.

champ central

Champ
scalaire

La pause
culture

By Geek3 (wikipedia), CC BY-SA 4.0 By OpenStax, CC BY-SA 4.0
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Définition.— On appelle champ de vecteurs toute
application -

V:DcR"—E
a valeur dans un espace vectoriel dont la dimension est
dimR ? = N.

Remarque.— De nombreuses applications provenant de la
physique sont des champs de vecteurs : le champ
gravitationnel G, le champ électrique E,le champ
magnétique B, le champ des vitesses d’'un écoulement.
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Champs de vecteurs

, . -
e Toute base (€1, ..., €,) de E, permet d’écrire V en
coordonnées, i. e. il existe ay, ...,an : D — R telle que

VxeD, V(x)=ai(X)81+...+anx)En

o Le choix d’une base induit (€5, ..., €,) de E une
identificati_o)n entre E et R". II permet d’écrire le champ de
vecteurs V comme I'application D « R" — R"” donnée par

ai (x)
X — B
an(x)
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Définition.— On dit que le champ de vecteurs V estde
classe C* si ses applications coordonnées

ay,...,an:D—R

sont de classe CX.

e Cette définition ne dépend pas de la base (€1, ..., €))
choisie pour l'identification de E aRrn.
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Repére mobile

Définition.— Un repére mobile sur un espace affine E est
une application

b Ac RS — E x X x E
€

E
,0=(X,y72) — (Q(p),?1(p),?2(p), 3(p))

telle que pour tout p, (2(p); €1(p), €2(p), €3(p)) soit un
repére de E.

Exemple 1 : le repére mobile cartésien.— Soit (7,/, k) la
base standard de R3. Il s’agit du repére mobile défini par

%)

(O3, R3 — X
ij.K)

(R
p=(X,y,Z) — (p 7
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Exemple 2 : le repere mobile cylindrique.— Il s’agit du
repere mobile défini par

®: R* x[0,27[xR — R3\Rk x (R3)3

(p, ¢, 2) — (S e,,e,,k)
avec
p COS Y
Q(p.p,z) = | psing
Z
et

€, (p,,2) =cosp i +sinp |
€, (p.p.2) = —sinp i +cosp



CM1 -
Champs de
vecteurs

V. Borrelli
Champs de
vecteurs

Reperes
mobiles

Champ radial,
champ central

Champ
scalaire

La pause
culture

Le repére mobile cylindrique
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Exemple 3 : le repére mobile sphérique.— Il s’agit du
repere mobile défini par

®: R* x [0,27[x]0,7[ — R3\Rk x (R3)3

(r,¢,0) — (er ey, 6)
avec
r cosysinf
Q(r,p,0) =1 rsinpsinf
r cos@
et

&, (r,p,0) = cosp sinf i +sing sinf j + cosf k
e, (r,p,0) = —sing i +cosg |
€y (r,p,0) = cosp cosf i +sinp cosj —sinh k
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Le repere mobile sphérique
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Changement de coordonnées

o |l est paLf)ois trés pratique d’exprimer un champ de
vecteurs V : D « R® — R3 dans un repére mobile

b Ac RS — ExExExE
p=(xy,2) — (Qp);€1(p), €2(p), €3(p))

¢ On note V¢(p) le vecteurV(Q(p)).
e Exprimer V dans le repére mobile ¢ c’est, pour tout point
p € A, décomposer V¢(p) dans la base €1(p), €2(p),
€3(p), autrement dit, c’est déterminer af, a3 et af telles
que
vpe A, V*(p) = a2(p)&1(p) + &3 (p) Balp) + &

peA V (p)=ar(p)€1(p)+ay(p)€ap) + a3 (p) €3(P)
Un abus de notation.— Dans la pratique, on n’écrit jamais
'exposant ... il est sous-entendu.
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Un exemple : expression du champ gravitationnel en

coordonnées sphériques.— Le champ gravitationnel
G :R3\{O} —> R3 a pour expression :

Repeéres
mobiles

GM xi +yj + zk

X2 yE 2 fx2 2 22

Déterminer G dans le repere mobile sphérique

3(X,y72) =

®: R* x[0,27[x]0,7[ — R3\Rk x (R3)3
(ryp,0) — (% 6,6,,6)

c’est trouver a®, b® et c® telles que
G(Qr,¢,0)) = a°(r,¢,0)€: (r,0,0)

+b%(r, 0,0)€, (r,0,0) + c®(r,p,0)€& (r,¢,0)
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r cosypsinf
‘ Q(r,p,0) = | r sinpsinf
Reperes
mobiles r cos@
ona

GM rcos p sinf i + rsingp sin07—|— rcosd k

?(Q(ra 2 0)) = - r2

.
d'ou aM
GQUr.0) = ——5 &(r.e.0).
Ainsi
a®(r,9.0) = ~ Oy et B¥(r,0,60) = ¢°(r.,0) = O

En fin de compte

® GM
6 (ra%e) = 7,,72 e,(r,gp,ﬂ)
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Enoncé (passage cartésiennes->cylindriques).— Soit %
. un champ de vecteur de R3\Rk donné par

eperes

mobiles
=

V(x,y,2) = a(x,y,2)i + b(x,y,2)j + c(x,y, 2)k

Déterminer I'expression de ce champ en coordonnées
cylindriques :

Vip,0,2) = alp, 9, 2)€, + B(p, 0, 2)€, +(p, ¢, 2)k

Réponse.— En inversant les formules de I'exemple 2, on
trouve

= cos ep singp eTP
= sin cpep + cos e‘p

Xl\'l \-l
x5
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Reperes V(Xaya Z) = a(vav Z)T + b(X7.y7 Z)] + C(X>.ya Z)R
mobiles
= a(x,y,z)(cosp €, —sinp €e,)
+b(x,y,z)(sinp é,} + cosp e},) +c(x,y,2)k
= (a(x,y, Z)cosy + b(x,y,z)sin go)e_;)
+(b(x,y,2z)cosp — a(x,y,z)sinp) e,
+e(x,y, 2)k
Ainsi

a(p,p,z) = a(x,y,z)cosp + b(x, y,2)sinp
B(p,p,2) = b(X,y,2) cosp — a(x, y, z)sin ¢
7(p7 9072) = C(X>ya Z)

avec X = p cosp ety = p singp.



CM1 -
Champs de

s Exercices

V. Borrelli 2 , , . - v
Enonce (passage cartésiennes->spheriques).— Soit V
un champ de vecteur de R3\Rk donné par

Repéres — - - —
moz”es V(X7y7 Z) = a(X>y7 Z)I + b(X,y,Z)j + C(Xaya Z)k

Déterminer I'expression de

V(r,0,0) = alr,0,0)6 + B(r,2,0)8, +7(r,0.0)&
en coordonnées sphériques.

Réponse.— En inversant les formules de I'exemple 3, on
trouve

i =cosp sinf & —sing &, +cosy cosl &
J =sing sinf & +cosp €, +sinp cosb e
k = cosf e, —sinf e
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D’ou
Reperes V - 37 + bj + CR
mof)iles . — . - -
= a(cosysinfe, —sinpe, + cosypcosbey)
+b(sin psin0€; + cospe, + sinpcoshep )
+c(cosfe; —sinfey)
= (acospsinf + bsinpsinfd + ccos)é;
+(bcosp — asinp) e,
+(acospcosf + bsin pcost — csinf) &
Ainsi

a(r,¢,0) = acospsin@ + bsinpsinf + ccosf
B(r,p,0) = bcosp — asiny
~(r,p,0) = acospcosf + bsinypcosf — csinf

avec X = r cosysinf, y =r sinpsinf et z=r cosf
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Champ radial, champ central

Définition.— Un champ de vecteurs V:UcR®— RS est
dit radial par rapport & un axe A c R3 si dans des
coordonnées cylindriques telle que Rk = Aila pour
expression _

V(p.p,2) = alp)e,
Un champ de vecteurs VU < R® — R3 est dit central par
rapport & un point O € R? si dans des coordonnées
sphériques ayant O pour centre, il a pour expression

V(r,p,0) = ane
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Exemples provenant de la
physique

e Le vecteur position est le champ vectoriel défini en tout
point (x, y, z) € R3 par

V(x,y,z) —(X,y,2)=xi+yj+zk.
Ses expressions en coordonnées cylindriques
Vip,p,2) =pcospi+psingj+zk=pé, +zk
et en coordonnées sphériques
\_/)(r,gp,ﬁ) = rcos<psin07+ rsin gosinef—l— rcosdk =rée,

s’obtiennent en utilisant les formuEs vues précédemment.
Elles montrent en particulier que V est un champ central.
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Exemples provenant de la
physique

e On a déja rencontré le champ gravitationnel engendré
par un corps de masse M :

GM
5(“9@70) :_rT er(ra%a)

ol G = 6,673 x 10~ m3/kg s? est la constante
gravitationnelle. Il s’agit d'un champ central. Un corps de
masse m situé a une distance r du corps la masse M est
alors soumis a la force gravitationnelle

GMm
F(r.e.0)=mG(r.e.0) = —= 5= &(r.¢.0)
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Exemples provenant de la
physique

e Le champ électrique engendré par une charge Q est le
champ central

Q
2

E(r,p,0) = —— & (r,¢.9),

1
4re
ou ¢ est la permittivité diélectrique du matériau sur lequel
agit le champ. Une charge q située a distance r de la
charge Q est alors soumise a la force de Coulomb

1 Qq .
F(r.e.0) = GE(r,0.0) = 525 6(r.¢.0)
7T€r
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Exercices
Enoncé.— Soit V :R2 — R2 e champ de vecteurs défini
par . _
Vixy)=—-yi+x]
Ecrire V en coordonnées polaires puis dessiner I'allure du
champ.

Réponse.— Il suffit d’utiliser les formules de passage
coordonnées cylindriques <—— coordonnées cartésiennes,
en posant z = 0. On obtient
Vipp) = —yi+x]
= —psing (cosp €, —sinp e, )
+pcosy (sing €, + cosp &)
= p ( —sinpcos
+cospsing) €, + p (sin?p + cos? p) €,
= pe,.
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Exercices

Enoncé.— Soit V : R* x [0,27[— R2 le champ de
vecteurs défini par

Vip,p) =€, +pe,

Justifier le choix du domaine de définition. Ecrire V en
coordonnées cartésiennes.

Réponse.— Le repére mobile polaire n’est pas défini en
lorigine, il faut donc p # 0. Quant a I'angle ¢, il suffit qu’il
décrive un intervalle de longueur 27.

Pour I'écriture en coordonnées cartésiennes, on s’appuie
sur les formules de passage coordonnées cylindriques «—
coordonnées cartésiennes, avec z = 0.
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On a .
_ Vix.y) = € +re,
Champ radial, - -
champ central = (COS wIl+ sin ) _/)

+p (—sing07+cos<p7>
= (cosgp—psingp>7
+<sin<p+pcosg0)

- ()7

—

+<\/Xg’+7+x>j.

-
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Enoncé.— Soit V :R3 — R3 e champ de vecteurs défini
par . . . .
Vx,y,z)=(z,y.x)=zi+yj+xk

; Z . 7 7 . . Z o .
e Ecrlrg V' en coordonnées cylindriques et sphériques puis
dessiner 'allure du champ.

Réponse.— En s’appuyant sur les formules de passage
coordonnées cylindriques «— coordonnées cartésiennes,

on obtient
Vip,p,2) = z(cosp g, —sing e )
+psing (smgp ep + cos ew)
+pcosp k

= (zcosp + psin®y) €,
—i—(—Zsincp—i—pcoszgo) e, + pcosy K.
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coordonnées sphériques «—— coordonnées cartésiennes,
on obtient
<~ — —
crampraca, VY (F9,0) = rcos (cospsinf € —sing €,

champ central + cospcost &)

+rsinpsinf (sincpsinH er
+cosy €, +sinpcosl € )
+rcospsing (cosf € —sinf &)

= r (cospsinfcosf + sin? psin? 6
+ cospsinf cosb) €
+r (—singcosf + sinpcos psinf) €,
+r (cosgocos2 6 + sin psin 6 cos 6
— cos psin®6) €

= r sinf(2cospcosf + sin? psin§) &
+r sing (—cosf + cospsinb) e,
—r (cosp(cos? § — sin? ) + sin? psin O cos ) €.
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Champ radial, z z
champ central
Atk
4:5/% e
z o NN X R
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Définition.— Une_) ligne de champ ou courbe intégrale d’un
champ vectoriel V : D c R” — R" (n = 2 ou 3) est une
courbe v : I < R — D telle que en tout pointte /on a:

Champ radial, —

champ central ')/(t) =V (V(t))

e Par conséquent,
t— () = (x(1), y(1), 2(1))

est une ligne de champ de V=ai+ b7+ ck siet

seulement si
X'(t) = a(x(t), y(t),z(1))
Vte I, y'(t) = b(x(t), y(t), z(1))
Z'(t) = c(x(1),y(y), 2(1))
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Champ scalaire

Définition.— Un champ scalaire est une application
¢:DcR"— R.

e Les mots « champ scalaire » et « fonction réelle de
plusieurs variables » sont donc synonymes. Lappellation
« champ scalaire » est souvent utilisée par les physiciens.

e Dans la pratique n = 2 ou 3. Si n = 3, on représente le
champ scalaire en dessinant ses surfaces de niveau

Sa(¢) = {(X,y,Z) e R? | ¢(vavz) = a}
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Exemples

« Dans R3, la distance depuis I'origine est le champ
scalaire défini par

d(x,y,2) =A/X2 +y2 + 22

En coordonnées sphériques I'expression de ce champ est
particulierement simple puisque d(r,¢,6) =r.

e L'évaluation d’'une coordonnée (ici la premiere
coordonnée cartesienne) est le champ scalaire de R® défini
par

m(X,y,2) =X
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Exemples
e Le potentiel gravitationnel engendré par une masse M
située en (0,0, 0) est le champ scalaire de R3\{O} défini par

GM
VX2 +y2+ 22

En coordonnées sphériques I'expression de ce champ est

particulierement simple puisque V(r,p,0) = —%.

V(x,y,z) = —

e Le potentiel électrostatique engendré par une charge Q
située en (0,0, 0), aussi appelé potentiel de Coulomb, est
le champ scalaire de R3\{O} défini par

1 Q

¢(Xayaz) = dreg /7X2+y2+22

En coordonnées sphériques I'expression de ce champ est

particulierement simple puisque ¢(r, ¢, 0) = 7= 2.
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Enoncé.— Décrire les surfaces de niveau des potentiels
gravitationnel V et de Coulomb ¢.

Réponse.— Pour tout a€ R*, on a

Champ

somtaite Sa(V) = {(r,@,9)| _emM _ }

|
—~
—~
a
s
=
~
I
|
J2
—— [\

Sal0) = {(re.0)] 759 -a}

|
—~
—~
=
s
)
S~—
=~
|
N
o
o
o
is)
——

Ces surfaces sont soit le vide, soit des sphéres centrées en
I'origine et dont le rayon dépend de a (attention au signe).
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Emmy Noether 1882-1935

e Mathématicienne allemande d’'une importance
considérable, a l'origine d’avancées majeures en algebre.

e Ses travaux en physique théorique conduisent a un
résultat "aussi important que la théorie de la relativité" (wiki)
qui porte désormais son nom : le théoréme de Noether.
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2 décembre 1915 - La relativité

Manuscrit d’Albert Einstein décrivant la Relativité Générale.
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2 décembre 1915 - La relativité
générale

En relativité générale, I'énergie n'est pas conservée !
Exemple : le redshift
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2 décembre 1915 - La relativité
générale

En relativité générale, I'énergie n'est pas conservée !
Exemple : le redshift
David Hilbert et Felix Klein font appel a Emmy Noether pour les aider a
comprendre ce paradoxe.
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« Un monument de la pensée
mathématique », A. Einstein

Théoréme de Noether

+C ® 0

Lexistence d’une famille continue de symétries implique la conservation
d’une grandeur physique
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« Un monument de la pensée
mathématique », A. Einstein

Théoréme de Noether

+ Z @ 0O

Existence d'une symétrie par translation => conservation de la quantité
de mouvement (plus exactement, de I'impulsion)
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« Un monument de la pensée
mathématique », A. Einstein

Théoréme de Noether

+C ® 0

Existence d’'une symétrie par rotation = conservation du moment
angulaire



CM1 -
Champs de
vecteurs

V. Borrelli

La pause
culture

« Un monument de la pensée
mathématique », A. Einstein

Théoréme de Noether

+ZC 80

Existence d’une symétrie temporelle = conservation de I'énergie



CM1 -
Champs de
vecteurs

V. Borrelli

La pause
culture

« Un monument de la pensée
mathématique », A. Einstein

Théoréme de Noether

+C ® 0

Existence d’une symétrie par changement de phase = conservation de
la charge électrique
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culture

Résolution d’'un paradoxe

L'énergie n’est pas conservée parce que I'Univers n’est pas invariant
dans le temps : il est en expansion (méme si ce fait ne sera pensé qu’'a
partir de 1927 par Georges Lemaitre)
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Hommage

« Fraulein Noether était le génie mathématique créatif le plus
considérable produit depuis que les femmes ont eu accés aux études
supérieures jusqu’a aujourd’hui. »

Albert Einstein au New York Times en 1935
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« Que penseront nos soldats quand ils reviendront a l'université et
verront qu’ils doivent apprendre aux pieds d’'une femme ? » (un membre
de la faculté de Goéttingen)

« Luniversité n’est pas un bain public ou I'on sépare les hommes des
femmes. » (David Hilbert)
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e En 1933, les Nazis retirent le droit d’enseigner aux
professeurs juifs. Noether poursuit son activité
mathématique chez elle.

e Fin 1933, elle est exfiltrée d’Allemagne grace a Albert
Einstein qui oeuvre pour lui obtenir un poste au Bryn Mawr
College (Pennsylvanie).

e Elle meurt d’'un cancer en 1935.
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ScienceClic

The Symmetries of the Universe
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PBS Space Time

NOETHER’S THEOREM

FOR EVERY CONTINUOUS SYMMETRY OF THE UNIVERSE,
THERE EXISTS A CONSERVED QUANTITY.

Noether's Theorem and the Symmetries of Reality
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Simon Whistler consacre une biographie a Emmy Noether




CM1 -
Champs de
vecteurs

V. Borrelli

La pause
culture

Your Daily Equation
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Brian Green (I'auteur de L'Univers élégant) explique le théoréme de
Noether
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Very Math Trip

TIME

The Weekly Newsmagazine

bbb datidiedadng

« Pour Einstein, elle était LE génie mathématique. Pourtant, qui connait
Emmy Noether ? », Manu Houdard
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Women of Mathematics

L LN©

THE REBEL WOMEN
OF MATHEMATICS
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