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Chapitre 1

Rappels de probabilité.

1.1 Feuille d’Exercices 1 : Rappels de probabilité.
Dans chacun des exercices suivants dites pour chacune des affirmations si

elle est vrai ou fausse et expliquer pourquoi.

Exercice 1.1.1. (Espaces mesurables) Soit Ω un ensemble. Les tribus et fonc-
tions ci dessous sont définies sur Ω.

1. Soit F1 et F2 deux tribus telle que F1 ⊂ F2 alors toute fonction F1

mesurable est F2 mesurable.
2. Soit F1 et F2 deux tribus et σ(F1,F2) la tribu engendrée par F1 et F2.

Alors pour tout A ∈ σ(F1,F2), A ∈ F1 ou A ∈ F2.
3. Soit X une variable aléatoire, σ(X) la tribu engendrée par X et f une

fonction continue R→ R. Alors f(X) est une fonction σ(X) mesurable.
4. Soit (fi)i∈N une suite de fonction F mesurables et f une fonction telle

que ∀ω ∈ Ω limi→∞ fi(ω) = f(ω). Alors f est F mesurable.

Exercice 1.1.2. (Espérance)
1. E(exp(X)) ≤ exp(E(X)).
2. L2(Ω) ⊂ L1(Ω) (ie : si E(|X|2) <∞ alors E(|X|) <∞).
3. E(lim inf Xn) ≤ lim inf E(Xn)

4. Si X > 0, alors P(X > 2) ≤ 1
2E(X).

Exercice 1.1.3. (Convergence)
1. Si Xn → X presque surement alors E(Xn)→ E(X).
2. Si Xn → X dans L2 alors E(Xn)→ E(X).
3. Si Xn → X en loi alors E(f(Xn)) → E(f(X)) pour tout f : R → R

continue.
4. Si Xn → X dans L1 alors Xn → X en probabilité.
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Exercice 1.1.4. (Indépendance)
1. Pour X, Y indépendants Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).
2. X et Y sont indépendants si et seulement si E(f(X)g(Y )) = E(f(X))E(g(Y ))

pour tout f, g mesurables et bornées.
3. Si X et Y sont indépendants, X et Z sont indépendants et Y et Z sont

indépendants. Alors X,Y, Z sont indépendants.
4. Soit (Xi)i∈N une suite de variables aléatoires iid tel que E(X1) = 0 et

E(X2
1 ) <∞. Alors limn→∞ E

(
( 1
n

∑n
i=1Xi)

2
)

= 0.

Exercice 1.1.5. (Lois aléatoires usuelles)
1. La somme de 3 variables de bernoulli indépendantes de paramêtre p

donne une loi binomiale B(3, p).
2. Soit (Xi)i∈N des variables de bernoulli iid. On définit T = inf{i : Xi = 1}

(ie : la première apparition d’un 1). Alors T suit une loi géométrique.
3. La somme de deux variables aléatoires gaussiennes est une variable aléa-

toire gaussienne.
4. La somme de deux variables aléatoires de Poisson indépendantes est une

variable aléatoire de Poisson.



Chapitre 2

l’espérance conditionnel

2.1 Introduction sur un exemple.
Soit 0 < t1 < t2 < tn−1 < 1 et on considère f une fonction constante

par morceaux sur les segments [ti, ti+1) (où on notera t0 = 0 et tn = 1). Soit
{s1, · · · , sl−1} ⊂ {t1, · · · , tn−1}, on souhaiterai approximer f par une fonction g
constante par morceaux sur les segments [si, si+1). On peut penser à un signal
où f est un sequençage à haute précision et que l’on veut se restreindre à un
signal plus grossier mais conservant à peu près les caractéristiques de f . On a
plusieur approche possible :

La première possibilité est de directement prendre la moyenne de f sur
chacun des segments [si, si+1)

g =
∑

bi1[si,si+1)

où bi = 1
|si+1−si|

∫ si+1

si
f(u)du.

Une deuxième approache plus formelle est de minimiser ‖f − g‖ pour une
certaine norme. La plus facile est de considérer la norme ‖.‖L2 :

‖f − g‖2L2 =

∫ 1

0

|f(u)− g(u)|2du

car c’est un espace de Hilbert. il se trouve que pour ce choix ci la solution
obtenue est la même que précédemment. En effet on on peut vérifier en écrivant
aussi g =

∑
bi1[si,si+1), le minimum est atteind lorsque

0 =
d

dbi
‖f − g‖2L2 = 2

∫ si+1

si

f(u)− bidu

et donc (si+1 − si)bi =
∫ si+1

si
f(u)du.

Une troisième approache est d’aspect un peu pratique. Plutôt que voir f
comme une fonction on peut la voir plutôt comme une forme linéaire (une dis-
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tribution) sur un ensemble des fonction

〈f, h〉 =

∫ 1

0

f(u)h(u)du

On peut penser que si f est un signal, les 〈f, h〉 sont les informations que l’on
souhaite extraire du signal. Si les h considérés sont tous grossiers : constante par
morceaux sur les segments [si, si+1), il est inutile de conserver tout le sequençage
de haute précision. On introduira plutôt g également constante par morceau
[si, si+1) qui agit de la même manière que f :

〈g, h〉 = 〈f, h〉

pour tout h. Cette troisième définition de g donne encore la même fonction que
précédemment. En effet on peut vérifier pour h = 1[si,si+1)

〈g, h〉 =

∫ si+1

si

bidu =

∫ si+1

si

f(u)du = 〈f, h〉

Cet exemple illustre les différentes points de vu de considérer l’espérance condi-
tionnelle que nous voyons maintenant.

2.2 Espérance conditionnel
2.2.0.1 Quelques rappel sur les espaces mesurables.

Soit Ω un ensemble. F est une tribue sur Ω si F ⊂ P(Ω) avec F stable par
unions, intersections dénombrable et complémentaire (σ-algèbre).

Exemple 2.2.1. Si B est une tribu fini de Ω alors il existe une partition Ω =
A1 ∪ · · · ∪ Ak des “atomes” de la tribu tel que pour tout B ∈ B, il existe
I ⊂ {1, . . . , k}

B = ∪i∈IAi.
Définition 2.2.2. Soit deux tribu F et G sur Ω, on dit queF est plus fine que
G et reciproquement que G est plus grossière que F ssi G ⊂ F . On dit aussi que
G est une sous tribu de F .
Définition 2.2.3. Soit (Ω1,F1), (Ω2,F2) deux espaces mesurable. Une fonction
f : Ω1 → Ω2 est dite mesurable si pour tout A ∈ F2 on a f−1(A) ∈ F1.
Remarque si F ′1 est plus fine que F1, respectivement F ′2 plus grossière que F2

alors f est également mesurable pour (Ω1,F
′

1), (Ω2,F
′

2).

On supposera toujours que R est muni de la tribu borélienne. Dans ce cas
f : Ω→ R est mesurable ssi f−1([a,∞)) ∈ F pour tout a ∈ R.
Remarque 2.2.4. Pour (Ω2,F2) un espaces mesurable, une fonction f : Ω1 → Ω2

génère une tribu sur Ω1 via {f−1(A) : A ∈ F2}.
Remarque 2.2.5. L’ensemble des fonctions F mesurable est un R espace vectoriel
et si G ⊂ F alors les fonctions G mesurables forment un sous espace vectoriel.

Proposition 2.2.6. L’ensemble de fonctions L2(Ω,F , µ) est un espace de Hil-
bert avec le produit scalaire 〈X,Y 〉 = E(XY ).
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2.2.0.2 Définitions de l’espérance conditionnel.

Définition 2.2.7. Soit X ∈ L1(Ω,F , µ) et soit B ⊂ F une sous tribu
1. Si B est une tribu fini, on pose

E(X|B) :=
∑

A atomes de Ω

1A.bA, bA :=

{
1

µ(A)E(1AX) si µ(A) 6= 0

0 sinon.

2. Si X ∈ L2(Ω,F , µ), on pose

E(X|B) := πL2(Ω,B,µ)(X)

où πL2(Ω,B,µ) est la projection orthogonal (pour le produit scalaire de
L2(Ω,F , µ)) sur L2(Ω,B, µ).

3. On définit E(X|B) comme l’unique fonction de L1(Ω,G, µ) tel que

E(ZX) = E(ZE(X|B))

pour toute fonction Z G-mesurable bornée. Ou de manière equivalente
comme l’unique fonction de L1(Ω,G, µ) tel que

4.
E(1AX) = E(1AE(X|B))

pour tout A ∈ G.

La première définition est très intuitive : une espérance conditionnelle consiste
simplement à moyenner la fonction sur des petits sous espaces. On peut conjec-
turer que les propriétés que l’on connait sur la moyenne se généralisent à l’es-
pérance conditionnelle.

La deuxième définition donne un autre point de vu aussi très intéressant :
l’espérance conditionnelle est une application linéaire, mieux une projection !
Ceci nous permet aussi de deviner certaine de ces propriétés.

La troisième définition est plus formelle et moins transparante. Cependant
c’est la plus générale et c’est donc elle que l’on doit utiliser pour les démonstra-
tions.

Montrons que ces trois définitions sont bien équivalentes (sur leur domaine
de définition).

Démonstration. 1⇔2 : Soit X ∈ L2(Ω,F , µ) et B une tribu fini. La variable
πL2(Ω,B,µ)(X) =: π(X) est la fonction B mesurable qui minimise ‖X−Y ‖2L2 sur
toutes les fonctions B mesurable Y =

∑
A atome de Ω 1AbA. On a donc π(X) =

et En dérivant

d

dbA
‖X − Y ‖2L2 =

d

dbA

∑
A′ atome de Ω

∫
A′

(X − bA′)2dµ = 2

∫
A

(X − b)dµ = 0

et donc bAµ(A) =
∫
A
Xdµ = E(1AX).
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3⇔2 Soit X ∈ L2(Ω,F , µ), on a X = π(X)+(X−π(X)) où par définition de
la projection orthogonal (X − π(X)) ⊥ L2(Ω,B, µ). Soit Z B mesurable borné.
Alors E((X − π(X))Z) = 0 et on a

E(XZ) = E(π(X)Z) + E((X − π(X))Z) = E(π(X)Z)

ce qui redonne bien la définition 2. Le sens 3⇒2 se déduit alors de l’unicité.

Exercice 2.2.8. En utilisant les trois définitions, montrer que pour B = {∅,Ω}
la tribu grossière pour tout X ∈ L1(Ω,F , µ) on a

E(X|B) = E(X)1Ω

(la fonction constante égale E(X)).

Solution 2.2.9. C’est immédiat en utilisant la première définition : E(X|B) =
1

µ(Ω)E(X1Ω)1Ω = E(X)1Ω puisque µ(Ω) = 1. Pour la deuxième puisque E(X|B)

est B mesurable, E(X|B) = b1Ω. On cherche b qui minimise E((X − b1Ω)2). Il
suffit de dériver : d

dbE((X − b1Ω)2) = 2E(X − b1Ω) = 0 soit E(X) = bE(1Ω) =
b. Enfin pour la troisième définition. On a encore E(X|B) = b1Ω et E(X) =
E(1ΩX) = E(1ΩE(X|B)) = E(b1Ω) = b car Ω ∈ B.

On montre maintenant que la troisième définition est valide : que l’on a bien
existence et unicité.

Démonstration. Unicité : Soit Y1 et Y2 deux fonction B mesurable qui satisfont
la définition 3. On pose A+ := {Y1 > Y2} et A− := {Y2 > Y1}, puisque Y1 et Y2

sont B mesurable, A+, A− ∈ B. Alors

E(1A+
(Y1 − Y2)) = E(1A+

Y1)− E(1A+
Y2)) = E(1A+

X))− E(1A+
X)) = 0.

Mais de plus par construction 1A+
(Y1 − Y2) ≥ 0. Conclusion 1A+

(Y1 − Y2) = 0
p.s et donc 1A+

= 0 p.s. On réalise le même raisonnement pour A− et on obtient
1A− = 0 p.s. Pour {Y1 6= Y2} = A+ ∪A− est bien de mesure nulle.

Pour l’existence on va d’abord montrer la proposition suivante

Proposition 2.2.10. Soit X,X ′ ∈ L1(Ω,F , µ). Si X ≤ X ′ alors E(X|B) ≤
E(X ′|B) p.s.

Ceci semble évident lorsque l’on pense à la définition utilisant la moyenne
avec B fini. Donc montrons la dans le cas général.

Démonstration. On pose A+ = {E(X|B) > E(X ′|B)}. Puisque E(X|B),E(X ′|B)
sont B mesurable, A+ ∈ B. Donc

0 ≤ E((X ′ −X)1A+
) = E((E(X ′|B)− E(X|B))1A+

)

mais puisque (E(X ′|B)−E(X|B))1A+
≤ 0, on a alors (E(X ′|B)−E(X|B))1A+

=
0 p.s soit 1A+

= 0 p.s. et donc E(X|B) ≤ E(X ′|B) p.s.
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On montre maintenant l’existence pour la définition 3.

Démonstration. Soit X ∈ L1(Ω,F , µ) positif, considérons la suite de variables
aléatoires X ∧ n . On a alors X ∧ n → X monotone croissant et X ∧ n ∈
L2(Ω,F , µ) pour tout n. π(X ∧ n) est donc bien définit et par la proposition
2.0.10, π(X ∧ n) est monontone croissant. Il exisite donc Y∞ tel que π(X ∧
n)→ Y∞. Tout d’abord pour tout n, π(X ∧ n) est B mesurable donc Y∞ est B
mesurable comme limite de fonction B mesurable. Soit A ∈ B. Alors pour tout
n

E(1A(X ∧ n)) = E(1Aπ(X ∧ n))

par convergence monotone on a E(1A(X ∧ n))→ E(1AX) et E(1Aπ(X ∧ n))→
E(1AY∞). Conclusion pour tout A ∈ B, E(1AY∞) = E(1AX), et on peut donc
poser E(X|B) = Y∞.

2.3 Quelques propriétés de l’espérance condition-
nelle.

L’espérance conditionnelle est la notion de base pour les martingales. Ici on
présente quelques propriétés qui nous seront très utiles dans la suite.

Proposition 2.3.1. Si X est B mesurable, alors E(X|B) = X

1. X → E(X|B) est une application linéaire.
2. E(E(X|B)) = E(X)

3. Si X ≥ 0, alors E(X|B) ≥ 0 p.s
4. |E(X|B)| ≤ E(|X||B) p.s

Démonstration. Preuve : Trivialement X est B mesurable est pour tout Z B
mesurable E(XZ) = E(XZ) X satisfait donc bien les conditions de E(X|B).

Soit X1, X2 ∈ L1(Ω,F ,B) et λ, µ ∈ R. Alors λE(X|B) + µE(X2|B) est bien
B mesurable car E(X2|B) et E(X1|B) sont B mesurable. De plus pour tout Z B
mesurable on a

E((λX1 + µX2)Z) = λE(X1Z) + µE(X2Z)

= λE(E(X1|B)Z) + µE(E(X2|B)Z)

= E(Z(λE(X|B) + µE(X2|B)))

Donc par unicité E((λX1 + µX2)|B) = λE(X|B) + µE(X2|B).
Ω est évidemment B mesurable donc E(X) = E(1ΩX) = E(1ΩE(X|B)) =

E(E(X|B)).
C’est un cas particulier de la proposition 2.0.10 avec X ′ = 0.
On écrit X = X+−X− où X+ = 1X≥0X et X− = −1X<0X. |X| = X+ +X−

et E(X+|B), E(X−|B) sont positif p.s. On a alors

|E(X|B)| = |E(X+|B)− E(X−|B)| ≤ E(X+|B) + E(X−|B) = E(|X+||B)
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Proposition 2.3.2. Si Y est B mesurable et XY ∈ L1(Ω,F , µ), alors

E(XY |B) = Y E(X|B)

Démonstration. Y,E(X|B) sont B mesurable donc Y E(X|B) aussi. Soit Z, B
mesurable, alors

E(XY Z) = E(E(X|B)Y Z)

car Y Z est B mesurable. Par unicité on a donc E(XY |B) = Y E(X|B).

Proposition 2.3.3. (Concatenation)
Si B1 ⊂ B2 ⊂ F alors E(E(X|B2)|B1) = E(X|B1).

Démonstration. E(X|B1) est bien B1 mesurable. Soit Z B1 mesurable,

E(E(X|B2)Z) = E(XZ) = E(E(X|B1)Z)

on peut alors conclure par unicité.

Proposition 2.3.4. :Jensen
Soit X ∈ L1 et soit f : R→ R convex alors

E(f(X)|B) ≥ f(E(X|B))

Démonstration. On utilise le fait qu’une fonction convexe peut s’exprimer comme
le maximum de fonction affines. On pose

Ef = {(a, b) ∈ Q : ∀t : f(t) ≥ at+ b}

et alors
f(x) = sup

(a,b)∈Ef
ax+ b.

En effet pour tout (a, b) ∈ Ef ax + b ≤ f(x) et le cas d’égalité est atteind lors
de la tangeante à f au point x. Alors

E(f(X)|B) = E( sup
(a,b)∈Ef

aX + b|B)

≥ sup
(a,b)∈Ef

aE(X|B) + b

= f(E(X|B))

Proposition 2.3.5. Convergence :

1. Si Xn monotone croissant converge vers X alors E(Xn|B) est monotone
croissant et converge vers E(X|B).

2. Si Xn est une suite positive alors lim inf E(Xn|B) ≥ E(lim inf Xn|B)

3. Si |Xn| ≤ Y avec Y ∈ L1(Ω,F , µ) et Xn → X p.s alors E(Xn|B) →
E(X|B).
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2.3.0.1 Independance

Définition 2.3.6. Deux tribus B1,B2 sont indépendantes si pour tout A1 ∈ B1,
A2 ∈ B2 on a µ(A1 ∩ A2) = µ(A1)µ(A2) (ou E(1A11A2) = E(1A1)E(1A2)). (def
equivalente : pour tout Z1B1 mesurable et Z2 B2 mesurable on E(Z1Z2) =
E(Z1)E(Z2).

Remarquer que si X1 est B1 mesurable et X2 est B2 mesurable alors X1, X2

sont indépendantes.

Proposition 2.3.7. Soit X ∈ L1(Ω, σ(B1,B2), µ) si X est B1 mesurable alors
E(X|B2) = E(X) p.s

Démonstration. Soit Z B2 mesurable alors E(ZX) = E(Z)E(X) = E(ZE(X)).

2.4 Feuille d’exercice 2 : Espérance conditionnelle
Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou

non et justifier pourquoi.

Exercice 2.4.1. Soit X, Y deux variables alétoires quelconques alors :
— 3X4 + 2 est σ(X) mesurable.
— σ(X) ⊂ σ(X2).
— Y est σ(Y 3) mesurable.
— σ(X + Y,X − Y ) = σ(X,Y ).

Exercice 2.4.2. On pose f(x) = |x| − 1 pour x ∈ [−1, 1], F est la tribu boré-
lienne sur [−1, 1] avec la mesure µ(dx) = 1

2dx et B = σ([ k13 ,
k+1
13 )k∈[−13,12]∩Z).

On note g = E(f |B) :
— E(g) = −1/2.
— g est négatif.
— inf g ≥ −1.
— g est continue sur [−1, 1].

Exercice 2.4.3. Soit les tribus B′ ⊂ B ⊂ F .
— Soit Z bornée et B mesurable et (Xn)n∈N ∈ L1(Ω,F , µ).. Si Xn → Y p.s.

alors E(E(Xn|B)Z)→ E(E(Y |B)Z) p.s.
— E(E(X|B′)|B) = E(X|B′).
— Si X ∈ L2(Ω,F , µ) et Y ∈ L2(Ω,B, µ) alors E((X−E(X|B))2) ≤ E((X−

Y )2).
— Si X ≥ ε > 0 et Y est B mesurable. Alors E( YX |B) ≥ Y

E(X|B) .

Exercice 2.4.4. Soit B1 et B2 deux tribus indépendantes.
— Si X est B1 mesurable alors E(X|B2) = E(X) p.s.
— Si X est à la fois B1 mesurable et B2 mesurable. Alors X est constante.
— Pour tout Z σ(B1,B2) mesurable on a E(Z2) = E(E(Z|B1)2)+E(E(Z|B2)2).
— Si E(X|B2) = E(X) p.s. alors X est indépendant de B2.



Chapitre 3

Les Martingales discrètes

3.1 Definition de martingales/surmartingales/sousmartingales
Définition 3.1.1. On appelle une filtration une chaine emboité de tribu : F0 ⊂
F1 ⊂ · · · ⊂ Fn ⊂ · · · .

Définition 3.1.2. On dit qu’un processus Xn est adapté si pour tout n, Xn

est Fn mesurable.

Exemple 3.1.3. On peut penser aux exemples suivants
1. Fn = {[k2−n, (k + 1)2−n), 0 ≤ k ≤ 2n} est une filtration
2. Les pavages emboités forment une filtration.
3. Soit Xi des variables aléatoires et Fn = σ(X1, · · · , Xn) est une filtration.
4. De manière trivial Xn est adapté pour la filtration Fn = σ(X1, · · · , Xn).
5. Dans ce cas Sn =

∑n
i=1Xi est aussi adapté pour Fn = σ(X1, · · · , Xn)

Définition 3.1.4. (Martingale) Soit F0 ⊂ F1 ⊂ · · · Fn ⊂ · · · une filtration.
On dit que Mn est une martingale si c’est un processus adapté, pour tout n,
E(|Mn|) <∞ et que pour tout m ≤ n

E(Mn|Fm) = Mm

que c’est une sous martigale si pour tout m ≤ n

E(Mn|Fm) ≥Mm

et surmartingale si pour tout m ≤ n

E(Mn|Fm) ≤Mm.

Exemple 3.1.5. SoitXi des variable iid avec E(|Xi|) <∞. Alors Sn =
∑n
i=1Xi

est -une martingale ssi E(X) = 0, une sousmartingale siE(X) ≥ 0 une surmar-
tingale si E(X) ≤ 0.

Une martingale fermé : soit F0 ⊂ · · · ⊂ F∞ et soit X F∞ mesurable,
E(|X|) <∞. Alors Xn = E(X|Fn) est une martingale.

15
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Remarque 3.1.6. Si Mn est une (sous/sur-)martingale et X F0 mesurable alors
Mn +X est une (sous/sur-)martingale.

Exemple : Les moyennes sur les sous segments.
Utilisation de Jensen :

Proposition 3.1.7. Si Mn est une martingale et f une fonction convexe. alors
f(Mn) est une sous martingale

Si Mn est sous-martingale et f une fonction convexe et croissante alors
f(Mn) est une sous martingale

Exemple :

Exemple 3.1.8. Le carré d’une martingale est une sous martingale, la va-
leur absolue d’une martingale est une sous martingale, l’exponentiel d’une sous-
martingale est une sous-martingale.

3.2 Lemme martingale et les temps d’arrets
Lemme 3.2.1. (Fondamental) Si Hn est Fn−1 mesurable (un processus prévi-
sible), borné. Soit Mn un processus adapté. On définit

(H ·M)n :=

n∑
k=1

Hk(Mk −Mk−1)

Alors si Mn est une martingale alors (H ·M) est une martingale
Si Mn est une sous martingale et H ≥ 0 alors (H ·M) est une sous martin-

gale.

Démonstration. Dans le cas d’une martigale on a

E(

n∑
k=1

Hk(Mk −Mk−1)|Fn−1) =

n−1∑
k=1

Hk(Mk −Mk−1) + E(Hn(Mn −Mn−1)|Fn−1)

= (H ·M)n−1 +HnE((Mn −Mn−1)|Fn−1)

= (H ·M)n−1.

Dans le cas d’une sousmartingale et avec H ≥ 0, il suffit de remplacer la dernière
égalité par ≥ (H ·M)n−1.

Le Lemme précédent est assez extraordinaire : a partir d’une martingale :
on peut contruire un très grand nombre d’autre martingale. Dans énormement
de cas pour résoudre un problème avec des Martingale, il suffit de considérer le
bon processus prévisible H et d’utiliser le lemme.

Il a aussi une interprétation très naturelle. Supposer que vous jouiez à un jeu
de hasard (pile ou face, roulette, dès,· · · ) et qu’à chaque tour vous misiez une
certaine quantité d’argent. Supposons en plus que les règles du jeu soit équilibré
et que Alors quelque soit votre statégie, c’est à dire la somme d’argent que vous
misez à chaque tour, le jeu reste équilibré et en moyenne vous ne gagner ni ne
perder rien.



CHAPITRE 3. LES MARTINGALES DISCRÈTES 17

Définition 3.2.2. (temps d’arret)
Soit F0 ⊂ · · · ⊂ Fn ⊂ . . . une filtration, et T : Ω→ N∪{∞}. T est un temps

d’arret si pour tout n, {T = n} ∈ Fn

Exemple de temps d’arret.

Exemple 3.2.3. Le temps d’arret constant, {T = n} ∈ {∅,Ω}

Exemple 3.2.4. Soit A ⊂ R mesurable et Xn un processus adapté alors T :=
inf{n : Xn ∈ A} est un temps d’arret. En effet {T = n} = ∩∀k<n{Xk /∈
A}∩{Xn ∈ A}. Par contre le maximum n’est en générale pas un temps d’arret.

Proposition 3.2.5. On a
1. S ∧ T est un temps d’arret
2. S ∨ T est un temps d’arret
3. maxSi est un temps d’arret, inf Si est un temps d’arret

Démonstration. {T ∧ S ≤ n} = {S ≤ n} ∪ {T ≤ n} ∈ Fn. {T ∨ S ≤ n} = {S ≤
n} ∩ {T ≤ n} ∈ Fn. Pareillement {maxSi ≤ n} = ∩{Si ≤ n} et {inf Si ≤ n} =
∪{Si ≤ n}

Exemple

Définition 3.2.6. On définit la tribu FT associé au temps d’arret T par FT :=
{A ∈ F∞ : ∀n,A ∩ {T = n} ∈ Fn}.

On verifie que c’est bien une tribu : En effet Ω ∪ {T = n} = {T = n} ∈ Fn,

∪i∈IAi ∩ {T = n} = ∪i∈I(Ai ∩ {T = n}) ∈ Fn

and Ac ∩ {T = n} = {T = n} ∩ (A ∩ {T = n})c ∈ Fn. Donc stable par union
dénombrable et complémentaire.

Interprétation c’est la tribu qui contient l’information de ce qui s’est passé
avant le temps d’arret.

Proposition 3.2.7. Soit deux temps d’arret S et T tel que S ≤ T alors FS ⊂
FT .

Proposition 3.2.8. Soit Xn un processus adapté. On définit

XT =

{
Xn si T = n

0 si T =∞

Alors XT est FT mesurable.

Lemme 3.2.9. Si Mn est une martingale (resp. sous martingale) alors Mn∧T
est une martingale (resp. sous martingale)
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Démonstration. On choisit le processus prévisible suivant

Hn = 1n≤T

En effet Hn = 0⇔ T ≤ n− 1 est donc bien Fn−1 mesurable. Alors

(H ·M)n =

n∑
k=1

1k≤T (Mk −Mk−1) =

n∧T∑
k=1

(Mk −Mk−1) = MT∧n −M0

est une martingale. Puisque M0 est F0 mesurable, MT∧n = (H ·M)n +M0 est
bien une martingale on en deduit le théorème de l’arret.

On peut alors en déduire le théorème suivant.

Théorème 3.2.10. Soit T est un temps d’arret tel qu’il existe N ∈ N avec
T ≤ N p.s. Si (Mn) est une martingale alors

E(MT ) = M0

Si Mn est une sousmartingale alors

E(MT ) ≥M0.

Démonstration. On a

E(MT ) = E(MT∧N ) = (≥)E(MT∧0) = E(M0)

où on a utiliser que Mn∧T est une martingale (ou sousmartingale.)

3.3 Feuille d’exercice 3 : Martingales discrètes et
temps d’arret

Pour chacun des exercices dites si les affirmations sont correctes ou non et
justifier.

Exercice 3.3.1. Soit Xn des variables iid telles que E(X1) = 0, et on pose Fn =
σ((Xk)k≤n) la filtration canonique associé à Xn. Dans ce qui suit martingales,
surmartingales ou sousmartingales sont sous entendus pour la filtration (Fn)n∈N.

— An =
∑n
k=1 3Xk est une martingale.

— Bn =
∑n+1
k=2 kXk est une martingale.

— Cn =
∑n
k=1 k

2Xk − 3n est une sousmartingale.
— Dn = (An)4 est une sousmartingale.

Exercice 3.3.2. Soit Fn une filtration et Gn un processus adapté.
— T1 = min(k ∈ N|Gk > 1) est un temps d’arret.
— T2 = min(k > T1|Gk < 0) est un temps d’arret.
— T3 = max(k ∈ N|Gk = 0) est un temps d’arret.
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— T4 =

{
0 si G0 ≤ 0

4 sinon
est un temps d’arret.

(temps d’arret évidement sous entendu pour Fn.)

Exercice 3.3.3. Soit Fn une filtration et (Mn)n∈N une martingale et (Nn)n∈N
une sousmartingale , soit Rn et Pn des processus predictibles positifs.

— An =
∑n
k=1(Mk −Mk−1)Mk est une martingale.

— Bn =
∑n
k=1(Mk −Mk−1)Mk−1 est une martingale.

— Cn = −
∑n
k=1(Nk −Nk−1)2Rk est une sousmartingale.

— Dn =
∑n
k=1(Nk −Nk−1)(

∑k
i=1 Pi) est une sousmartingale.

Exercice 3.3.4. Soit Fn une filtration, (Mn)n∈N une martingale avec M0 = 2
p.s. et T un temps d’arret fini p.s.

— E(Mn∧T ) = 2
— E(MT ) = 2
— Si ∃C > 0,∀n ∈ N,|Mn| < C p.s, alors E(MT ) = 2
— Si ∃C > 0,∀n ∈ N,E(|Mn|) < C alors E(MT ) = 2

Exercice 3.3.5. Soit Xn une suite de variables aléatoires iid tel que P(X1 =
−1) = p et P(X1 = 1) = 1 − p avec p > 1/2 et Fn la filtration canonique pour
(Xn)n∈N :

— An =
∑n
k=1Xk est une martingale

— Bn = 10 +
∑n
k=1Xk + (2p− 1)n est une martingale

— Soit T = inf[k ∈ N, Ak = −10]. Alors T <∞ p.s.
— E(T ) = 10

2p−1



Chapitre 4

Convergences de martingales

4.1 Convergence presque sure.
Proposition 4.1.1. Nombre de montés de Doob.

(b− a)E(Na,b) ≤ E((Mn − a)+)− E((M0 − a)+)

Démonstration. On définit une suite de temps d’arret. Ti et Si Si = inf{k ≥
Ti−1 : Mk ≤ a} et Ti := inf{k ≥ Si : Mk ≥ b}. On vérifie que ce sont des temps
d’arret : On a {Ti = n} = ∪l≤n{Si−1 = l} ∩ {Mn ≥ k} ∩l≤m<n {Mm < k} ce
qui permet de conclure par récurrence immédiate. Et on définit le processus

Hn =
∑
i

1Si<n≤Ti

C’est un processus prévisible : en effet 1Si<n≤Ti = 0⇔ {Ti > n− 1}∪{Si ≥
n− 1} ∈ Fn−1.

Puisque ()+ est convexe, M̃ = (Mn − a)+ est une sousmartingale. Donc

(H · M̃)n =
∑
i

1Si<k≤Ti(M̃k − M̃k−1)

=
∑
i,Ti≤n

(M̃Ti − M̃Si)

=
∑

i≤Na,b

(M̃Ti − M̃Si)

≥ (b− a)Na,b

Donc

(b− a)E(Na,b) ≤ E((H · M̃)n) ≤ E((1 · M̃)n) = E((Mn − a)+)− E((M0 − a)+)

20
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Consequense : si E((Mn−a)+) ≤ C <∞ il y a en moyenne au plus E(Na,b) ≤
C

(b−a) .
Si l’espérance de E((Mn − a)+) est borné uniformément pour tout n, le

nombre d’aller retour entre a et b est alors fini presque surement.

Théorème 4.1.2. Théorème convergence presque sur.
Si E((Mn)+) ≤ C <∞ pour tout n. Alors Mn converge presque surement.

Lemme 4.1.3. Si pour tout a, b ∈ Q,Na,b <∞ alors il existe l tel que un → l.

Preuve : Pour tout a ≤ b, au bout d’un certain temps : un ≥ a ou un ≤ b.
On b∞ = inf b comme précédemment et a∞ = sup a comme précédemment.

4.2 Convergence Lp

Proposition 4.2.1. Inégalité maximale de Doob. Soit Mn une sousmartingale
et a ≥ 0. Alors

aP(∃k ≤ n : Mk ≥ a) ≤ E(Mn1supk≤nMk≥a) ≤ E((Mn)+)

Démonstration. On introduit T = inf{k : Mk ≥ a}. Alors

aP(∃k ≤ n : Mk ≥ a) ≤ E(MT 1T≤n)

Exercice 4.2.2. Soit Mn une sousmartingale et S, T deux temps d’arret. Si
S ≤ T alors E(MS) ≤ E(MT ).

En effet on choisit le processus prévisible Hn = 1S<n≤T alors on a

MT = MS + (H ·M)

En particulier 0 = E((H ·M)0) ≤ E(H ·M)
Dans la suite, nous notons M̃n = supk≤nMk.

Proposition 4.2.3. Comparaisons martingale/maximum de martingale. Soit
p > 1,

1. Soit une sous martingale positive, alors

E(M̃p
n) ≤

(
p

p− 1

)p
E(Mp

n).

2. Soit Mn uue martingale, alors

E( ˜|Mn|p) ≤
(

p

p− 1

)p
E(|Mn|p).

Théorème 4.2.4. Théorème de convergence dans Lp. Soit p > 1.
1. SoitMn une sousmartingale positive tel que ∃C > 0, pour tout n E(Mp

n) ≤
C alors il existe M∞ tel que Mn →M∞ p.s. et dans Lp.

2. Soit Mn une martingale tel que ∃C > 0, pour tout n E(|Mn|p) ≤ C alors
il existe M∞ tel que Mn →M∞ p.s. et dans Lp.
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4.3 Convergence L1

Définition 4.3.1. On dit que Mn est une martingale fermée si il existe Z,
E(|Z|) <∞ tel que Mn = E(Z|Fn).

Théorème 4.3.2. Soit Mn une martingale. On a équivalence entre
1. Mn converge p.s. et dans L1.
2. Mn est une martingale fermée.

Démonstration. Supposons que Mn → M∞ p.s. et dans L1. Soit A ∈ Fn alors
pour tout m ≥ n

E(1AMm) = E(1AE(Mm|Fn)) = E(1AMn)

et donc puisque l’on a convergence dans L1

lim
m→∞

E(1AMm) = E(1AM∞)

soit E(1AM∞) = E(1AMn) de plus Mn est bien Fn mesurable. Par unicité de
l’espérance conditionnelle E(M∞|Fn) = Mn.

Supposons maintenant que Mn soit une martingale fermée. Soit ε > 0, il
existe C > 0 tel que E(|Z|1|Z|>C) ≤ ε. On pose M (1)

n = E(|Z|1|Z|≤C |Fn) et
M

(2)
n = E(|Z|1|Z|>C |Fn). On a Mn = M

(1)
n + M

(2)
n . Ainsi que |M (1)

n | ≤ C et
E(|M (2)

n |) ≤ ε. AlorsM (1)
n est une martingale uniformement borné, elle converge

donc p.s. De plus par |M (1)
n | ≤ C et convergence dominé alors M (1)

n converge
dans L1. Il existe donc N tel que pour tout n,m ≥ N , E(|M (1)

n −M (1)
m |) < ε et

donc

E(|Mn −Mm|) ≤ E(|M (1)
n −M (1)

m |) + E(|M (2)
n |) + E(|M (2)

m |) < 3ε.

Ainsi Mn est une suite de Cauchy dans L1 et donc converge dans L1. Puisque
pour tout n, E(|Mn|) ≤ E(|Z|), on a également la convergence p.s.

Exemple 4.3.3. Soit f ∈ L1([0, 1]). Considérons

fn(t) =

2n∑
k=1

1[ k−1
2n , k2n )(t)2

n

∫ k
2n

k−1
2n

f(s)ds.

Alors fn converge vers f p.s. sur [0, 1] et dans L1.

4.4 Le Théorème centrale limite pour les martin-
gales

Rappel pour le théorème centrale limite classique. On a Sn =
∑n
i=1Xi avec

Xi des variables iid integrables tel que E(X1) = 0 et E(X2
i ) = σ2. Alors on a la

convergence en loi
Sn
σ
√
n
→ N (0, 1)
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ou N (0, 1) est la loi gaussienne.

Démonstration. Soit α ∈ R alors

E(e
i α
σ
√
n
Sn) = E(e

∑n
j=1 i

α
σ
√
n
Xj )

=
[
E(e

i α
σ
√
n
X1)
]n

=

[
1 + i

α

σ
√
n
E(X1)− α2

σ2n
E(X1) + o(

α2

n
)

]n
=

[
1− α2

n
+ o(

α2

n
)

]n
= exp(−α2 + o(1))

qui est la fonction caractéristique de la loi gaussienne N (0, 1) .

Remarquer que Sn est une martingale particulière. On va maintenant adapter
ce théorème à un ensemble de martingale plus générale.

Théorème 4.4.1. Soit Mn une martingale, M0 = 0 tel que
1. Il existe C > 0 tel que pour tout n, |Mn+1 −Mn| < C,

2. 1
N

∑N−1
n=0 E((Mn+1 −Mn)2|Fn)→ σ2 p.s. pour N →∞.

Alors
MN

σ
√
N
→ N (0, 1)

pour N →∞.

Démonstration. Soit α ∈ R,on cherche à calculer E(e
iα

MN
σ
√
N ) pour cela on intro-

duit Fn un processus prévisible tel que eiα
Mn
σ
√
N
−Fn soit une martingale. Construi-

sons ce Fn, on a

E(e
iα Mn
σ
√
N
−Fn |Fn−1) = e

iα
Mn−1

σ
√
N
−Fn−1

soit
E(e

iα
Mn−Mn−1

σ
√
N |Fn−1) = eFn−Fn−1

alors

1 +
iα

σ
√
N

E(Mn−Mn−1|Fn−1)− α2

σ2N
E((Mn−Mn−1)2|Fn) + o(

1

n
) = eFn−Fn−1

Puisque Mn est une martingale E(Mn −Mn−1|Fn−1) = 0 et donc

Fn − Fn−1 = − α2

σ2N
E((Mn −Mn−1)2|Fn) + o(

1

N
)
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Ainsi

FN =

N∑
n=1

(Fn−Fn−1) =

N∑
n=1

− α2

σ2N
E((Mn−Mn−1)2|Fn) + o(

1

N
) = −α2 + o(1)

Conclusion

1 = E
(
e
iα

M0
σ
√
N
−F0

)
= E

(
e
iα

MN
σ
√
N
−FN

)
= E

(
e
iα

MN
σ
√
N

+o(1)
)
eα

2

Et on peut conclure E
(
e
iα

MN
σ
√
N

)
= e−α

2+o(1) qui est bien la fonction caractéris-
tique de la loi gaussienne N (0, 1).



Chapitre 5

Introduction aux chaine de
Markov sur un ensemble
discret

5.1 Définition des chaine de Markov
On peut décrire une chaine de Markov comme un processus aléatoire qui ne

dépend pas du passé.

Définition 5.1.1. Soit E un ensemble dénombrable. On définit une matrice
stochastique Q : E × E → [0, 1] tel que pour tout x ∈ E,

∑
y∈E Q(x, y) = 1.

Définition 5.1.2. Une chaine de Markov associée à la Q est un processus Xn

tel que

P(Xn = x|X0, · · · , Xn−1) = P(Xn = x|Xn−1) = Q(Xn−1, x)

Exemple de Chaine de Markov : Xn des variables iid, Sn la somme de va-
riables aléatoires, Une marche aléatoire sur des graphe,..

Remarque : il est possible de considérer des chaines de Markov dites inhomo-
gène avec une matrice stochastique différente à chaque étape P(Xn = x|Xn−1) =
Qn(Xn−1, x). Mais on ne s’intéressera dans la suite qu’à des chaines de Markov
homogène.

5.1.0.1 Propriétés élémentaires de la matrice stochastique.

Définition 5.1.3. Une matrice stochastique Q agit sur les mesures de proba-
bilité via

[Qµ](y) =
∑
x

µ(x)Q(x, y).

25
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Elle définit également une application sur l’ensemble des fonctions bornées sur
E.

[Qf ](x) =
∑
y

Q(x, y)f(y).

Remarquer que l’on a bien
∑
y[Qµ](y) = 1. Ces deux applications sont duales

l’une de l’autre. En effet

〈µ,Qf〉 =
∑
x

µ(x)Qf(x) =
∑
x,y

µ(x)Q(x, y)f(y) =
∑
x

Qµ(x)f(x) = 〈µ,Qf〉

Proposition 5.1.4. Le produit de matrices stochastique est une matrice sto-
chastique.∑

z

[Q1Q2](x, z) =
∑
z,y

Q1(x, y)Q2(y, z) =
∑
,y

Q1(x, y)
∑
z

Q2(y, z) = 1

5.1.0.2 Propriétés élémentaire de la chaine de Markov

Proposition 5.1.5. On a
1. Pour tout (x0, · · · , xn) ∈ En+1, P(Xn = xn, · · · , X1 = x1, X0 = x0) =

P(X0 = x0)Q(x0, x1)Q(x1, x2) · · ·Q(xn−1, xn).

2. Si µ décrit la probabilité de Xn alors Qµ décrit la probabilité de Xn+1 et
pour tout k Qkµ décrit la probabilité de Xn+k.

3. Xnk est une chaine de Markov de matrice stochastique Qk.
4. Ex(f(X1)) = Qf . Plus généralement E(f(Xn+1)|Fn) = Qf(Xn)

5.2 Markov et martingale
On dit que f est harmonique si Qf = f , que f est sous harmonique si Qf ≥ f

et surharmonique si Qf ≤ f On a la relation suivante

Proposition 5.2.1. Soit Xn une chaine de Markov. Alors f(Xn) est une
(sous/sur)martingale ssi f est (sous/sur)harmonique.

Démonstration. E(f(Xn)|Fn−1) = E(f(Xn)|Xn−1) =
∑
y Q(Xn−1, y)f(y) =

f(Xn−1) car f est harmonique.

Exercice 5.2.2. Si f est harmonique sur G et soit T = inf{n : Xn /∈ G} alors
f(Xn∧T ) est une martingale.

Exercice 5.2.3. Le temps d’arret d’une marche aléatoire non symétrique. Soit
Xi iid avec P(Xi = 1) avec proba 1− p et P(X1 = −1) avec probabilité p.

Sn = x +
∑
Xi. Dans un exercice précédent Ta = inf{n : Sn = a} et

Tb = inf{n : Sn = b} avec a ≤ x ≤ b. T = Ta ∧ Tb . P(T = Ta) avec une
martingale et le théorème de l’arret.
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L’idée introduire la fonction f(n) =
(

p
(1−p)

)n
.

1-Montrer que f est harmonique.
On note q = (1− p) alors

Qf(n) = p
pn−1

qn−1
+ q

pn+1

qn+1
=
pnq

qn
+
pnp

qn
=
pn

qn
(p+ q) = f(n)

.
2-Calculer P(T = Ta)
f(Xn) est une martingale. Donc

px

qx
= E(f(X0)) = E(f(Xn∧T ))→ E(f(XT )) = P(T = Ta)

pa

qa
+(1−P(T = Ta))

pb

qb

Car la martingale est borné max pb

qb
, p

a

qa .

P(T = Ta) =

px

qx −
pb

qb

pa

qa −
pb

qb

.

5.3 Propriétés de Markov faible et forte
Ces propriétés sont centrale pour les procéssus de Markov et dans le cours

on les reverra et utilisera beaucoup pour le mouvement brownien.
Soit µ une mesure de proba sur E. On note Eµ pour le processus de Markov

avec condition initiale X0 de loi aléatoire µ et simplement Ex si µ = δx.
Opérateur de décalage : θn : EN → EN qui à θn(x0, x1, · · · , xk, · · · ) =

(xn, xn+1, · · · , xn+k, · · · )
La particularité de la chaine de Markov est tel que conditionnellement au

point d’arrivé Xn au temps n, ce qui s’est passé avant n− 1 et ce qui ce passe
après n sont indépendant. Qui plus est puisque la chaine de Markov est homo-
gène une chaine de Markov démarrée au temps n a la même loi qu’une chaine
de Markov commencé au temps 0. C’est formellement ce qu’affirme le théorème
suivant

Théorème 5.3.1. (Propriété de Markov faible)
Soit F,G : Ω→ R avec F , Fn mesurable. Alors

Eµ(F (G ◦ θn)) = Eµ(FEXn(G)).

Démonstration. Il suffit de traiter le cas où F = 1X0=x0,X1=x1,··· ,Xn=xn et G =
1X0=z0,X1=z1,··· ,Xl=zl . Alors G ◦ θn = 1Xn=z0,Xn+1=z1,··· ,Xn+l=zl et

EXn(G) = 1Xn=z0Q(z0, z1)Q(z1, z2) · · ·Q(zn−1, zn).
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Finallement

Eµ(F (G ◦ θn))

= Eµ1X0=x0,X1=x1,··· ,Xn=xn1Xn=z0,Xn+1=z1,··· ,Xn+l=zl

= µ(x0)Q(x0, x1) · · ·Q(xn−1, xn)1xn=z0Q(z0, z1)Q(z1, z2) · · ·Q(zn−1, zn)

= Eµ(FEXn(G))

Dans le cas générale F =
∑N
i=1 αiFi et G =

∑M
j=1 βjGj alors

Eµ(F (G◦θn)) =
∑
i,j

αiβjEµ(Fi(Gj◦θn)) =
∑
i,j

αiβjEµ(FiEXn(Gj)) = Eµ(FEXn(G))

et on peut l’étendre à toute fonction F,G mesurable en prenant une Fn et
Gn pouvant s’exprimer avec un nombre fini de fonction indicatrice et tel que
Fn → F , Gn → G dans L1.

On peut améliorer considérablement la propriété de Markov simple en consi-
dérant non pas un arret fixé à l’avance n mais avec un temps d’arret.

Théorème 5.3.2. Propriété de Markov Forte
Soit T un temps d’arret finit presque surement, F,G : Ω→ R borné avec F

FT mesurable alors par propriété de Markov faible

Eµ(F (G ◦ θT )) = Eµ(FEXT (G)).

Démonstration. Remarquer que 1T=nF est Fn mesurable et donc

Eµ(1T=nF (G ◦ θn)) = Eµ(1T=nFEXn(G)).

Ainsi

Eµ(F (G◦θT )) =
∑
n∈N

Eµ(1T=nF (G◦θn)) =
∑
n∈N

Eµ(1T=nFEXn(G)) = Eµ(FEXT (G)).

Proposition 5.3.3. Soit F et G deux ensemble disjoint tel que E = F ∪G et
soit g une fonction borné définit G. Soit T = inf{n : Xn ∈ G}. On pose

h(x) = Ex(1T<∞g(XT ))

alors
1. h est harmonique sur F ,
2. h(y) = g(y) pour tout y ∈ G.

Si de plus T < ∞ p.s, alors h est l’unique fonction borné qui satisfait ces
propriétés.
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Démonstration. Pour tout x ∈ G, conditionnellement à X0 = x on a immedia-
tement T = 0 et donc h(x) = g(X0) = g(x).

Pour x ∈ F , alors T ≥ 1. On remarque que XT ◦ θ1 = XT . Par propriété de
Markov faible on a

h(x) = Ex(EX1
(1T<∞g(XT ))) =

∑
y

Q(x, y)Ey(1T<∞g(XT )) = Qh(x)

Et donc h est bien harmonique.
Supposons maintenant que T <∞. Soit h′ une autre fonction borné harmo-

nique sur F et égale à g sur G. On introduit

Mn = h′(Xn∧T )

D’après le Théorème, Mn est une martingale donc pour tout n.

h′(x) = Ex(h′(X0)) = Ex(h′(Xn∧T ))

Puisque T < ∞ p.s et h′(Xn∧T ) → h′(XT ) = g(XT ) p.s. De plus h′(Xn∧T )
est bornée et par convergence dominé on conclut donc que

h′(x) = Ex(g(XT )) = h(x)

d’où l’unicité de h.

5.4 Application Le problème de Dirichlet discret.
Soit B ⊂ Zd on définit le Laplacient discret ∆ sur les fonction u : Zd → R

ainsi
[∆u](x) =

1

2d

∑
|y−x|=1

(u(y)− u(x))

Soit g une fonction sur ∂B. On cherche u tel que
1. ∆u|B = 0,
2. u(y) = g(y) pour tout y ∈ ∂B.

On observe que ∆u|B = 0 est équivalent à u(x) = 1
2d

∑
|y−x|=1 u(y) soit u(x) =

Qu(x) avec Q la matrice stochastique de la marche aléatoire Xnsur le graphe
Zd. Ainsi u est harmonique et T = inf{n : Xn /∈ B} est fini presque surement
car B est borné. Ainsi

u(x) = Ex(g(XT ))

est l’unique solution du problème de Dirichlet.
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5.5 Feuille d’exercice 5 : Chaine de Markov et
fonction harmonique.

Pour chacun des exercices suivant, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.

Exercice 5.5.1. Soit (Xn)n∈N = ((xn, yn))n∈N la marche aléatoire usuelle sur
Z2 :

P(Xn+1 = (x± 1, y)|Xn = (x, y)) = P(Xn+1 = (x, y ± 1)|Xn = (x, y)) =
1

4

et 0 dans les autres cas. On note Q la matrice de transition. Soit la fonction
h(x, y) = 1y≥1. On suppose X0 = (0, 0).

— P(y2 ≥ 1) = 1
4 .

— ∀(x, y) ∈ Z2,
∑

(x′,y′),(x̃,ỹ)∈Z2 Q((x, y), (x′, y′))Q((x′, y′)(x̃, ỹ)) = 1.
— Q1 = 1 (la fonction sur Z2 constante égale à 1).
— [Q2h](0, 0) = 1

2 .

Exercice 5.5.2. Soit une chaine de Markov (Xn)n∈N sur N avec X0 = x et la
matrice de transition Q définit par

Q(y, y + 1) = py et Q(y, y − 1) = qy

avec py + qy = 1, py, qy > 0 pour tout y > 0, Q(0, 0) = 1 et Q(y, z) = 0 dans
tous les autres cas. On pose T0 = inf[k : Xk = 0] .

— Si py < 1
2 pour tout y > 0, alors Xn est une surmartingale.

— Si py < 1
2 pour tout y > 0, alors P(T0 <∞) = 1.

— La fonction
f(n) =

∏
1≤y≤n

qy
py

est harmonique sur N∗.
— Dans le cas py = 2

3 et qy = 1
3 pour tout y > 0 et x = 3 alors

P(T0 <∞) =
1

8
.
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Exercice 5.5.3. Soit E un arbre régulier infini de racine x0. Sauf à la racine
tous les sommets ont le même nombre d de voisins . Soit (Xn)n∈N la marche
aléatoire (standard) sur cet arbre. À chaque étape, elle saute d’un sommet à un
sommet voisin de manière équiprobable : P(Xn+1 = y|Xn = x) = 1

d si (x, y) est
une arète du graphe et 0 sinon. On note r : E → N la distance dans le graphe
par rapport à la racine (r(x) =nombre d’arêtes du plus court chemin de x à x0).
On note T0 = inf{n : Xn = x0}

— (r(Xn))n∈N est une sousmartingale.
— La fonction h(x) = (d− 1)−r(x) est harmonique sur E \ {x0}.
— Si X0 = x, P(T0 <∞) = (d− 1)−r(x).
— La fonction g(x) = P(T0 < ∞|X0 = x) est une fonction harmonique sur

E \ {x0}.

Exercice 5.5.4. Soit (Xn)n∈N une chaine de Markov sur E un ensemble discret
avec matrice de transition Q. On dit que (Xn)n∈N est irreductible si pour tout
x, y ∈ E, il existe n tel que P(Xn = y|X0 = x) > 0. On dit que Xn est recurrente
si P(∃n > 0, Xn = x|X0 = x) = 1 (le processus retourne à son point de départ
presque surement). On admettra que si la chaine de Markov est irreductible
et récurrente alors elle visite tous les points de E une infinité de fois presque
surement.

— La marche aléatoire usuelle sur Z est récurrente.
— La fonction h(n) = n est harmonique sur Z pour la marche aléatoire

usuelle.
— Soit (Xn)n∈N une chaine de Markov irreductible et recurrente. Alors toute

fonction harmonique sur E et bornée inférieurement est constante.
— Soit (Xn)n∈N une chaine de Markov irreductible et recurrente. Alors toute

fonction harmonique sur E est constante.



Deuxième partie

Mouvement Brownien
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Chapitre 6

Introduction au mouvement
brownien

6.1 Rappel Vecteurs Gaussiens.
Les vecteurs gaussiens sont une classe de variables aléatoires qui étandent

les variables gaussiennes sur R en tout dimension (Rd pour d ≥ 1).

Remarque 6.1.1. Soit X1, X2 deux variables aléatoires gaussiennes indépen-
dantes de moyenne µ1, µ2 et de variance σ2

1 , σ
2
2 alors X1 + X2 est une variable

gaussienne de moyenne µ1 + µ2 et de variance σ2
1 + σ2

2 .

Définition 6.1.2. On dit que X = (X1, · · · , Xd) ∈ Rd est un vecteur gaussien
si chaque i, Xi est gaussien et de plus pour tout a1, · · · , ad ∈ R

∑d
i=1 aiXi est

une variable gaussienne.

Exemple 6.1.3. On a
1. Par la remarque précédente soit X = (X1, · · · , Xd) où les Xi sont des

gaussiennes indépendantes alors X est un vecteur gaussien.
2. Soit A ∈ Rd×n et X = (X1, · · · , Xn) avec Xi des gaussiennes indépen-

dantes, alors Y = (AX)i =
∑
j AijXj est un vecteur gaussien.

En effet soit a1, · · · , ad ∈ R on a

d∑
i=1

aiYi =
∑

i≤d,j≤n

aiAijXj =

n∑
j=1

(

d∑
i=1

aiAij)Xj

c’est bien une variable gaussienne une fois encore en utilisant la remarque. Il se
trouve que tous les vecteurs gaussiens peuvent s’exprimer de la sorte.

Proposition 6.1.4. Soit Y un vecteurs gaussien alors il existe A ∈ Rd×n et
X = (X1, · · · , Xn) avec Xi des gaussiennes indépendantes tel que Y = AX.

33
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Un vecteur gaussien est caractérisé par sa matrice de covariance

Cij = E((Xi − µi)(Xj − µj)).

Exemple 6.1.5. Si Xi sont iid centré (µ = 0) et normé : σ = 1 alors C = In
(la matrice identité).

Si Y = AX avec X comme précédemment, alors on a C = AtA.

6.2 Limite de somme de variables aléatoires iid.
La principale motivation pour introduire le mouvement brownien est qu’il

apparait naturellement dans la limite de somme de variables indépendantes.
L’élement centrale ici est le théorème centrale limite : Soit Xi des variables iid,
E(X) = 0 et E(X2) = 1, on pose

S
(n)
t =

1√
n

bntc∑
i=1

Xi.

Théorème 6.2.1. Soit 0 < t1 < · · · < tk < 1. Alors on a la convergence en loi

(S
(n)
t1 , S

(n)
t2 , · · · , S(n)

tk
)→ (Ut1 , · · · , Utk)

tel que :
1. Ut1 , (Ut2 − Ut1), · · · , (Utk − Utk−1

) sont indépendants.
2. Pour tout i ≤ k (Ut2 − Ut1) est gaussien de variance t2 − t1.

Avant de prouver ce théorème on va rappeler un Lemme que l’on utilisera
par la suite.

Lemme 6.2.2. Si pour n, Xn et Yn sont indépendant et Xn, Yn → X,Y en loi
alors (X,Y ) sont indépendant.

On rappel que X et Y sont indépendants ssi pour toutes fonctions f, g bor-
nées continues E(f(X)g(Y )) = E(f(X))E(g(Y )).

Démonstration. Pour f ,g continues bornés : alors E(f(Xn)g(Yn)) = E(f(Xn))E(g(Yn)
carXn, Yn sont indépendant. PuisqueXn, Yn → X,Y en loi alors on a E(f(Xn))→
E(f(X)), E(g(Yn)) → E(g(Y )) et E(f(Xn)g(Yn)) → E(f(X)g(Y )). On peut
alors conclure

E(f(X)g(Y )) = limE(f(Xn))E(g(Yn) = E(f(X))E(g(Y ))

Preuve du Théorème 6.0.6. On a pour tout i < k

S
(n)
ti+1
− S(n)

ti =
1√
n

bnti+1c∑
l=1

Xl −
1√
n

bntic∑
l=1

Xl =
1√
n

bnti+1c∑
l=bntic+1

Xl
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Tous les termes Xi apparaissant dans la sommes sont différents de ceux des
autres S(n)

tj+1
−S(n)

tj (j 6= i) . On a donc l’indépendance des (S
(n)
ti+1
−S(n)

ti ) car les
Xl sont indépendants. On utilise alors le Théorème centrale limite dont nous
redonnons la preuve ci dessous :

Tout d’abord on a la convergence en loi, ssi E(f(Xn)) → E(f(X)) pour
toute fonction f continue borné. Cependant pour montrer la convergence il est
suffisant de ne considérer que les fonctions x → exp(iαx) pour α ∈ R c’est à
dire montrer que E(exp(iαXn))→ E(exp(iαX)) pour tout α ∈ R.

On rappel que si X est gaussien de variance σ alors

E(exp(iαX)) =
1√

2πσ2

∫
R
e−x

2/2σ2−iαxdx = e−σ
2α2/2.

Interessons nous maintenant à la somme

E(exp(iαS
(n)
tj+1
− S(n)

tj )) = E(exp(iα
1√
n

bnti+1c∑
l=bntic+1

Xl))

=

bnti+1c∏
l=bntic+1

E(exp(iα
1√
n
Xl))

= E(exp(iα
1√
n
X1))bnti+1c−bntic

où on a utiliser l’indépendance des Xl à la deuxième ligne et qu’il était tous de
même loi à la dernière ligne. De plus pour n grand on a

E(exp(iα
1√
n
Xi)) = E(1 + (iα

1√
n
Xi) +

1

2
(iα

1√
n
Xi)

2 + o(
1

n
)))

= 1− α2

2n
+ o(1)

car E(X) = 0 et E(X2) = 1 et pour finir

E(exp(iαS
(n)
tj+1
− S(n)

tj )) = (1− α2

2n
+ o(1))n(ti+1−ti)

→ exp(−α2(ti+1 − ti)/2).

qui est la loi gaussienne de variance σ2 = (ti+1 − ti).

6.3 Définition et propriétés élémentaires du mou-
vement brownien.

Définition 6.3.1. On dit que (Bt)t∈R+
est un mouvement brownien si
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1. Pour tout 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk, (Bt1 , Bt2 −Bt1 , · · · , Btk −Btk−1
) sont

variables gaussiennes indépendantes de variance respectivement E((Bti−
Bti−1

)2) = ti − ti−1,

2. Pour tout ω ∈ Ω t→ Bt(ω) soit continue.

Il découle immédiatement de la proposition que
1. B0 = 0.
2. Pour tout t, Bt est une variable gaussienne centré de variance t.

Il est cependant possible de poser Mt = x + Bt on dira alors que Mt est un
mouvement brownien issue de x.

Remarque 6.3.2. Attention on considère ici un nombre non dénombrable de
variables aléatoires. C’est en générale une très mauvaise idée car la théorie des
probabilités a été construite pour manipuler seulement un nombre dénombrables
d’objets en même temps. Rappelez vous la définition d’une tribu (σ-algèbre))
et d’une mesure. Prendre l’intersection (ou l’union) ∩t∈RAt crée à priori un
ensemble non mesurable. Ici on est sauvé par la continuité du mouvement brow-
nien. En effet connaitre Bt pour t ∈ Q alors par continuité c’est connaitre Bt
pour tout t ∈ R.

On note Ft = σ((Bs)s≤t) et F∞ = σ((Bs)s≥0)

Exemple 6.3.3. Considéront A = {∃t ∈ [0, 1] : Bt > 1}. En écrivant naivement
A = ∪t∈[0,1]{Bt > 1} on ne peut pas déduire que A ∈ F1. Cependent si il existe
t Bt > 1, alors pour tn → t on a Btn > 1 à partir d’un certain n. En choisissant
notre suite tn ∈ Q alors il existe t′ ∈ Q Bt′ > 1 et donc

A = ∪t′∈[0,1]∩Q{Bt′ > 1}

qui est l’union dénombrable d’ensemble F1 mesurable donc F1 mesurable.

Remarque 6.3.4. On parle aussi de « Mesure de Wiener » sur l’espace des fonc-
tions continues munie de la tribu borelienne associée à la norme ‖.‖∞. Il s’agit
de la mesure µ sur

µ(A) = P((Bt)t∈[0,1] ∈ A).

Proposition 6.3.5. Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien. Alors
1. −Bt est un mouvement brownien,
2. Pour tout γ > 0, Bγt := 1

γBγ2t est un mouvement brownien. (changement
d’échelle)

3. Pour tout s > 0, B(s)
t := Bt+s − Bs est un mouvement brownien. Indé-

pendant de Fs (Markov simple)

Démonstration. Cela découle directement de la définition du mouvement brow-
nien

1. (exo).
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2. Puisque Bt est continue t→ 1
γBγ2t est bien continue. Soit t1 < t2 < · · · <

tk, on considère les (Bγti+1
− Bγti) = 1

γBγ2ti+1
− 1

γBγ2ti = 1
γ (Bγ2ti+1

−
Bγ2ti). Par la propriété du mouvement brownien B pour γ2ti < γ2t2 <
· · · . (Bγ2ti+1

−Bγ2ti) sont des gaussiennes indépendantes et de variance
γ2(ti+1− ti) et donc 1

γ (Bγ2ti+1
−Bγ2ti) est de variance (ti+1− ti) (Donc

Bγ est un mouvement brownien.)
3. Puisque Bt est continue Bt+s − Bs est bien continue. Soit t1 < t2 <

· · · < tk , on considère (B
(s)
ti+1
−B(s)

ti ) = (Bti+1+s −Bti+s). Par propriété
du mouvement brownien B pour les temps t1 + s < t2 + s < · · · . On
a (Bti+1+s − Bti+s) sont des variables gaussiennes indépendantes et de
variance ti+1 + s− (ti + s) = ti+1 − ti.

Proposition 6.3.6. (Loi du tout ou rien)
On définit

F0+ := ∩s>0Fs.

La tribue F0+ est grossière ie pour tout A dans F0+ , P(A) = 0 soit 1.

Cette proposition peut sembler un peu abstraite mais on peut la comprendre
ainsi : Les accroissement du mouvement brownien sont indépendants. Aussi, en
connaissant le mouvement brownien proche de t = 0, on ne peut pas prédire
quoi que ce soit sur son évolution. À la limite t → 0+, on ne dispose de fait
d’aucune information sur le processus.

Démonstration. Soit A ∈ F0+ . On utilise un fait général de la théorie de la
mesure : Pour toute fonction f , F∞ mesurable (bornée), on peut trouver t1 <
t2 · · · < tk et F : Rk → R continue borné tel que F (Bt1 , Bt2 , · · · , Btk) approxime
f . Dans la suite on ne considère que des fonctions de cette forme ci. Calculons

E(1AF (Bt1 , Bt2 , · · · , Btk)).

Puisque F est continue, Bt est continue et B0 = 0

E(1AF (Bt1 , Bt2 , · · · , Btk)) = lim
ε→0

E(1AF (Bt1 −Bε, Bt2 −Bε, · · · , Btk −Bε)).

De plus A ∈ Fε pour tout ε > 0 donc

E(1AF (Bt1−Bε, Bt2−Bε, · · · , Btk−Bε)) = P(A)E(F (Bt1−Bε, Bt2−Bε, · · · , Btk−Bε))

car les accroissements sont indépendant de Fε. À la limite on obtient

E(1AF (Bt1 , Bt2 , · · · , Btk)) = P(A)E(F (Bt1 , Bt2 , · · · , Btk)).

On en déduit que F0+ et σ((Bt)t≥0) sont des tribus indépendantes. Or pour
tout s Fs ⊂ σ((Bt)t≥0) et donc F0+ ⊂ σ((Bt)t≥0) soit F0+est indépendante
avec elle mème et donc elle est grossière : P(A) = P(A ∩ A) = P(A)2 et donc
P(A) = 0 ou 1.
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Voici quelques affirmations que l’on peut déduire de cette loi du tout ou rien.

Proposition 6.3.7. Soit δ > 0

1. P(sup0≤s<δ Bs > 0) = 1 et P(inf0≤s<δ Bs < 0) = 1

2. P(sup0≤sBs = +∞) = 1 et P(inf0≤sBs = −∞) = 1

Démonstration. Soit ε < δ.

A = ∩ε>0{sup
t≤ε

Bt > 0}

On remarqe que A ∈ F0+ . Soit s > 0 alors pour ε < s on a {supt≤εBt > 0} =
∪t∈[0,ε]∩Q{Bt > 0} ∈ Fs. Donc A ∈ Fs et donc A ∈ F0+ . Par la loi du tout ou
rien on a P(A) = 0 ou 1. On a

P(A) = lim
ε→0

P{sup
t≤ε

Bt > 0}

mais puisque P{supt≤εBt > 0} ≥ P{Bε > 0} = 1/2. On en déduit P(A) = 1.
Puisque−Bt est aussi un mouvement brownien on a également

P( sup
0≤s<δ

−Bs > 0) = 1 = P( inf
0≤s<δ

Bs < 0) = 1.

2 : Soit C > 0 montrer P(sup0≤sBs > C) = 1. Soit γ > 0

P(sup
0≤s

Bs > C) = P(sup
0≤s

Bγs > C) = P(sup
0≤s

Bγ2s > γC) = P(sup
0≤s

Bs > γC)

Donc en particulier

P(sup
0≤s

Bs > C) = lim
γ→0

P(sup
0≤s

Bs > γC) = P(sup
0≤s

Bs > 0) = 1.

Et on conclue le dernier point comme précédemment en utilisant que−Bs est
un mouvement brownien.

6.4 Propriété de Markov forte.
Définition 6.4.1. Temps d’arret T est un temps d’arret ssi {T ≤ t} ∈ Ft.

Exercice 6.4.2. Montrer que {T < t} ∈ Ft.

Exemple 6.4.3. Ta = inf{t ≥ 0 : Bt = a} est un temps d’arret. En effet

{Ta < t} = {∃s ≤ t : Bs = a} = { inf
s∈[0,t]∩Q

|Bs − a| = 0} ∈ Ft.

Comme pour les modèle à temps discret on définit la tribu associé au temps
d’arret.
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Définition 6.4.4. Tribu du temps d’arret T . A ∈ FT ssi A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft.

Théorème 6.4.5. Propriété de Markov forte : Soit T un temps d’arret fini
presque surement alors

B
(T )
t = BT+t −BT

est un mouvement brownien. Deplus B(T )
t est indépendant de FT .

Démonstration. On a immédiatement que B(T )
t est continue.

Soit 0 ≤ t1 < · · · < tn et F : Rn → R continue et soit A ∈ FT . On veut
montrer que

E(1AF (B
(T )
t1 , · · · , B(T )

tn , )) = E(1A)E(F (Bt1 , · · · , Btn)) (6.1)

on obtiendra ainsi que B(T ) a la même loi que B et l’indépendance avec FT .
Soit m ∈ N, on a

B
(T )
t =

∑
k∈N

1 k
2m≤T<

k+1
2m

(BT+t −BT )

on approxime B(T )
t de la manière suivante

B
(T,m)
t =

∑
k∈N

1 k
2m≤T<

k+1
2m

(B k+1
2m +t −B k+1

2m
).

On a bien B(T,m)
t → B

(T )
t pourm→∞ car le mouvement brownien est continue.

E(1AF (B
(T,m)
t1 , · · · , B(T,m)

tn , )) =
∑
k∈N

E(1A1 k
2m≤T<

k+1
2m
F ((B k+1

2m +t1
−B k+1

2m
), · · · , (B k+1

2m +tn
−B k+1

2m
))).

Puisque A ∈ FT , A ∩ {T < k+1
2m } est F k+1

2m
mesurable et donc 1A1 k

2m≤T<
k+1
2m

est F k+1
2m

mesurable. Par propriété de Markov simple : B k+1
2m +t1

− B k+1
2m

est un
mouvement brownien et est indépendant de F k+1

2m
.

E(1AF (B
(T,m)
t1 , · · · , B(T,m)

tn , )) =
∑
k∈N

E(1A1 k
2m≤T<

k+1
2m

)E(F ((Bt1 , · · · , Btn)) = E(1A)E(F ((Bt1 , · · · , Btn)).

Enfin lorsquem→∞, E(1AF (B
(T,m)
t1 , · · · , B(T,m)

tn , ))→ E(1AF (B
(T )
t1 , · · · , B(T )

tn ))
par continuité et on peut donc conclure (6.1).

6.5 Feuille d’exercice 6 : Martingale et mouve-
ment brownien

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.
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Exercice 6.5.1. On considère une boite B = [−3, 3]× [−3, 3] ∩ Z2 et son bord

∂B = [(x, y) ∈ Z2/B, ∃(x′, y′) ∈ B : |(x, y)− (x′, y′)| = 1]

On définit sur ∂B la fonction g :

g(x, y) =

{
4 (x, y) ∈ {4}× [−3, 3] ∩ Z
0 sinon

On considère le problème de Dirichlet (discret) sur B dont la valeur au bord est
donné par g : {

∆u(x, y) = 0 (x, y) ∈ B,
u(x, y) = g(x, y) (x, y) ∈ ∂B

où
∆u(x, y) =

1

4

∑
|(x′,y′)−(x,y)|=1

u(x′, y′)− u(x, y).

Alors
— La marche aléatoire standard sur Z2 issue de (0, 0) touche ∂B p.s.
— ‖u‖L∞ ≤ 4.
— u(0, 0) = 1.
— u(x, y) := 1

2 (x+ 4) est une solution.

Exercice 6.5.2. Soit X et Y des variables aléatoires telles que pour tout α, β ∈
R

E(eαX+βY ) = e2α+α4+β2

— X et Y sont indépendantes.
— E(X) = 2.
— E(Y 2) = 1.
— Y est une gaussienne.

Exercice 6.5.3. Soit (ξi)i≥1 des variables gaussiennes iid avec E(ξ1) = 0 et
E(ξ2

1) = 1 et Sn =
∑n
i=1 ξi.

— Pour tout k1, · · · , km ∈ N, (Sk1 , · · · , Skm) est un vecteur gaussien.
— (S17 − S5) et (S12 − S9) sont indépendants.
—
∑m
i=1 Si est une variable gaussienne centré de variance σ2 = m3.

— 1
m3/2

∑m
i=1 Si converge en loi vers une variable gaussienne centrée de va-

riance 1
3 .

Exercice 6.5.4. Soit (ξi)i≥0 des variables aléatoires Bernoulli iid P(ξ1 = 1) = 1
2

et P(ξ1 = −1) = − 1
2 . Et on pose S0 = 1

2 et Sn+1 = Sn + signe(Sn)ξn+1 où
signe(Sn) = 1 si Sn ≥ 0 et −1 si Sn < 0.

— On a Sn = | 12 +
∑n
i=1 ξi|.

— Sn est une chaine de Markov.
— Pour tout n1 < n2, Sn1

et Sn2
− Sn1

sont indépendantes.
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— En écrivant S(n)
t = 1√

n
Sbntc, alors pour tout 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk

(S
(n)
t1 , S

(n)
t2 , · · · , S(n)

tk
) converge en loi lorsque n→∞ vers (Ut1 , Ut2 , · · · , Utk)

où (Uti+1
− Uti) sont des gaussiennes de variance ti+1 − ti.



Chapitre 7

Construction du Mouvement
Brownien

Dans cette section, nous donnons une construction du mouvement brownien
avec des fonctions triangulaire sur [0, 1] et des variables gaussiennes indépen-
dantes.

7.1 Espace Gaussien
Le mouvement brownien contient implicitement une infinité de variables

gaussiennes. La bonne notion pour aborder cela est ce que l’on appelle un es-
pace gaussien qui peut être vu comme la généralisation des vecteurs gaussien en
dimension infini. On aura besoin pour cela d’un espace de Hilberts, par exemple
(L2(Ω, µ)). Quelques rappels :

Définition 7.1.1. On appelle un système orthonormé (base orthonormé) une
famille (ηi)i∈I ∈ HI tel que

1. ‖ηi‖ = 1

2. 〈ηi, ηj〉 = 0 si i 6= j

3. Pour tout f ∈ H,
∑
i∈I〈ηi, f〉ηi.

Quelque soit espace de Hilbert séparable H, il existe une telle base. Cette base
est très pratique par exemple on a

〈f, g〉 =
∑
i

〈ηi, f〉〈ηi, g〉.

En effet

〈
∑
i

〈ηi, f〉ηi,
∑
j

〈ηi, g〉ηj〉 =
∑
i

〈ηi, f〉
∑
j

〈ηi, g〉〈ηi, ηj〉 =
∑
i

〈ηi, f〉〈ηi, g〉

car 〈ηi, ηj〉 = 0 si i 6= j. En particulier

42
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‖f‖2 = 〈f, f〉 =
∑
i

|〈ηi, f〉|2.

Définition 7.1.2. Soit un ensemble de probabilité (Ω,F ,P) engendré par un
ensemble dénombrable de variables gaussiennes iid Ni centrées de variance 1.
L’espace gaussien E est le sous espace linéaire fermé dans L2(Ω,P) engendré
par les Ni. On appelle mesure gaussienne l’application β : H → E définie par

β(f) =
∑
i

〈f, ηi〉Ni.

Exemple 7.1.3. (Élémentaire)Si H = R2 avec la base orthorgonal
(

1
0

)
,

(
0
1

)
.

Soit X,Y deux variables gaussiennes iid, on a E = {aX + bY : (a, b) ∈ R2} et
pour tout (a, b) ∈ R2 β((a, b)) = aX + bY .

Voici quelques propriétés de la mesure gaussienne :
1. Pour tout f , β(f) est une variable gaussienne centré.
2. Pour tout f , E(β(f)2) = ‖f‖2. En effet

E(β(f)2) = E((
∑
i

〈f, ηi〉Ni)2) =
∑
i

〈f, ηi〉2E((Ni)2) =
∑
i

〈f, ηi〉2 = ‖f‖2

car les Ni sont indépendantes et de variance 1.
3. Pour tout f, g ∈ H, E(β(g)β(f)) = 〈f, g〉.En effet

E(β(f)β(g)) =
∑
i,j

〈f, ηi〉〈g, ηj〉E((NiNj)) =
∑
i

〈f, ηi〉〈g, ηi〉 = 〈f, g〉

car les Ni sont indépendantes et de variance 1.
4. Pour tout f, g ∈ H β(f) et β(g) sont indépendant ⇔ f et g sont ortho-

gonaux.
En effet par la propriété précédente : 〈f, g〉 = 0 ssi E(β(g)β(f)) = 0. On uti-
lise alors propriété des vecteurs gaussiens : la covariance nulle est équivalent
l’indépendance.

7.2 Construction du mouvement brownien sur [0, 1].

Soit H = L2([0, 1]) et on introduit le système orthonormé
(

1, (hni )i,n

)
où

(hni )i<2n := 2
n
2 (1 2i

2n+1 ,
2i+1

2n+1
− 1 2i+1

2n+1 ,
2i+2

2n+1
)

pour n ∈ N et 0 ≤ i < 2n. On définit alors
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gni (t) =

∫ t

0

hni (s)ds =


2
n
2 (t− 2i

2n+1 ) si t ∈ [ 2i
2n+1 ,

2i+1
2n+1 ]

2
n
2 ( 2i+2

2n+1 − t) si t ∈ [ 2i+1
2n+1 ,

2i+2
2n+1 ]

0 sinon

On pose
Bt := tN−1 +

∑
n∈N

∑
i≤2n

gni (t)Nn,i (7.1)

où N−1 et les Nn,i sont des gaussiennes iid de variance 1.

Théorème 7.2.1. Le processus (Bt)t≥0 définit par (7.1) est un mouvement
brownien.

Démonstration. Tout d’abord montrons qu’il a la même loi. On remarque que
gni (t) = 〈1[0,t], h

n
i 〉 et on peut donc écrire

Bt = 〈1[0,t], 1〉N−1 +
∑
n∈N

∑
i≤2n

〈1[0,t], h
n
i 〉Nn,i.

Conclusion on a
Bt = β(1[0,t])

où β est la mesure gaussienne définit sur L2([0, 1]). Soit 0 < t1 < · · · < tn. Pour
tout i < n o a

Bti+1
−Bti = β(1[0,ti+1])− β(1[0,ti]) = β(1[ti,ti+1]).

On en déduit alors que
1. Pour tout i, (Bti+1

−Bti) est une variable gaussienne.
2. Les (Bti+1 −Bti) sont indépendantes car 〈1[ti,ti+1], 1[tj ,tj+1]〉 = 0 si i 6= j.

En effet les supports des 1[ti,ti+1) sont disjoints.
3. E((Bti+1

−Bti)2) = ‖1[ti,ti+1]‖2 = ti+1 − ti.
Montrons maintenant la continuité. On écrit

Gn(t) :=
∑
i≤2n

gni (t)Nn,i

soit

Bt := tN−1 +
∑
n∈N

Gn(t).

On va montrer la convergence L∞ de
∑
n∈NGn(t). Puisque la limite L∞ de

fonction continue est une fonction continue, cela nous permettra de conclure.
Calculons

‖Gn‖L∞ = sup
i≤2n−1

|Nn,i|×‖gni ‖L∞ = sup
i≤2n−1

|Nn,i|×2
n
2 (

2i+ 1

2n+1
− 2i

2n+1
) = sup

i≤2n−1
|Nn,i|×

1

2n/2+1
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Lemme 7.2.2. Si N est une variable gaussienne centré de variance 1 alors

P(|N | ≥ a) ≤ exp(−a2/2)

On admettra ce Lemme dont la preuve est un simpe calcul. Montrons alors
que, avec une probabilité proche de 1, ‖Gn‖L∞ ne peut pas être très grand.

P(‖Gn‖L∞ ≥ 2−(n/4)) ≤ P( sup
i≤2n−1

|Nn,i| ≥ 2n/4)

= P(∃i ≤ 2n − 1 : |Nn,i| ≥ 2n/4)

≤ 2nP(|Nn,i| ≥ 2n/4)

≤ 2n exp(−2n/2/2)

≤ 2n × 1

4n

≤ 1

2n

On a donc ∑
n

P(‖Gn‖L∞ ≥ 2−(n/4)) <∞

Par le lemme de Borel Cantelli, p.s il existe un nombre fini de n tel que
‖Gn‖L∞ ≥ 2−(n/4). Conclusion p.s il existe C > 0∑

‖Gn‖L∞ < C +
∑
n

2−(n/4) <∞.

Conclusion tN−1 +
∑
n∈NGn(t) → Bt dans L∞ p.s et donc (Bt)t∈[0,1] est

continue p.s.

7.3 Fonction harmonique, mouvement brownien
et problème de Dirichlet.

Définition 7.3.1. (Mouvement Brownien en toute dimension).
Soient (B

(1)
t ), · · · , (B(d)

t ) des mouvement brownien indépendant et on pose

Bt =


B

(1)
t
...
...

B
(d)
t


qui est un mouvement brownien dans Rd.

Proposition 7.3.2. Pour (Bt) : R+ → Rd, ceci est équivalent à
1. Bt est continue
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2. Pour tout t1 < t2 < · · · < tn les (Bti+1 −Bti) sont indépendants
3. (Bti+1

− Bti) sont des vecteur gaussien (dans Rd), de covariance Cab =

E((Bti+1
−Bti)a(Bti+1

−Bti)b) =

{
ti+1 − ti si a = b

0 si a 6= b
C = (ti+1− ti)Id

où Id est la matrice identité.

Proposition 7.3.3. Le mouvement brownien est isotrope : c’est à dire pour
A ∈ O(Rd) (le groupe orthogonal sur Rd) et Bt un mouvement brownien en
dimension d alors (ABt)t≥0 est un mouvement brownien en dimension d.

Démonstration. On a
1. Continuité oui ABt est continue,
2. Incrément indépendant ABti+1

−ABti = A(Bti+1
−Bti),

3. Combinaison linéaire d’un vecteur gaussien est un vecteur gaussien. La
matrice de covariance

C̃ab = E((A(Bti+1
−Bti))a(A(Bti+1

−Bti))b)

on a

C̃ = E(A(Bti+1−Bti))(A(Bti+1−Bti))T ) = AE((Bti+1−Bti))(Bti+1−Bti))T )AT = (ti+1−ti)AAT = (ti+1−ti)Id

Corollaire 7.3.4. Soit r > 0, T = inf{t : ‖Bt‖ ≥ r} = inf{t : Bt ∈ Sd−1
r (0)}.

Alors la loi de BT est la loi uniform sur Sd−1
r .

Démonstration. La loi uniforme sur la sphère est l’unique mesure de proba sur
Sd−1
r qui soit invariante par rotation (par l’action de Od(R)). On peut conclure

avec la proposition précédente.

7.4 Problème de Dirichlet et fonction harmonique.
Soit Ω ⊂ Rd ouvert. On note ∆ le Laplacien : Pour toute fonction f ∈

C2(Rd,R), ∆f =
∑d
i=1

∂2

∂x2
i
f .

Définition 7.4.1. (definition classique) Soit f : Ω → R, on dit que f est
harmonique si ∆f = 0.

Définition 7.4.2. (definition via la moyenne) Soit f : Ω→ R, on dit que f est
harmonique si pour tout x ∈ Ω , pour tout r > 0 tel que Br(x) ⊂ Ω

f(x) =

∫
Sr(x)

f(y)µSr(x)(dy)

où µSr(x) est la mesure uniforme sur Sr(x).
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Remarque 7.4.3. (def moyenne)⇒(def classique).

Démonstration. Soit f qui est harmonique pour la moyenne, montrons que
∆f = 0. On suppose f ∈ C2(Ω)

Soit x ∈ Ω.

f(y) = f(x)+

d∑
i=1

∂xif |x ·(y−x)i+
1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

∂xixjf |x(y−x)j(y−x)i+o(‖y−x‖2)

(7.2)

f(x) =

∫
Sr(x)

f(x)+

d∑
i=1

∂xif |x·(y−x)i+
1

2

d∑
i=1

d∑
j=1

∂xixjf |x(y−x)j(y−x)i+o(‖y−x‖2)µSr(x)(dy)

On a
∫
Sr(x)

f(x)dµ(dy) = f(x) car µ est une mesure de proba et
∫
Sr(x)

o(‖y−
x‖2)dµ = o(r2). Ensuite∫

Sr(x)

(y − x)iµ(dy) =

∫
Sr(0)

yiµ(dy) = 0

car yi est antisymétrique. De même si i 6= j∫
Sr(x)

(y − x)j(y − x)iµ(dy) =

∫
Sr(0)

yiyjµ(dy) = 0

encore une fois par antisymétrie de yiyj . Il reste le cas i = j. Par simétrie entre
les indices on a ∫

Sr(x)

y2
i µ(dy) =

1

d

∑
i

∫
Sr(x)

y2
i µ(dy) =

r2

d
.

L’équation (7.2) devient alors

f(x) = f(x) + 0 +
1

2

d∑
i=1

r2

d
× ∂xixif |x + o(r2)

soit

0 =
r2

2d
×
∑

∂xxf |x + o(r2).

On peut donc conclure ∆f =
∑
∂xixif = 0.

Définition 7.4.4. (Problème de Dirichlet.) Soit g : ∂Ω → R continue. On dit
que h est une solution du problème de Dirichlet si

1. h est harmonique sur Ω,
2. Pour tout x ∈ ∂Ω limy→x h(y) = g(x).
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Théorème 7.4.5. Supposons Ω borné et “sympa”. Soit Bt un mouvement brow-
nien. On note Ex pour la loi du mouvement brownien issue de x (ie : Wt =
x+Bt).

Soit T = inf{t : Wt ∈ ∂Ω}. On pose

h(x) = Ex(g(WT ))

alors h est solution au problème de Dirichlet. De plus elle est unique.

On ne définira pas ce que « sympa » veut dire, les conditions optimales pour
que ce théorème soit valide sont loin d’être élémentaire. Cependant on pourra
supposer ici que ∂Ω est lisse.

Démonstration. Montrons que h est harmonique : Soit x ∈ Ω, et r > 0 tel
que Bdr (x) ⊂ Ω. S = inf{t : Wt ∈ Sr(x)}. Bdr (x) = {y ∈ Rd : ‖y − x‖ ≤ r}
Sd−1
r (x) = {y ∈ Rd : ‖y − x‖ = r}
On a S < ∞ p.s. On a toujours S < T car le mouvement brownien doit

sortir de la sphère pour toucher ∂Ω.

h(x) = Ex(g(WT )) = Ex(g(WT −WS +WS))

On sait que Wt+S − WS est un mouvement brownien par la propriété de
Markov forte. W̃t = Wt+S −WS + WS c’est un mouvement brownien issue de
WS .

T̃ = T − S = inf{t ≥ 0 : Wt+S −WS +WS ∈ ∂Ω}.

h(x) = Ex(EWS
(g(W̃T̃ )))) = Ex(h(WS))

Puisque la loi de WS est la loi uniforme sur Sd−1
r (x) on

h(x) =

∫
Sd−1
r (x)

h(y)µ(dy)

et donc h est harmonique.

Lemme 7.4.6. Soit x0 ∈ ∂Ω. Si Ω est « sympa » alors pour tout δ > 0 la
probabilité que le mouvement brownien issue de x sorte de Ω sur l’intervale de
temps [0, δ] temps vers 1 lorsque x→ x0 ∈ ∂Ω.

Démonstration. Idée de la preuve. On suppose ici que le bord de Ω est régulier,
alors quitte à appliquer une translation et une rotation on peut supposé que x0 =
0 etle vecteur normale à la surface de Ω en x0 est égale à ~n = (1, 0, · · · , 0). Alors
P(∃t ∈ [0, δ] : (x + Wt)1 ≤ 0) = P(∃t ∈ [0, δ] : W

(1)
t ≤ −x1) → P(inft≤δW

(1)
t <

0) = 1 lorsque x→ x0

Alors on a T → 0. Par continuité de W , WT est dans un petit voisinage de
x et de x0. Enfin puisque g est continue g(WT )→ g(x0) et on peut conclure

Ex(g(WT ))→ g(x0).
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7.5 Feuille d’exercice 7 : Martingale et mouve-
ment brownien

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.

Exercice 7.5.1. Soit (Bt)t∈R+
un mouvement brownien.

— E(BsBt) = s ∧ t.
— (2B1 −B2, B1 +B3, B2 −B3) est un vecteur gaussien
—
∫ 1

0
Bsds est une variable gaussienne de variance 1.

— Bs − sB1 et B1 sont indépendants.

Exercice 7.5.2. Soit (Bt)t∈R+
un mouvement brownien.

— P(supt∈[0,1]Bt > M)→ 0 lorsque M →∞.
— P(supt∈[0,A]Bt > AM) = P(supt∈[0,1]Bt > M).
— P(lim supt→0+

1
tBt =∞) = 1.

— P(supt∈[0,1]Bt > M, supt∈[1,2]Bt > M +B1) = P(supt∈[0,1]Bt > M)2

Exercice 7.5.3. Soit (Bt)t∈R+ un mouvement brownien. Soit T = inf[t ≥
1, Bt = 0].

— Pour tout δ > 0, p.s. il existe 0 < t1, t2 < δ tel que Bt1 > 0 et Bt2 < 0.
— Pour tout δ > 0, P(∃t < δ,Bt = 0) = 1.
— Pour tout δ > 0, P(∃t < δ,BT+t = 0) = 1.
— Pour tout δ > 0, p.s pour tout t ∈ R+ tel queBt = 0, il existe t < t′ < t+δ

tel que Bt′ = 0.

Exercice 7.5.4. Soit (Bt)t∈R+
, (B̃t)t∈R deux mouvements browniens indépen-

dant. On définit le processus (Wt)t≥0 par W0 = 0 et Wt = tB1/t .
— B̂t := B1−t −B1 a la même loi qu’un mouvement brownien sur [0, 1].
— 1

2 (Bt + B̃t) est un mouvement brownien.
— E(WsWt) = s ∧ t,
— Wt converge en proba vers 0 pour t→ 0.

7.6 Feuille d’exercice 8, Martingale et mouvement
brownien

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.

Exercice 7.6.1. Soit (Bt)t∈R+
un mouvement brownien. Pour tout u ≥ 0 on

note Tu = inf{t : Bt = u}
— Soit 0 < a < b, Ta et Tb − Ta sont indépendants.
— Pour tout a > 0 et t > 0, P(Ta < t) = P(T1 ≤ t

a2 ) = P(T a√
t
≤ 1).

— Pour tout s < t, P(T1 ∈ [s, t]) = 2( 1√
2πt

∫∞
1
e−x

2/2tdx− 1√
2πs

∫∞
1
e−x

2/2sdx)
.
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— E(T1) <∞.

Exercice 7.6.2. Soit (Bt)t∈R+
un mouvement brownien, Ta = inf{t : Bt = a}

et Wt = tB1/t.
— Pour tout ε > 0, P(supt∈[0,M ]Bt > εM)→ 0 lorsque M →∞.
— Wt est un mouvement brownien.
— Soit a > 0, pour tout t > 0 P(∀s > t : Bs < as) = P(Ta >

1
t )

— Pour tout A > 0, δ > 0, P(∃s ∈ (0, δ) : Bs > As1/2) = 1.

Exercice 7.6.3. (Pont Brownien) Soit (Pt)∈[0,1] un pont brownien. C’est à dire
qu’il a la même loi qu’un mouvement brownien (Bt)t∈R+ conditionnellement à
B1 = 0.

— (Pt)t∈[0,1] a la même loi que (P1−t)t∈[0,1] (symmétrie).
— Pour tout 0 < t1 < · · · < tn < 1, (Pt1 , · · · , Ptn) est un vecteur gaussien.
— P1/2 est une gaussienne de variance 1/2.
— Pour tout 0 < t1 < · · · < tn < 1 , (Pti+1

− Pti) sont indépendants.

Exercice 7.6.4. (Girsanov) Soit (Bt)t∈[0,1] un mouvement brownien, b ∈ R
et Ws = Bs + bs (mouvement brownien avec dérive). Soit X,Y deux variables
gaussiennes avec E(X) = 0, E(Y ) = b, E(X2) = E((Y − b)2) = 1

— Pour tout 0 < t1 < · · · < tn , (Wti+1
−Wti) sont des gausiennes indépen-

dantes de variances ti+1 − ti.
— lims→∞

Ws

s = b p.s.

— Pour tout A ⊂ R, E(1Y ∈Ae
−bY+ b2

2 ) = E(1X∈A)

— Pour tout U ⊂ C([0, 1]) (mesurable), E(1W∈Ue
−bW1+ b2

2 ) = E(1B∈U )
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On considera des processus à temps continue (Mt)t∈R+ . À la difference de
processus discret (Mn)n∈N, il faut beaucoup travailler pour formaliser correc-
tement ces objets et comprendre ce qui est «mesurable», « prévisible », inté-
grable... Dans toute la suite on considéra essentiellement des processus à tra-
jectoires continue qui simplifiront beaucoup ce formalisme et nous ne nous at-
tarderons pas dessus. Si l’exemple de base pour les martingales continues est
la somme de variables iid de moyenne nulle, l’exemple de base des martingales
continues est sans aucun doute le mouvement brownien.



Chapitre 8

Quelques propriétés des
martingales continues

8.1 Définitions et exemples
Ici on utilisera le mot « continue » dans les deux sens, ces processus seront

aussi à trajectoire continue, c’est à dire que ∀ω : t → Mt(ω) est une fontion
continue de R+ → R. Formellement la définition d’une martingale continue est
la même que celle d’une martingale discrète.

Définition 8.1.1. Soit (Ω, (Ft)t∈R+
,P) un espace de probabilité avec une filtra-

tion. On dit que (Mt)t∈R+
est une martingale (resp surmartingale/sousmartingale)

si
1. Mt est Ft mesurable
2. E(|Mt|) <∞
3. Pour s ≤ t E(Mt|Fs) = Ms (resp ≥Ms ou ≤Ms)

Remarque 8.1.2. On a
1. On supposera toujours que (Mt)t≥0 est continue à droite (cad) c’est à

dire pour tout t
lim
s→t+

Ms = Mt.

2. Pour tout 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ ... ≤ tn ≤ ... si on pose Nn := Mtn c’est une
martingale discrète pour la filtration Gn = Ftn .

3. Si on définit
M

(n)
t := M b2ntc

2n
(8.1)

on a alors
M

(n)
t →Mt

p.s lorsque n→∞ par continuité à droite.

53
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Exemple 8.1.3. Des martingales continue
1. Le mouvement brownien est une martingale continue :

E(Bt|Fs) = E(Bt −Bs +Bs|Fs) = E(Bt −Bs|Fs) +Bs = Bs

car Bs est Fs mesurable et Bt−Bs est indépendante de Fs et de moyenne
nulle.

2. Soit (Zt)t≥0 un processus à accroissement indépendant. Pour t ≥ s, Zt−
Zs est indépendante de Fs.
(a) Zt − E(Zt) est une martingale.
(b) Si E(Zt) = 0, alors Z2

t − E(Z2
t ) est une martingale.

(c) Le processus
eZt

E(eZt)

est une martingale (sous condition que les intégrales soient bien défi-
nis).

Exemple 8.1.4. On a en particulier
1. B2

t − t est une martingale

2. eγBt−
γ2

2 t est une martingale

Démonstration. Ce sont des cas particuliers de l’exemple précédent. On a en
effet E(B2

t ) = t et E(eγBt) = eγ
2t/2.

8.2 Quelques propriétés
Pour les martingales discrètes on a montré les théorèmes suivant
— Convergence p.s
— Convergence Lp
— Le nombre de monté de Doob,
— L’inégalité maximale de Doob
— Le theorème de l’arret.

Le but de cette partie du cours est de vérifier que ces propriétés restent valident
lorsque l’on considère des martingales en temps continues. On peut commencer
par « Jensen » :

Proposition 8.2.1. (Jensen) Si Mt est une martingale et f une fonction
convexe alors f(Mt) est une sousmartingale.

Si Mt est une sousmartingale et f une fonction convexe et croissante alors
f(Mt) est une sousmartingale.

Démonstration. (Mème chose que pour le cas discret.)
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Soit n ∈ N, dans le cas discret il est évident que maxk≤n E(|Mk|) < ∞
puisque pour chacun des termes E(|Mk|) < ∞. Dans le cas continue c’est légè-
rement moins évident puisque l’on considère une infinité de terme. C’est le but
de la proposition suivante

Proposition 8.2.2. Soit Mt une martingale, alors pour tout t ≥ 0

sup
0≤s≤t

E(|Ms|) <∞

Démonstration. La fonction f(x) =

{
x si x ≥ 0

0 sinon
est convexe croissant. Donc

f(Mt) = (Mt)
+ est une sousmartingale. On a |Ms| = 2(Ms)

+ −Ms

E(|Ms|) = 2E((Ms)
+)− E(Ms) = 2E((Mt)

+)− E(M0) <∞

car E(M0) <∞ et E((Mt)
+) ≤ E(|Mt|) <∞

Proposition 8.2.3. (Nombre de montés de Doob) Soient a < b, et (Ms)s≥0

une sousmartingale (cad) et soit

Nt = max{n : ∃s1 < t1 < s2 < t2 < · · · < tn ≤ t : ∀i ≤ n : Msi < a et Mti > b}

(le nombre de fois que Ms fait des aller retour entre a et b.) Alors

(b− a)E(Nt) ≤ E((Mt − a)+)− E((M0 − a)+).

Démonstration. On pose
M

(n)
t := M b2ntc

2n

alors M (n)
k
2n

est une martingale discrète. On note N (n)
t le nombre de monté pour

M
(n)
k
2n

. Donc on a

(b−a)E(N
(n)
t ) ≤ E((M

(n)
t −a)+)−E((M

(n)
0 −a)+) ≤ E((Mt−a)+)−E((M0−a)+)

Remarque c’est N (n)
t est croissante en n car

{ k
2n

: k ∈ N} ⊂ { k
2m

: k ∈ N}

si m ≥ n. De plus on a que
N

(n)
t → Nt

p.s. En effet on a N (n)
t ≤ Nt car { k2n : k ∈ N} ⊂ R+. Soit s1 < t1 < s2 <

t2 < · · · < tp ≤ t : ∀i ≤ p : Msi < a et Mti > b alors puisque Mt est continue
à droite il existe ε tel que pour tout s ∈ [si, si + ε] Ms < a et t ∈ [ti, ti + ε]
Ms > b. Il existe n tel que 1

2n < ε donc il existe k1 < q1 < k2 < q2 · · · tel que
ki
2n ∈ [si, si + ε] et qi

2n ∈ [ti, ti + ε] pour tout i ≤ p. Conclusion

N
(n)
t ≥ p
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et donc N (n)
t = Nt pour n suffisament grand. Pour finir

E(N
(n)
t )→ E(Nt)

par convergence monotone et donc E(Nt) ≤ E((Mt − a)+)−E((M0 − a)+).

Corollaire 8.2.4. Si il existe C > 0 tel que pour tout t ≥ 0 E(|Mt|) ≤ C alors
Mt converge p.s.

Démonstration. (Même chose pour le cas discret)

Proposition 8.2.5. (Inégalité maximale de Doob)
Soit Mt une sousmartingale alors pour tout t ≥ 0 et λ > 0

1. on a
λP(sup

s≤t
Ms > λ) ≤ E(|M0|) + 2E(|Mt|)

2. et

E(sup
s≤t
|Ms|p) ≤

(
p

p− 1

)p
E(|Mt|p).

Démonstration. Déjà on a par continuité à droite de Ms

sup
s≤t

Ms = sup
s∈Q∩[0,t]∪{t}

Ms

par l’inégalité maximale de Doob dans le cas discret on a

λP( sup
k
2n≤t

M k
2n
> λ) ≤ E(|M0|) + 2E(|Mt|)

et

E( sup
k
2n≤t

|M k
2n
|p) ≤

(
p

p− 1

)p
E(|Mt|p).

On peut conclure avec
sup
k
2n≤t

|M k
2n
| → sup

s≤t
|Ms|

p.s lorsque n→ 0 par continuité à droite.

Corollaire 8.2.6. Soit p > 1. Si il existe C > 0 tel que pour tout t ≥ 0
E(|Mt|p) ≤ C alors Mt converge p.s et dans Lp.

Démonstration. (Même chose pour le cas discret)
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8.3 Temps d’arret
On rappelle la définition donné dans la partie du mouvement brownien.

Définition 8.3.1. On dit que T : Ω→ R+ est un temps d’arret si {T ≤ t} est
Ft mesurable. Et on définit la tribu du temps d’arret

FT = {A : ∀t, A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft}

En temps discret l’exemple typique du temps d’arret est TA = inf{n : Xn ∈
A} avec Xn un processus adapté. En temps continue, c’est un peu plus délicat
parce que l’union ou l’intersection d’un nombre non dénombrale d’ensembles
n’est à priori pas mesurable. Il faut ajouter des conditions de régularité sur le
processus et on ne peut pas choisir n’importe quel ensemble A non plus.

Proposition 8.3.2. Soit (Xt)t≥0 un processus adapté (c’est à dire Xt est Ft
mesurable pour tout t) sur un espace métrique O. Soit A ⊂ 0

TA := inf{t ≥ 0 : Xt ∈ A}

alors
1. Si A est ouvert et Xt est cad alors TA est un temps d’arret.
2. Si A est fermé et Xt est continu alors TA est un temps d’arret.

Démonstration. Si A est ouvert, alors

{TA ≤ t} =
⋃

s∈Q∩[0,t]

{Xs ∈ A} ∪ {Xt ∈ A}

Le terme de gauche est inclu dans le terme de droite trivialement.
Si il existe s < t tel que Xs ∈ A alors il existe une petite boule de centre

Xs de rayon δ tel que Bδ(Xs) ⊂ A car A est ouvert. Par continuité à droite il
existe ε > 0 tel que pour tout s′ ∈ [s, s + ε], Xs′ ∈ Bδ(Xs) ⊂ A. Donc il existe
s′ ∈ [s, s+ ε] ∩Q, Xs′ ∈ A. Et on a donc le terme de droite inclu dans le terme
de gauche.

Conclusion {TA ≤ t} ∈ Ft et donc TA est un temps d’arret.
Si A est fermé.

{TA ≤ t} = { inf
s∈[0,t]∩Q

d(Xs, A) = 0}

en effet puisque A est fermé d(x,A) = 0 ⇔ x ∈ A.
Supposons infs∈[0,t]∩Q d(Xs, A) = 0 alors il exist (qn) ∈ QN tel que d(Xqn , A)→

0. [0, t] est compact, donc il existe s ∈ [0, t] tel qu’une sous suite qφ(n) converge
vers s. Puisque (Xt) est continue alors

Xqφ(n)
→ Xs

et donc d(Xs, A) = 0 soit Xs ∈ A.
On en déduit que {TA ≤ t} ∈ Ft car infs∈[0,t]∩Q d(Xs, A) est Ft mesurable.
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Théorème 8.3.3. (Théorème de l’arret.) Soient S, T deux temps d’arret telle
que S ≤ T et T <∞ p.s et (Ms)s≥0 une martingale alors

1. Mt∧T est une martingale.
2. Si supE(|Mt|) <∞ alors E(MT |FS) = MS.
3. Si il existe C > 0 tel que T ≤ C p.s alors E(MT |FS) = MS.

Démonstration. Idée de preuve : On considère

MT =
∑
k

∑
l

1 k
2n≤S<

k+1
2n

1 l
2n≤T<

l+1
2n
MT

on approxime T et S par l+1
2n et k+1

2n respectivement.
On travaille comme en discret.
On regroupe le tout lorsque n→∞ et en utilisant la continuité de Mt.

Exercice 8.3.4. Soit a < 0 < b et (Bt)t≥0 un mouvement brownien. On pose
Ta = inf{t : Bt ≤ a} et Tb = inf{t : Bt ≥ b}. Ce sont des temps d’arret par la
proposition 10 et (−∞, a], [b,∞) sont fermés.

1. Montrer que

P(Ta ≤ Tb) =
b

b− a
.

2. En utilisant que B2
t − t est une martingale, calculer

E(Ta ∧ Tb)

On note T = Ta ∧ Tb. On a T <∞ p.s

P(∀t : Bt ∈ [a, b]) ≤ P(Bt ∈ [a, b]) = P(B1 ∈ [
a√
t
,
b√
t
])→ 0

lorsque t→∞. (S = 0) On a alors

0 = E(BT ) = E(1T=TaBT + 1T=TbBT )

= aP(Ta ≤ Tb) + bP(Ta ≥ Tb)
= aP(Ta ≤ Tb) + b(1− P(Ta ≤ Tb))

on a alors P(Ta ≤ Tb) = −b
a−b .

0 = E(B2
T∧t − T ∧ t)

donc (par convergence monotone et convergence dominé).

E(T ) = E(B2
T 1T=Ta +B2

T 1T=Tb)

= a2 b

b− a
+ b2

−a
b− a

=
ab(a− b)
b− a

= −ab.
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Au bout du compte on peut voir que sans trop de changements, les propriétés
des martingales discrètes sont toujours valides pour les martingales continues.
Cependant il manque encore le Lemme 3.0.9 qui est peut-être le plus important
de tous. On verra qu’il va mener à la définition de l’intégrale stochastique.

8.4 Feuille d’exercice 9, Martingales continues.
Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou

non et justifier pourquoi.

Exercice 8.4.1. Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien, a > 0 > b et Ta =
inf{t : Bt = a} et Tb = inf{t : Bt = b}.

— Ta ∧ Tb <∞ p.s.
— P(Ta < Tb) = |b|

a+|b| .
— E(B2

Ta∧Tb) = E(Ta ∧ Tb)
— E(Ta ∧ Tb) = |b|a

Exercice 8.4.2. Soit (Mt)t≥0 une martingale continue positive tel que Mt → 0
p.s, M0 = a > 0 et on note Tb = inf{t : Mt = b} pour b ≥ 0.

— Pour tout b > 0, Tb <∞ p.s,
— Pour tout b > 0, E(MTb) = a,
— Soit b > a alors P(supt≥0Mt ≥ b) = a

b ,
— P(supt≥0(Bt − µt) ≥ b) = e−2µb.

Exercice 8.4.3. Comme dans le premier exercice (Bt)t≥0 un mouvement brow-
nien, a > 0 > b et Ta = inf{t : Bt = a} et Tb = inf{t : Bt = b}.

— Pour tous α ∈ R, eγ(Bt−α)− γ
2

2 t + e−γ(Bt−α)− γ
2

2 t est une martingale
— Si a = |b| alors E(e−

γ2

2 Ta∧Tb) = cosh(a+|b|
2 γ)

— Pour a, b quelconque E(e−
γ2

2 Ta∧Tb) =
cosh(

a+|b|
2 γ)

cosh(
a−|b|

2 γ)
.

— Pour tout λ ≥ 0, E(eλTa∧Tb) <∞.

Exercice 8.4.4. Soit M (γ)
t une famille de martingales continues indexée par

γ ∈ R et “analytique” en γ c’est à dire qu’elle peut s’écrire M (γ)
t =

∑
i≥0 γ

iN i
t

où N i
t sont des processus continues, bornés dans L1 sur tout intervalle de temps

[0, t].
— eγBt−

γ2

2 t = 1 + γBt + γ2

2 (B2
t − t) +O(γ2).

— B3
t − 3tBt est une martingale continue.

— Pour tout i, N i
t est une martingale continue.

— Pour tout k, dk

dγk
[eγBt−

γ2

2 t]|γ=0 est une martingale continue.



Chapitre 9

Processus à variation finie

Il se trouve que les martingales continues ont un comportement semblable à
un mouvement brownien dans la mesure où sur un intervalle de temps, elles res-
tent à peu près à leurs place mais oscillent énormément. En calcul stochastique
on décomposera des processus sous la forme

Xt = At +Mt

avec M une martingale continue, elle contiendra les « oscillations rapides » de
X et At un processus plus régulier et qui reflètera la tendance moyenne du
processus. On demandera en fait que At soit à « variation fini ».

9.1 Fonction à variation fini
Définition 9.1.1. Soit a : [0, 1] → R. On dit que a est à variation fini si il
existe C > 0, tel que pour 0 < t1 < t2 < · · · < tn < 1 on a

n∑
i=0

|a(ti+1)− a(ti)| ≤ C.

C’est équivalent à il existes µ+ et µ− des mesures finis sur [0, 1], µ = µ+−µ−
(mesure signée) tel que

a(t)− a(0) =

∫ t

0

µ(ds) = µ([0, t])

Exemple 9.1.2. On a que
1. Les fonctions Lipschitziennes sont à variation fini. En effet, si a est
κ−lipschitzienne. Alors pour tout i |a(ti+1) − a(ti)| ≤ κ|ti+1 − ti| et
alors

n∑
i=0

|a(ti+1)− a(ti)| ≤
n∑
i=0

κ|ti+1 − ti| ≤ κ.
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2. Les fonction C1([0, 1]) sont à variation fini.(elles sont lipschitziennes)
3. a(t) = 1

t n’est pas à variation fini.
4. a(t) = t cos( 1

t ) n’est pas à variation fini (exo).
5. Les fonctions croissantes (ou décroissantes) bornées sont à variations finis.

On a directement
n∑
i=0

|a(ti+1)− a(ti)| =
n∑
i=0

a(ti+1)− a(ti) = a(1)− a(0).

Remarque 9.1.3. a est à variation fini ssi il existe g croissant et f décroissant
(bornés) tel que a(t) = f(t) + g(t).

En posant f(t) = µ−([0, t]) et g(t) = µ+([0, t]).

Remarque 9.1.4. On peut choisir µ+ et µ− de tel sorte quelles soient à support
disjoint.

On introduit ν = µ+ + µ−. µ est « dominé » par ν (c’est à dire ν(A) = 0⇒
µ(A) = 0). Theorème de Radon Nikodym. Il existe h fonction [0, 1]→ R tel que
µ(dx) = ν(dx)h(x). On peut alors choisir

µ̃+ = νh(x)1h(x)≥0

µ̃− = −νh(x)1h(x)<0

on peut vérifier quelles sont à support disjoint et que µ = µ̃+ − µ̃−.

Démonstration. Montrons que les deux définitions sont équivalentes :
On note |µ| = µ+ + µ−.
Si a(t)− a(0) =

∫ t
0
µ(ds) alors pour tout 0 < t1 < · · · < tn < 1 on

n∑
i=0

|a(ti+1)− a(ti)| =
n∑
i=0

|
∫ ti+1

ti

µ(ds)| ≤
n∑
i=0

∫ ti+1

ti

|µ|(ds) =

∫ 1

0

|µ|(ds) <∞

Supposons que il existes C > 0 tel que pour tout 0 < t1 < · · · < tn < 1 on a

n∑
i=0

|a(ti+1)− a(ti)| ≤ C

Construisons µ.
On peut construire

ν̃([s, t]) := sup
s<t1<···<tn<t

n∑
i=0

|a(ti+1)− a(ti)|

ça définit bien une mesure. On vérifie que c’est cohérent. Soit s < s′ < t. On a

ν̃([s, t]) = ν̃([s, s′]) + ν̃([s′, t])
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De plus ν̃ est une mesure finie. On construit h : [0, 1] → R tel que µ(dx) =
h(x)dν̃(dx) .

a(ti+1)− a(ti) =

∫ ti+1

ti

µ =

∫ ti+1

ti

h(s)ν̃(ds)

On pose

h(n)(s) =

n∑
i=0

1s∈[ti,ti+1)
a(ti+1)− a(ti)

ν̃([ti, ti+1))

On choisit t(n)
i = i

2n . On remarque h(n) est une martingale sur [0, 1], pour la
filtration Fn = σ([ i2n ,

i+1
2n )) pour l’espace de proba ([0, 1], (Fn), ν̃). −1 ≤ h(n) ≤

1. Alors h(n) converge p.s sur [0, 1] et dans L1. On peut vérifier que

a(t) =

∫ t

0

h(s)ν̃(ds)

En effet pour tout i, n

a(
i

2n
)− a(0) =

∫ i2−n

0

h(n)(s)ν̃(ds)

et on a alors pour tout t en prenant n→∞.

Définition 9.1.5. (Intégrale) Soit a une fonction à variation fini et µ sa mesure
associé. Soit f tel que

∫ 1

0
|f ||µ|(ds) <∞. On note alors∫ 1

0

f(s)da(s) :=

∫ 1

0

f(s)dµ.

Proposition 9.1.6. Soit f continue sur [0, 1], et soit 0 < t
(n)
1 < · · · < t

(n)
pn < 1

tel que maxi≤pn |t
(n)
i+1 − t

(n)
i | → 0. Alors

pn∑
i=0

f(t
(n)
i )(a(t

(n)
i+1)− a(t

(n)
i ))→

∫ 1

0

f(s)da(s)

Démonstration. On pose f (n)(t) = f(t
(n)
i ) pour t(n)

i ≤ t < t
(n)
i+1 c’est l’approxi-

mation de f par une fonction constante par morceau (sur les [t
(n)
i , t

(n)
i+1]).

pn∑
i=0

f(t
(n)
i )(a(t

(n)
i+1)− a(t

(n)
i )) =

pn∑
i=0

f(t
(n)
i )

∫ ti+1

ti

dµ

=

pn∑
i=0

∫ ti+1

ti

f (n)(s)dµ(s)

=

∫ 1

0

f (n)(s)dµ(s).
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Puisque maxi≤pn |t
(n)
i+1 − t

(n)
i | → 0 et f est continue on a f (n) → f sur [0, 1].

Par convergence dominé (f est continue donc bornée)∫ 1

0

f (n)(s)dµ(s)→
∫ 1

0

f(s)µ(ds) =

∫ 1

0

f(s)da(s).

Définition 9.1.7. Soit f tel que
∫ 1

0
|f ||µ|(ds) <∞ alors

b(t) :=

∫ t

0

f(s)µ(ds)

est à variation fini.

Démonstration. La mesure f(x)µ(dx) est fini.

Soit t ∈ R+, la définition « à variation fini » et les propriétés associés de
généralisent de manière élémentaire aux fontions définies sur [0, t]. On dira éga-
lement qu’une fonction définie sur R+ est à variation fini si pour tout t ≥ 0,
cette fonction restreinte à [0, t] est à variation finie.

9.2 L’intégrale de Stieljes (discussion)

Avec y(n)
i ∈ [t

(n)
i , t

(n)
i+1].

pn∑
i=0

f(y
(n)
i )(a(t

(n)
i+1)− a(t

(n)
i ))→? =

∫ 1

0

f(s)da(s)

Ce que l’on vient de voir : OK si f continue et a à variation fini.
Question : Pour quel conditions a t on que la limite est bien définie ?
Une condition possible c’est f est p-Holder et a est q-Holder avec p ≥ 1/2

et q ≥ 1/2.

9.3 Processus à variation
Définition 9.3.1. On dit que A est un processus à variation fini si pour tout
ω ∈ Ω, t→ At(ω) est une fonction à variation fini.

Contre exemple : Le mouvement brownien n’est PAS à variation fini. On
verra pourquoi dans la suite.
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9.4 Feuille d’exercice 11, Variation finie et p-variation.
Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou

non. Justifier alors ou donner un contre exemple.

Exercice 9.4.1. Soit a une fonction à variation fini sur [0, 1]et g une fonction
C1(R,R) et b une fonction bornée alors

— g ◦ a est à variation fini.
— h(t) :=

∫ t
0
g(s)da(s) est à variation fini.

— limn→∞
∑n
k=1 g( kn )(a( kn )− a(k−1

n )) =
∫ 1

0
g(s)da(s)

— ∃C > 0, |
∑n
k=1 b(

k
n )(a( kn )−a(k−1

n ))−
∑n
k=1 b(

k−1
n )(a( kn )−a(k−1

n ))| ≤ C
pour tout n ∈ N∗.

Exercice 9.4.2. Soit a et b des fonctions sur [0, 1] respectivement 1
p Holder et

1
q Holder.

— a est à p-variation.
— Si p < q alors a est de q-variation nulle.
— Si 1

p + 1
q > 1 alors

∑n
k=1(a( kn )− a(k−1

n )(b( kn )− b(k−1
n ))→ 0.

— Soit (t
(n)
k )n∈N,k≤n tel quek−1

n ≤ t
(n)
k ≤ k

n . Alors si
1
p + 1

q = 1

n∑
k=1

(a(
k

n
)− a(

k − 1

n
))b(t

(n)
k )

admet une limite pour n→∞ indépendamment du choix de (t
(n)
k )n∈N,k≤n.

Exercice 9.4.3. Soit (Yi)i∈N des variables iid avec E(Yi) = 0 et E(Y 2
i ) = 1. On

pose S(N)
n = 1√

N

∑n
i=1 Yi. Soit ε > 0.

— ∃M , P(
∑N
k=1 |S

(N)
k −S(N)

k−1| < M) ≥ 1−ε pour tout N suffisament grand.
— ∃M , P(

∑N
k=1 |S

(N)
k − S

(N)
k−1|2 < M) ≥ 1 − ε pour tout N suffisament

grand.
— Kn := (S

(N)
n )2 − E((S

(N)
n )2) est une martingale.

— Pour N →∞, Pour tout t1 < t2 < · · · < tn ((S
(N)
bNtic)

2 − E((S
(N)
bNtic)

2)i≤n

converge en loi vers (B2
ti − ti)i≤n.

Exercice 9.4.4. Soit Bt et B̃t deux mouvements brownien indépendant et At
un processus à variation fini.

— B2
t est à variation fini.

— Pour p > 2,
∑n
k=1 |B k

n
−B k−1

n
|p → 0 en proba.

—
∑n
k=1(B k

n
−B k−1

n
)(B̃ k

n
− ˜B k−1

n
)→ 0 en proba.

— Kt :=
∫ t

0
BsdAs est un processus à variation fini.



Chapitre 10

Variation quadratique des
martingales continues

Dans toute cette partie et dans la suite du cours, pour tout martingale M
on supposera queE(M2

t ) <∞ pour t ≥ 0. Une martingale continue oscille beau-
coup, de fait la variation absolu de la partie précédente n’est pas adaptée pour
appréender les fluctuations de M . Le bon objet sera la variation quadratique :

sup
(tt)

∑
i

(Mti −Mti−1
)2

On verra que ceci converge vers un processus 〈M,M〉 qui décrit alors l’intensité
des fluctuations M .Comme pour le mouvement brownien on peut penser une
martingale continue comme, dans une certaine limite, une somme d’un grand
nombre de petite variables aléatoire de moyenne (conditionnelle) nulle. A la
limite , les particularités de ces variables s’effacent et in fine, seules leur variance
compte. La «variation quadratique» 〈M,M〉t de la martingale peut être vu
comme le processus aléatoire décrivant la variance de ces petites variables. De
manière informelle on a 〈M,M〉t+dt − 〈M,M〉t = E((Mt+dt −Mt)

2|Ft).
De fait la variation quadratique apparait naturellement pour les martingales

continues comme on peut le voir dans la simple proposition suivante.

Proposition 10.0.1. SoitMt une martingale continue telle que t ≥ 0 E(M2
t ) <

∞ alors
1. Pour tout s < t on a E(M2

t −M2
s |Fs) = E((Mt −Ms)

2|Fs),
2. Pour tout s = t0 < t1 < · · · < tn = t on a E(M2

t − M2
s |Fs) =

E(
∑n−1
i=0 (Mti+1

−Mti)
2|Fs),

En particulier E(M2
t −M2

s ) = E(
∑n−1
i=0 (Mti+1

−Mti)
2).

Démonstration. On écrit Mt = (Mt −Ms) +Ms et donc .

E(M2
t −M2

s |Fs) = E((Mt −Ms)
2 + 2Ms(Mt −Ms)|Fs)
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On a aussi

E(Ms(Mt −Ms)|Fs) = MsE(Mt −Ms)|Fs) = Ms(E(Mt|Fs)−Ms) = 0

car (Mt)t≥0 est une martingale.

E(

n−1∑
i=0

(Mti+1 −Mti)
2|Fs) = E(

n−1∑
i=0

E(Mti+1 −Mti)
2|Fti)|Fs)

= E(

n−1∑
i=0

E(M2
ti+1
−M2

ti |Fti)|Fs)

= E(

n−1∑
i=0

M2
ti+1
−M2

ti |Fs)

= E(M2
ti −M

2
s |Fs).

J’ai plusieurs fois répété qu’une martingale continue oscille beaucoup. C’est
ce que dit le lemme suivant : sauf cas trivial, une martingale continue n’est pas
à variation fini.

Lemme 10.0.2. Soit (Mt)t≥0 une martingale continue avec M0 = 0 tel que ∀t
E(M2

t ) <∞, à variation finie alors

Mt = 0

p.s pour tout t.

Démonstration. Supposons Mt soit « uniformément à variation finie ». Il existe
C p.s pour tout ω ∈ Ω la variation de Mt(ω) est borné par C. Pour tout
0 < t1 < · · · < tn−1 < t

E(M2
t ) =

n−1∑
i=0

E((Mti+1
−Mti)

2)

≤ E(

n−1∑
i=0

sup
i≤n
|Mti+1 −Mti |.|Mti+1 −Mti |)

= E(sup
i≤n
|Mti+1 −Mti |.

n−1∑
i=0

|Mti+1 −Mti |)

≤ CE(sup
i≤n
|Mti+1

−Mti |)

PuisqueMt est continue E(supi≤n |Mti+1−Mti |)→ 0 pour max |ti+1− ti| →
0. Conclusion E(M2

t ) = 0 c’est à dire Mt = 0 p.s.
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Pour le cas générale on pose Tk := inf{t : supti
∑
|Mti+1 −Mti | ≥ k}. Alors

la variation de Mt∧Tk est uniformément borné par k. Donc Mt∧Tk = 0. Pour
finir Tk →∞ lorsque k →∞ p.s car M est à variation fini. Alors 0 = Mt∧Tk →
Mt.

Définition 10.0.3. Soit (Mt)t≥0 une martingale continue avec ∀t E(M2
t ) <

∞. On appelle variation quadratique 〈M,M〉t l’unique processus (issu de 0) à
variation finie tel que

M2
t − 〈M,M〉t

soit une martingale.

Exemple On a vu que B2
t − t est une martingale donc siM est le mouvement

brownien alors 〈M,M〉t = t.

Démonstration. L’unicité : Supposons Mt uniformément borné. Soit 〈M,M〉(1)
t

et 〈M,M〉(2)
t deux processus à variation fini tel que M2

t − 〈M,M〉(1)
t et M2

t −
〈M,M〉(2)

t soient des martingales. Alors

M2
t − 〈M,M〉(1)

t −M2
t + 〈M,M〉(2)

t = 〈M,M〉(2)
t − 〈M,M〉(1)

t

Le terme de droite est une martingale, le terme de gauche est à variation fini donc
c’est une martingales continue à variation fini donc 〈M,M〉(2)

t −〈M,M〉(1)
t = 0.

Pour le cas général on pose TC := inf{t : Mt > C}. Alors le résultat est vrai
pour Mt∧TC et on l’étend à Mt en passant à la limite C →∞

Proposition 10.0.4. Pour 0 < t1 < · · · < tn < t on a

n−1∑
i=0

(Mti+1
−Mti)

2 → 〈M,M〉t

en proba lorsque max |ti+1 − ti| → 0.

2

n−1∑
i=0

Mti(Mti+1 −Mti)→M2
t − 〈M,M〉t

en proba lorsque max |ti+1 − ti| → 0.

Démonstration. Idée de la preuve

M2
t −M2

s = 2Ms(Mt −Ms) + (Mt −Ms)
2

Par itération immédiate on obtient

M2
t = 2

∑
ti<t

Mti(Mti −Mti+1) +
∑

(Mti −Mti+1)2

On pose
X(n)
s = 2

∑
Mti(Mti∧s −Mti+1∧s)
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Z(n)
s =

∑
(Mti∧s −Mti+1∧s)

2.

Observer alors que

1. X(n)
s est une martingale.

2. i→ Z
(n)
ti est croissante donc à variation finie.

Proposition 10.0.5. Xs et Zs converge en probabilité.

Définition 10.0.6. (Crochet de Martingale continue)
Soit M et N deux martingales continues bornées dans L2. On note 〈M,N〉t

l’unique fonction à variation finie tel que

MtNt − 〈M,N〉t

est une martingale.

Remarque 10.0.7. 2〈M,N〉t = 〈M +N,M +N〉t − 〈M,M〉t − 〈N,N〉t.

Proposition 10.0.8. Pour 0 < t1 < · · · < tn < t on a

n−1∑
i=0

(Mti+1
−Mti)(Nti+1

−Nti)→ 〈M,N〉t

en proba lorsque max |ti+1 − ti| → 0.

Définition 10.0.9. On dit que Xt est une semimartingale continue ssi il existe
Mt une martingale et At un processus à variation fini (adapté), issu de 0 tel que

Xt = Mt +At

Remarque 10.0.10. C’est décomposition est unique.

10.1 Feuille d’exercice 12, Variation quadratique
martingale continue.

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier alors ou donner un contre exemple.

Par défaut on supposera que les martingales satisfont E(M2
t ) <∞ pour tout

t ≥ 0.

Exercice 10.1.1. Soit (Bt)t≥0 et (B̃t)t≥0 deux mouvements brownien indépen-
dant et (Mt)t≥0, (Nt)t≥0 deux martingales continue issues de 0.

— Si 〈M,M〉 = 〈N,N〉 p.s alors M = N p.s.
— limn→∞ |

∑n
k=1B k

n
(B k

n
−B k−1

n
)−

∑n
k=1B k−1

n
(B k

n
−B k−1

n
)| = 1.

— 〈B, B̃〉t = 0.
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— 〈2B − B̃, 2B − B̃〉t = 3t.

Exercice 10.1.2. Soit (Mt)t≥0 une martingale continue, Xt un processus conti-
nue et Sε = inf{t ≥ 0, 〈M,M〉t ≥ ε}.

— Si limn→∞ E(
∑n
k=1 |X k

n
−X k−1

n
|2) = 0 alors X1 = X0 p.s

— E((Mt∧Sε −M0)2) ≤ ε
— {〈M,M〉t = 0} ⊂ {Mt = M0} p.s.
— {Mt = M0} ⊂ {〈M,M〉t = 0} p.s.

Exercice 10.1.3. Soient (Xt)t≥0, (Yt)t≥0 des semimartingales continues issue
de 0.

— E(X1Y1) = E(〈X,Y 〉1).
— Si pour tout s ≥ 0, limn→∞ E(

∑bnsc
k=1 |Y kn − Y k−1

n
|2) = 0 alors Y est à

variation finie.
— Si il existe A un processus à variation finie tel que X = Y + A alors
〈X,Y 〉 = 〈X,X〉 = 〈Y, Y 〉.

— Si X,Y sont des matingales avec 〈X,Y 〉t = 0 alors X et Y sont indépen-
dantes.

Exercice 10.1.4. Soit (Mt)t≥0 une martingale continue avec M0 = 0. Pour
n ∈ N∗ on pose Tn = inf{t ≥ 0 : |Mt| ≥ n} et Sn = inf{t ≥ 0 : 〈M,M〉t = n}.

— {limt→∞Mt existe et est finie} =
⋃
n∈N{Tn =∞}.

— {Tn =∞} ⊂ {〈M,M〉∞ <∞} p.s.
— Pour tout n, E(M2

t∧Sn) <∞.
— {limt→∞Mt existe et est finie} = {〈M,M〉∞ <∞} p.s



Chapitre 11

Intégrale Stochastique

On rappel que pour une martingale discrète (Mn)n∈N martingale et (Hn)n∈N
un processus prévisible c’est à dire (Fn−1). Alors

(H ·M)n :=

n∑
i=1

Hi(Mi −Mi−1).

est une martingale.
On aimerait avoir un Lemme semblable pour Mt une martingale continue et

soit Ht un processus adapté. Le but est de définir

(H ·M)t =

∫ t

0

HsdMs =?

que l’on appellera Intégrale Stochastique. Un point essentielle sera de traduire
la notion de «prévisible» dans le cas continue. Remarquer aussi Mt n’est pas à
variation fini et donc la définition de l’intégrale au sens des variations finies ne
peut pas être utilisé ici. Il s’agit donc de définir une nouvelle notion d’intégrale,
adaptée aux martingales continues.

Définition 11.0.1. SoitMt une martingale continue et Ht un processus adapté
p.s constant par morceau. C’est à dire qu’il existe 0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn
et (Hi)i≤n−1 des variables respectivement Fti mesurables tel que

Ht(ω) =

n−1∑
i=0

Hi(ω)1]ti,ti+1]

pour tout ω ∈ Ω. On définit alors

(H ·M)t :=
∑
i

Hi(Mti+1∧t −Mti∧t)

Démonstration. Vérifions que (H ·M)t est bien une martingale. Tout d’abord
pour s ∈ (ti, ti+1)Hs est Fti mesurable. Ensuite puisque la somme de martingale
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est encore une martingale il suffit de montrer que Hi(Mti+1∧t −Mti∧t) est une
martingale. et

(Mti+1∧t −Mti∧t) =


0 si t < ti

(Mt −Mti) si ti < t < ti+1

Mti+1
−Mti si t ≥ ti+1

Soit s < t. Montrons que E(Mti+1∧t−Mti∧t|Fs) = Mti+1∧s−Mti∧s. Si t < ti
alors on immédiatement Hi(Mti+1∧t −Mti∧t) = 0 et Hi(Mti+1∧s −Mti∧s) = 0.
Si ti ≤ s < t ≤ ti+1 alors

E(Hi(Mt −Mti)|Fs) = Hi(E(Mt)|Fs)−Mti) = Hi(Ms −Mti).

Si ti+1 ≤ s < t, Mti+1∧t −Mti∧t = Hi(Mti+1
−Mti) = Mti+1∧s −Mti∧s et

les autres cas sont triviaux. On a donc bien une martingale.

Dans la suite on supposera toujours M0 = 0.

Proposition 11.0.2. Soit (Ω,F , µ) et une filtration Ft. On note H l’ensemble
des martingales continues uniformément borné dans L2. Alors H est un espace
de Hilbert pour le produit scalaire

E(M∞N∞)

où M∞, N∞ est la limite dans L2 et p.s de Mt et Nt.

On note F∞ = σ((Ft)t≥0) On a toujours pour les martingales continues
uniformément borné dans L2 Mt = E(M∞|Ft)

En particulier ‖M‖2 = E(M2
∞) = E(〈M,M〉∞). Où 〈M,M〉∞ est la limite

de 〈M,M〉t pour t→∞.
En effet M2

t − 〈M,M〉t est une martingale donc pour tout t, E(M2
t ) −

E(〈M,M〉t) = 0 On peut conclure par convergence L2 de la martingale et par
convergence monotone de 〈M,M〉t.

De même on a
E(M∞N∞) = E(〈M,N〉∞)

où 〈M,N〉∞ est la limite de 〈M,N〉t.

Définition 11.0.3. SoitM une martingale continue : on note L2(M) l’ensemble
des processus Ht adaptés tel que

E(

∫ ∞
0

H2
t d〈M,M〉t) <∞

(ici c’est l’intégrale à variation fini car 〈M,M〉t est à variation fini). Et on
note E(M) ⊂ L2(M) le sous ensembles des processus constant par morceaux.

On munit L2(M) du produit scalaire

E(

∫ ∞
0

HtKtd〈M,M〉t)
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et donc de la norme

‖H‖L2(M) = E(

∫ ∞
0

H2
t d〈M,M〉t)

Proposition 11.0.4. On a
1. E(M) est dense dans L2(M)

2. L’application E(M)→ H définit par H → (H ·M) est une isométrie.

Théorème 11.0.5. (Définition de l’intégrale stochastique). Il existe une unique
isométrie de L2(M)→ H qui étend H → (H ·M) définit sur E(M)→ H.

Preuve de la proposition 11.0.4. Puisqu’il s’agit d’un espace de Hilbert E(M)
est dense dans L2(M) est équivalent à E(M)⊥ = {0}. Soit H ∈ E(M)⊥. On
pose

Xt =

∫ t

0

Hs〈M,M〉s

Puisque

E(

∫ ∞
0

H2
t d〈M,M〉t) <∞

on a presque surement
∫∞

0
H2
t d〈M,M〉t <∞. En particulier

∫ t
0
|Hs|〈M,M〉s <

∞ pour tout t. On en déduit que Xt est à variation fini sur [0, T ].

∑
|Xti+1

−Xti | =
∑
|
∫ ti+1

ti

Hs〈M,M〉s| ≤
∑∫ ti+1

ti

|Hs|〈M,M〉s =

∫ T

0

|Hs|〈M,M〉s <∞.

Montrons que Xt est une martingale c’est à dire que E(Xt −Xs|Fs) = 0.

Xt −Xs =

∫ t

s

Hu〈M,M〉u =

∫ ∞
0

KuHu〈M,M〉u

ou on a poseKu = 1(s,t)(u). Soit F une fonction Fs mesurable alors FK ∈ E(M)
Donc

E(

∫ ∞
0

FKuHud〈M,M〉u) = 0 = E(F (Xt −Xs))

Conclusion pour toute fonction F Fs mesurable 0 = E(F (Xt−Xs)) on en déduit
que E((Xt−Xs)|Fs) = 0. Donc Xt est une martingale c’est donc une martingale
continue et à variation fini. On en déduit que Xt = 0. Et alors Hs = 0 µ presque
surement où µ est la mesure associé à la fonction à variation fini 〈M,M〉s. Donc
H = 0 dans “L2(M)”.

Montrons maintenant (H → (H ·M) définie par

(H ·M)t =
∑
i

Hi(Mti+1∧t −Mti∧t)

est une isométrie de L2(M) dans H.
-c’est bien une application linéaire.
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-(H ·M) est bien une martingale.
-Elle préserve la distance :

‖(H ·M)‖2H = E((H ·M)2
∞) = E(

∑
i

Hi(Mti+1
−Mti))

2

=
∑
i

∑
j

E(HjHi(Mti+1
−Mti)(Mtj+1

−Mtj ))

=
∑
i

E(H2
i (Mti+1 −Mti)

2) + 2
∑
i<j

E(HjHi(Mti+1 −Mti)(Mtj+1 −Mtj ))

puisque Mti+1
,Mti , Hi et Hj sont Ftj mesurable

E(HjHi(Mti+1−Mti)(Mtj+1−Mtj )) = E(HjHi(Mti+1−Mti)E((Mtj+1−Mtj )|Ftj )) = 0

car M est une martingale. On a donc

‖(H ·M)‖2H =
∑
i

E(H2
i (Mti+1 −Mti)

2)

=
∑
i

E(H2
i (M2

ti+1
−M2

ti))

=
∑
i

E(H2
i (〈M,M〉ti+1

− 〈M,M〉ti))

=
∑
i

E(

∫ ti+1

ti

H2
i d〈M,M〉t)

= E(

∫ ∞
0

H2
t d〈M,M〉t)

= ‖H‖L2(M)

En effet M2
t − 〈M,M〉t est une martingale donc

E(H2
i (M2

ti+1
−M2

ti) = E(H2
i E(M2

ti+1
−M2

ti |Fti)
= E(H2

i E(〈M,M〉ti+1
− 〈M,M〉ti |Fti)

= E(H2
i (〈M,M〉ti+1 − 〈M,M〉ti))

et finalement H → H ·M est bien une isométrie de E(M) et H.

Proposition 11.0.6. Soit M,N ∈ H et soit H ∈ L2(M) alors

〈(H ·M), N〉t =

∫ t

0

Hsd〈M,N〉s = H · 〈M,N〉s

Remarquer ici que l’intégrale et le « · » de droite est au sens de la variation
finie . Alors que le « · » de gauche est une intégrale stochastique.Remarquer
également que cette propriété est élémentaire pour des martingales discrètes :∑
i≤n

((H ·M)i − (H ·M)i−1)(Ni −Ni−1) =
∑
i≤n

Hi(M i −M i−1)(Ni −Ni−1)

= H · 〈M,N〉n
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Démonstration. Pour H = Hi1(ti,ti+1) avec Hi Fti mesurable.

(H ·M)t =


0 si t < ti

Hi(Mt −Mti) si ti < t < ti+1

Hi(Mti+1
−Mti) si t ≥ ti+1

donc

〈(H ·M), N〉t =


0 si t < ti

Hi〈M,N〉t − 〈M,N〉ti) si ti < t < ti+1

Hi〈M,N〉ti+1
− 〈M,N〉ti) si t ≥ ti+1

soit

〈(H ·M), N〉t =


0 si t < ti∫ t
ti
Hid〈M,N〉s si ti < t < ti+1∫ ti+1

ti
Hid〈M,N〉s si t ≥ ti+1

=

∫ t

0

Hd〈M,N〉s

Par linéarité on a donc la proposition pour les fonctions constantes par mor-
ceaux (H ∈ E(M)).

Par continuité on étend la proposition à tous les H ∈ L2(M).

Proposition 11.0.7. (associativité ) Soit M ∈ H, K dans L2(M) et H ∈
L2(K ·M) alors HK ∈ L2(M) et

(H · (K ·M)) = (HK) ·M

11.1 Feuille d’exercice 13 : Integrale stochastique
Rappel : Pour M une martingale continue borné dans L2, A un processus

à variation fini et H ∈ L2(M) un processus adapté, on notera
∫ t

0
HsdMs =

(H ·M)t l’intégrale stochastique associé à H et M et
∫ t

0
HsdA(s) = (H · A)t

l’intégrale pour la variation finie associé à H et A.
Pour chacun des exercices suivant, dites si les affirmations correctes ou non.

Expliquer ou donner un contre exemple.

Exercice 11.1.1. Soit A un processus à variation finie, M une martingale
continue bornée dans L2.

— Soit Ft :=
∫ t

0
cos(Ms)dA(s). Alors (Ft)t≥0 est à variation finie p.s.

— (Ft)t≥0 est une martingale.
— Pour tout t ≥ 0 : E(

∫ t
0

sin(Ms)dMs) = 0

— sin(Ms) =
∫ t

0
cos(Ms)dMs.

Exercice 11.1.2. Soit Ms une martingale continue uniformément bornée dans
L2 et un processus adapté Hs ∈ L2(M).
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— (H ·M)t =
∫ t

0
HsdMs est une martingale continue uniformément bornée

dans L2.
— E((H ·M)2

t ) = E(
∫ t

0
|Hs|2d〈M,M〉t)

— Si il existe C ≥ 0 tel que Hs ≤ C pour tout s ≥ 0 p.s alors il existe C ′
tel que (H ·M)s ≤ C pour tout s ≥ 0 p.s.

— 〈(H ·M), (H ·M)〉t converge p.s. et dans L1.

Exercice 11.1.3. Soit Bt un mouvement brownien. Soit (Hs)s≥0 un processus
adapté uniformément borné.

— E((H ·B)2
t ) =

∫ t
0
E(|Hs|2)ds

— Supposons Hs = 1Bs≥0. Alors pour tout s on a (H ·B)s ≥ 0 p.s.
— B2

t = 2
∫ t

0
BsdBs.

— 2
∫ t

0
BsdBs = B2

t − t

Exercice 11.1.4. Soit a un processus à variation finie, Ms une martingale
continue bornée dans L2 et Hs un processus adapté uniformément borné (∃C >

0 : |Hs| < C p.s pour tout s ≥ 0) et continue. Soit 0 < t
(n)
1 < t

(n)
2 < · · · <

t
(n)
pn = t une segmentation de [0, t]. On supposera que maxi≤pn |t

(n)
i+1 − t

(n)
i | → 0

lorsque n → ∞. Pour tout n on choisit une suite 0 ≤ y
(n)
1 ≤ · · · ≤ y

(n)
pn ≤ t tel

que y(n)
i ∈ [t

(n)
i−1, t

(n)
i ] pour tout i ≤ pn.

— Quelque soit le choix des y(n)
i on a pour n→∞

pn−1∑
i=0

H
y
(n)
i

(A
t
(n)
i
−A

t
(n)
i−1

)→
∫ t

0

HsdA(s)

en probabilité.
— Quelque soit le choix des y(n)

i on a pour n→∞
pn−1∑
i=0

H
y
(n)
i

(Mti −Mti−1
)→

∫ t

0

HsdMs.

en probabilité.
— Si pour tout n, i y(n)

i = t
(n)
i−1 alors Kk :=

∑k
i=0Hy

(n)
i

(Mti −Mti−1) est
une martingale discrète.

— Supposons M borné. Si pour tout n, i y(n)
i = t

(n)
i alors pour n→∞

E

(
pn−1∑
i=0

M
y
(n)
i

(Mti −Mti−1
)

)
→ E(〈M,M〉t)

Exercice 11.1.5. Soient M and N deux martingales continues bornées dans
L2 et K,H des processus adaptés et bornés.

— (K · (H ·M))t = (H · (K ·M))t
— 〈H ·M,N〉t = 〈M,H ·N〉t =

∫ t
0
Hsd〈M,N〉s

— 〈H · (M +N),K ·N〉t = (HK) · 〈M,N〉t + (HK) · 〈N,N〉t
— Si (Bt)t≥0 est un mouvement brownien alors 〈B,B ·B〉t = tBt



Chapitre 12

Formule d’Ito

La formule d’Ito est l’outil de base du calcul stochastique. C’est l’équivalent
du principe fondamental de l’analyse pour les processus stochastiques. Elle in-
dispensable, utilisée tout le temps et partout. Le point essentiel est qu’il faut
rajouter à l’intégrale un terme qui dépend de la variation quadratique.

12.1 La formule d’Ito, enoncé et exemples simples.
Théorème 12.1.1. (Formule d’Ito : En dimension 1)Soit (Xt)t≥0 une semi-
martingale et f : R→ R dans C2(R) alors

f(Xt) = f(X0) +

∫ t

0

f ′(Xs)dXs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Xs)d〈X,X〉s

Théorème 12.1.2. (En dimension d)Soit (X
(1)
t , · · · , X(d)

t )t≥0 une semimar-
tingale et f : R2 → R dans C2(Rd) alors

f((X
(1)
t , · · · , X(d)

t )

= f((X
(1)
0 , · · · , X(d)

0 ) +

d∑
k=1

∫ t

0

∂f

∂xk
(Xs)dXs +

1

2

d∑
k,l=1

∫ t

0

∂2f

∂xk∂xl
(Xs)d〈X(k), X(l)〉s.

Exemple 12.1.3. Appliquons la formule d’Ito sur des cas simple :
1. Considérons (B2

t )t≥0. Ici f(x) = x2, f ′(x) = 2x, f ′′(x) = 2 et la variation
quadratique 〈B,B〉s = s (ce qui donne d〈B,B〉s = ds)

B2
t = 0 +

∫ t

0

2BtdBt +
1

2

∫ t

0

2ds = 2

∫ t

0

BtdBt + t

Remarquer que l’on retrouve bien le fait que B2
t − t est une martingale.

76
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2. Considérons (B3
t )t≥0. Ici f(x) = x3, f ′(x) = 3x2, f ′′(x) = 6x et toujours

〈B,B〉s = s. On a donc

B3
t = 0 + 3

∫ t

0

B2
sdBs + 3

∫ t

0

Bsds

Lemme 12.1.4. si

Xt =

∫ t

0

HsdMs +

∫ t

0

PsdAs

alors « dXt = HsdMs + PsdAs » et « d〈X,X〉s = H2
sd〈M,M〉s ».

Démonstration. En effet pour tout K processus adapté on a∫ t

0

KsdXs = (K ·X)t = (K · (H ·M))t = ((KH) ·M)t =

∫ t

0

KsHsdMs

et même chose pour PsdAs. On a également

〈(H ·M), (H ·M)〉t = H2 · 〈M,M〉t

Exemple 12.1.5. Considérons B4
t et appliquons la formule d’Ito de deux ma-

nière différente soit Xt = Bt et f(x) = x4 soit Xt = B2
t et f(x) = x2.

Pour le deuxième cas Xt = 2
∫ t

0
BtdBt + t donc par le Lemme précédent on

a dXs = 2BsdBs + ds et d〈X,X〉s = 4B2
sds. Avec f(x) = x2, f ′(x) = 2x,

f ′′(x) = 2 on obtient

(B2
t )2 = 0+

∫ t

0

2B2
s×2BsdBs+

∫ t

0

2B2
sds+

1

2

∫ t

0

2×4B2
sds = 4

∫ t

0

B3
sdBs+6

∫ t

0

B2
sds

Dans le deuxième cas avec f(x) = x4, f ′(x) = 4x3 et f ′′(x) = 12x2 on a
directement

B4
t = 4

∫ t

0

B3
sdBs + 6

∫ t

0

B2
sds

Passons à la preuve de la formule d’Ito. Voici l’idée générale, on peut considé-
rer l’exemple simple (Mt)

2. Par définition de l’intégrale stochastique (M ·M) =∫
MtdMt est une martingale alors M2

t est une sousmartingale. La formule naive
M2
t = M2

0 +2
∫ t

0
MsdMs est donc fausse ! En fait on a construit la variation qua-

dratique 〈M,M〉 exactement de tel sorte que l’on aitM2
t = M2

0 +2
∫ t

0
MsdMs+

〈M,M〉t ou plus généralement M2
t = M2

s + 2
∫ t
s
MudMu + 〈M,M〉t − 〈M,M〉s.

C’est En considérant une fonction quelconque f , si f est C2 alors localement
on peut toujours écrire f(x) ≈ ax2 + bx + c. C’est ce qui va donner en fin de
compte la formule d’Ito.
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Démonstration. Pour le cas d = 1.Pour tout 0 = t0 < t1 < · · · < tpn = t on a

f(Xt)− f(X0) =

pn∑
i=1

f(Xti)− f(Xti−1)

Puisque f ∈ C2(R), par développement de Taylor (exact) on a pour tout x, y, il
exists x∗ ∈ [x, y] tel que :

f(y) = f(x) + (y − x)f ′(x) +
1

2
(y − x)2f ′′(x∗)

Donc il existe des Y ∗i ∈ [Xti−1 , Xti ] tel que

f(Xt)− f(X0) =
∑
i

(
(Xti −Xti−1

)f ′(Xti−1
) +

1

2
(Xti −Xti−1

)2f ′′(Yi)

)
(12.1)

Lorsque on choisit des segmentations de plus en plus petite Hti−1 = f ′(Xti−1)

∑
i

(Xti −Xti−1
)f ′(Xti−1

)→
∫ t

0

f ′(Xs)dXs.

Il reste le deuxième terme. Il faut montrer que

1

2

∑
i

(Xti −Xti−1
)2f ′′(Yi)→

1

2

∫ t

0

f ′′(Xs)d〈X,X〉s. (12.2)

Par construction de 〈X,X〉 pour toute fonction plateau 1t∈[a,b] on a la conver-
gence en proba

1

2

∑
i

(Xti −Xti−1
)21ti−1∈[a,b] →

1

2

∫ b

a

d〈X,X〉s.

On pourrait alors obtenir (12.2) en utilisant
1. la densité de l’espace vectoriel des fonctions plateaux.
2. |f ′′(Yi)− f ′′(Xti−1)| → 0 car f ′′ est continue.

On peut alors conclure : equation (12.1) donne

f(Xt)− f(X0) =
∑
i

(· · · )→
∫ t

0

f ′(Xs)dXs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Xs)d〈X,X〉s

Il existe également une formule d’intégration par partie pour l’intégrale sto-
chastique. Sans surprise, il faut ajouter un terme utisant la variation quadra-
tique, (ici un crochet de martingale).
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Proposition 12.1.6. “Intégration par partie” Soit (Xt)t≥0 et (Yt)t≥0 deux se-
mimartingales continues∫ t

0

XsdYs = (XtYt −X0Y0)−
∫ t

0

YsdXs − 〈X,Y 〉t

On peut comparer cette formule à l’intégration par partie en « analyse réelle».
Pour f, g ∈ C1 on a∫ y

0

f ′(x)g(x)dx = [f(y)g(y)− f(0)g(0)]−
∫ y

0

f(x)g′(x)dx

On peut écrire ”df(x) = f ′(x)dx” et ”dg(x) = g′(x)dx”. On remarque qu’il s’agit
donc bien de la même formule mais auquel on a ajouté le crochet de martingale.

Démonstration. On pose f(x, y) = xy on a ∂f
∂x (x, y) = y, ∂f∂y (x, y) = x, ∂

2f
∂x2 (x, y) =

0, ∂2f
∂y2 (x, y) = 0 ∂2f

∂y∂x (x, y) = ∂2f
∂x∂y (x, y) = 1. D’après la formule d’Ito (en di-

mension 2) on a

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

YsdXs+

∫ t

0

XsdYs+
1

2

∫ t

0

1×d〈X,Y 〉s++
1

2

∫ t

0

1×d〈Y,X〉s

soit

XtYt = X0Y0 +

∫ t

0

YsdXs +

∫ t

0

XsdYs + 〈X,Y 〉t

Conclusion ∫ t

0

XsdYs = (XtYt −X0Y0)−
∫ t

0

YsdXs − 〈X,Y 〉t

12.2 Applications de la formule d’Ito
On énonce ici quelques conséquences de la formule d’Ito.
Pour Bt un mouvement brownien et µ ∈ R on avait vu que exp(µBt −

µ2

2 t) est une martingale continue. Ce qui suit en est une généralisation pour les
martingales continue

Lemme 12.2.1. Soit Mt une martingale continue et µ ∈ R alors

E(µMt) := exp(µMt −
µ2

2
〈M,M〉t)

est une martingale. (sous les conditions d’intégrabilité.)
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Démonstration. Soit f(x, y) = exp(µx−µ
2

2 y). Alors ∂f∂x (x, y) = µf(x, y), ∂f∂y (x, y) =

−µ
2

2 f(x, y), ∂
2f
∂x2 (x, y) = µ2f(x, y). Il est inutile de calculer ∂2f

∂x∂y (x, y), ∂
2f
∂y2 (x, y)

car 〈〈M,M〉, 〈M,M〉〉t = 0, et 〈M, 〈M,M〉〉t = 0. D’après la formule d’Ito avec
Xt = Mt et Yt = 〈M,M〉t :

exp(µMt −
µ2

2
〈M,M〉t) = exp(µM0) +

∫ t

0

µE(µMs)dMs

−
∫ t

0

µ2

2
E(µMs)d〈M,M〉s +

1

2

∫ t

0

µ2E(µMs)d〈M,M〉s

Conclusion

exp(µMt −
µ2

2
〈M,M〉t) = exp(µM0) +

∫ t

0

µE(µMs)dMs

C’est donc une martingale car Mt est une martingale et la définition de l’inté-
grale d’Ito pour les martingales. Plus généralement si f satisfait

∂f

∂y
(x, y) = −1

2

∂2f

∂x2
(x, y)

alors f(Mt, 〈M,M〉t) est une martingale.

Théorème 12.2.2. (Levy) Soit (Mt)t≥0 une martingale continue avec M0 = 0.
Alors

M est un mouvement brownien ⇔ 〈M,M〉t = t

(En dimension d) Soit (Mt)t≥0 une martingale continue dans Rd avec M0 =
0. Alors

M est un mouvement brownien ⇔ 〈M (i),M (j)〉t =

{
t si i = j

0 sinon
.

Démonstration. Soit (Mt)t≥0 une martingale continue avec M0 = 0 tel que
〈M,M〉t = t. Comme échauffement, montrons que Mt est une gaussienne de
variance t. On calcule (la transformé de Laplace)

E(eµMt) = E(eµMt−µ
2

2 t)e
µ2

2 t = E(eµMt−µ
2

2 〈M,M〉t)e
µ2

2 t

Par le Lemme précédent on a eµMt−µ
2

2 〈M,M〉t est une martingale et donc

E(eµMt−µ
2

2 〈M,M〉t) = E(eµM0) = 1.

On a alors bien que E(eµMt) = e
µ2

2 t qui est la même chose que pour une gaus-
sienne de variance t.
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Montrons que Mt est un mouvement brownien. Tout d’abords trivialement
on a que Mt est continue. Ensuite soit 0 < t1 < t2 < · · · < tn, montrons que
Mti −Mti−1

sont des gaussiennes indépendantes. On calcule

E(eµ1Mt1+µ2(Mt2−Mt1 )+···+µn(Mtn−Mtn−1
))

= E(eµ1Mt1
+µ2(Mt2

−Mt1
)+···+µn(Mtn−Mtn−1

)−µ
2

2 tn−tn−1)e
µ2

2 tn−tn−1

= E(E(−|Ftn−1))e
µ2

2 tn−tn−1

= E(eµ1Mt1
+µ2(Mt2

−Mt1
)+···+µn−1(Mtn−1

−Mtn−2
))e

µ2n
2 tn−tn−1

car eµnMt−
µ2n
2 〈M,M〉t est une martingale. Par direct itération on obtient :

E(eµ1Mt1+µ2(Mt2−Mt1 )+···+µn(Mtn−Mtn−1
)) =

∏
e
µ2i
2 ti−ti−1 =

∏
E(eµi(Mti

−Mti−1
)).

On obtient alors un produit et cela est vrai pour tout µ1, · · · , µn ∈ R. Donc
les incréments sont indépendant. De plus ce sont bien tous des gaussiennes de
variance respectivement ti − ti−1.

Remarque 12.2.3. On peut comparer ce résultat au théorème centrale limite pour
les martingales discrètes. L’hypothèse〈M,M〉t = t remplace ici 1

n

∑
E((Mi −

Mi−1)2|Fi−1) = σ2 et on obtient alors également une gaussienne à la limite.

Théorème 12.2.4. Soit Mt une martingale continue M0 = 0 et 〈M,M〉t →∞
p.s Alors il existe un mouvement brownien (Bt)t≥0 tel que

Mt = B〈M,M〉t

Théorème 12.2.5. Soit Bt un mouvement brownien et Ft la filtration cano-
nique associée à B. Soit Z F∞-mesurable borné dans L2. Alors il existe un
unique processus adapté H tel que

Z = E(Z) +

∫ ∞
0

HsdBs.

Démonstration. Idée : Zt := E(Z|Ft). On a

Zt = E(Z) +

∫ t

0

HsdBs

12.3 Feuille d’exercice 14 : Formule d’Ito
Pour chacun des exercices suivant, dites si les affirmations correctes ou non.

Expliquer ou donner un contre exemple.
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Exercice 12.3.1. Soit X = M + A une semimartingale avec A un proces-
sus à variation finie et M une martingale continue bornée dans L2. Et Bt un
mouvement brownien.

— exp(γBt − γ2

2 t) = 1 +
∫ t

0
exp(γBs − γ2

2 s)dBs.

— sin(Mt) =
∫ t

0
cos(Ms)dMs − 1

2

∫ t
0

sin(Ms)ds.
— X3

t −X3
0 = 3

∫ t
0
X2
sdXs + 3

∫ t
0
Xsd〈M,M〉s ,

—
∫ t

0
sdBs = tBt −

∫ t
0
Bsds.

Solution 12.3.2. En effet
1. Non, Il manque juste le facteur γ devant l’intégrale. Plus généralement

c’est la martingale de la forme exp(γMt − γ2

2 〈M,M〉t) = exp(γM0) +

γ
∫ t

0
exp(γMs− γ2

2 〈M,M〉s)dMs. On peut refaire le calcul avec la formule

d’Ito : f(x, y) = eγx−
γ2

2 y, ∂xf = γf , ∂yf = −γ
2

2 f ∂xxf = γ2 et alors

exp(γBt −
γ2

2
t) = 1 + γ

∫ t

0

exp(γBs −
γ2

2
s)dBs −

γ2

2

∫
exp(γBs −

γ2

2
s)ds

+
γ2

2

∫ t

0

exp(γBs −
γ2

2
s)d〈B,B〉s.

= 1 + γ

∫ t

0

exp(γBs −
γ2

2
s)dBs.

2. Non, La formule d’Ito donne f(x) = sin(x), ∂xf = cos(x) et ∂xxf =
− sin(x).

sin(Mt) =

∫ t

0

cos(Ms)dMs −
1

2

∫ t

0

sin(Ms)d〈M,M〉s.

3. Oui, Avec f(x) = x3 ∂xf = 3x2 et ∂xxf = 6x. Et on a que 〈X,X〉t =
〈M,M〉t. La formule d’Ito donne bien

X3
t −X3

0 = 3

∫ t

0

X2
sdXs + 3

∫ t

0

Xsd〈M,M〉s

4. Oui, C’est l’intégration par partie avec Xt = Bt et Yt = t où 〈X,Y 〉t = 0
car Y est à variation finie. On aurait pu aussi simplement utiliser la
formule d’Ito avec f(x, y) = xy.

Exercice 12.3.3. Soit X = M +A une semimartingale avec A un processus à
variation finie et M une martingale continue bornée dans L2. Et f une fonction
C2.

— |Mt| = |M0|+
∫ t

0
sign(Ms)dMs.

— f(Xt)− 1
2

∫ t
0
f(Xs)d〈X,X〉s est une martingale.

— X2
t −M2

t est une martingale.
— XtMt = X0M0 + 2

∫ t
0
MsdMs +

∫ t
0
MsdAs + 〈M,M〉t.
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Solution 12.3.4. En effet
1. Non, La formule d’Ito n’est valide que pour les fonctions C2et ne peut

pas être utilisé pour x→ |x|. En particulier ici
2. Non, il rest le terme de varation fini de dXs.
3. Non, Par exemple M = 0 et At = t.
4. Non, La formule d’Ito avec f(x, y) = xy donne

XtMt = X0M0 +

∫ t

0

(Ms +As)dMs +

∫ t

0

MsdAs

+

∫ t

0

MsdAs +
1

2

∫
d〈X,M〉s +

1

2

∫
d〈M,X〉s.

= X0M0 + 2

∫ t

0

MsdMs +

∫ t

0

MsdAs∫ t

0

AsdMs + 〈M,M〉t

Exercice 12.3.5. Soit Bt = (Bt, B̃t) un mouvement brownien dans R2, 0 <
ε < 1, T = inf{t : ‖Bt + 1‖ = ε} et sign(x) = 1 si x ≥ 0 et −1 sinon

—
∫ t

0
B̃sdBs = BtB̃t −

∫ t
0
BsdB̃s.

— log ‖Bt∧T + 1‖ est une martingale.
—
∫ t

0
(1T≤t − 1T>t)dBs est un mouvement brownien.

—
∫ t

0
sign(Bs)dBs est un mouvement brownien.

Exercice 12.3.6. SoientMs,M̃s des martingale continues bornée dans L2 issue
et Hs, H̃s des processus adaptés et borné.

— (H ·M)2
t =

∫ t
0
H2
sdMs + 1

2

∫ t
0
H2
sd〈M,M〉s.

— E((
∫ t

0
HsdMs)(

∫ t′
0
H̃sdM̃s)) = E(

∫ t∧t′
0

HsH̃sd〈M, M̃〉s).
— f((H·M)t) = f(0)+

∫ t
0
Hsf

′((H·M)s)dMs+
1
2

∫ t
0
H2
s f
′′((H·M)s)d〈M,M〉s

— E(((H − H̃) · (M − M̃))2
t ) ≤ E((H − H̃)2

t )E((M − M̃)2
t ).

Exercice 12.3.7. Soit Ms une martingale continue uniformément bornée dans
L2 issue de 0 à accroissement indépendant et un processus adapté Hs ∈ L2(M).

— 〈M,M〉t = E(M2
t ) p.s.

— E(exp(γ(Mt −Ms))) = exp(γ
2

2 E((Mt −Ms)
2)).

— Mt −Ms est une gaussienne.
— Avec E(M2

t ) dérivable et dont la dérivée Ft = d
dtE(M2

t ) ≥ ε pour tout t
pour un certain ε > 0. alors ( 1

F ·M)t est un mouvement brownien.



Chapitre 13

Equation differentielle
stochastique

13.1 Equation differentielle stochastique
Lorsque l’on parle d’équation différentielle au sens usuelle on pense en géné-

rale à une fonction y fonction C1 satisfaisant

dy

dt
(t) = b(t, y(t))

équation que l’on peut également écrire comme dy = b(t, y(t))dt ou sous forme
intégrale y(t) = y(0) +

∫ t
0
b(s, y(s))ds.

Une équation différentielles stochastiques (EDS) est formellement la même
chose sauf que l’on considère y une semimartingale et que l’on ajoute un terme
de « bruit blanc », formellement la dérivé du brownien

dy = b(t, y(t))dt+ σ(t, y(t))dBt

où il faut comprendre cette équation avec la forme intégrale y(t) = y(0) +∫ t
0
b(s, y(s))ds+

∫ t
0
σ(s, y(s))dBs où le dernier terme est l’équation stochastique.

Plus formellement une EDS c’est :

Définition 13.1.1. Soit b : R+ × Rd → Rd et σ : R+ × Rd → Rd×m. On note
E(b, σ) l’équation differentielle stochastique

dXt = b(t,Xt)dt+ σ(t,Xt)dBt.

Une solution d’une équation différentielle stochastique consiste en
— Un espace de probabilité avec une filtration Ω,F ,Ft, µ
— Un mouvement brownien (Bt) adapté de dimension m (Bt ∈ Rm)
— y une semimartingale sur Rd qui satisfait

Xt = X0 +

∫ t

0

b(s,Xs)ds+

∫ t

0

σ(s,Xs)dBs

84



CHAPITRE 13. EQUATION DIFFERENTIELLE STOCHASTIQUE 85

On peut aussi imposer une condition initial X0 = x.
Puisque la solution est un processus aléatoire il convient de rappeler qu’en

probabilité il peut y avoir plusieurs sens à l’égalité : égalité en loi / égalité p.s.
On aura donc aussi plusieurs sens quand on parle d’unicité de la solution :

Définition 13.1.2. (Unicité)
— On dira qu’il y a unicité faible si pour tout X1 et X2 solution de E(b, σ),

X1 et X2 ont même loi.
— On dira qu’il y a unicité trajectorielle si pour tout X1 et X2 solution de

E(b, σ) ayant le même espace de proba et le même mouvement brownien
alors X1

t = X2
t presque surement pour tout t.

Il se trouve que unicité trajectorielle⇒ unicité en loi. Mais l’autre sens n’est
pas vrai comme on peut le voir dans l’exemple ci dessous

Exemple 13.1.3. Soit βt un mouvement brownien on pose

Bt =

∫ t

0

signe(βs)dβs

où signe(βt) = 1 is βt ≥ 0 et signe(βt) = −1 si βt < 0. Ici

〈B,B〉t =

∫ t

0

signe(βs)2d〈β, β〉s =

∫ t

0

1ds = t

Par théorème de Levy B est un mouvement brownien. Considérons maintenant
l’EDS

dXt = signe(Xt)dBt

Quel que soit la solution à cette équation on montre par le même argument
que c’est un mouvement brownien. On a donc l’unicité faible. Cependant on
peut remarquer queβt et −βt sont solution de cette équation stochastique.
En effet dBt = signe(βs)dβs et donc signe(βs)dBt = dβs. De même on a
signe(−βs)dBt = −dβs. Il n’y a donc pas unicité trajectorielle.

13.2 Cas Lipschitzien
Dans cette partie on montre l’existence et l’unicité trajectoriellle sous des

hypothèses Lipschitziens :
On supposera qu’il existe K > 0 tel que
— |b(t, x)− b(t, y)| ≤ K|x− y| pour tout t ≥ 0 , x, y ∈ Rd
— |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ K|x− y| pour tout t ≥ 0 , x, y ∈ Rd
— b(t, x) ≤ K(1 + |x|) σ(t, x) ≤ K(1 + |x|) pour tout t ≥ 0 , x ∈ Rd

Théorème 13.2.1. Sous hypothèse Lipschitzienne on a existence et unicité
trajectorielle de E(b, σ).
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Dans la suite on supposera d = 1, mais la preuve fonctionne également dans
le cas d ≥ 1. On se restreint à l’intervalle t ∈ [0, 1]. Si pour chaque intervale
[n, n+1] on montre l’existence et l’unicité trajectorielle, on pourra ensuite coller
les solutions après les autres pour obtenir l’existence et l’unicité sur l’intervale
[0,∞).

13.2.0.1 Preuve de l’unicité

Soit X1 et X2 solution E(b, σ). Calculons E(|X1
t − X2

t |2). Puisqu’ils sont
solution de E on a

E(|X1
t −X2

t |2) = E((

∫ t

0

b(t,X1
s )− b(t,X2

s )|ds+

∫ t

0

σ(t,X1
s )− σ(t,X2

s )dBs)2)

en développant le carré on obtient

E(|X1
t−X2

t |2) ≤ 2E

((∫ t

0

b(t,X1
s )− b(t,X2

s )ds

)2
)

+E
((∫ t

0

σ(t,X1
s )− σ(t,X2

s )dBs

))
On rappelle que

E

((∫ t

0

σ(t,X1
s )− σ(t,X2

s )dBs

)2
)

= E
(∫ t

0

(σ(t,X1)− σ(t,X2
s ))2ds

)
≤ K2

∫ t

0

E(|X1
s −X2

s |2)ds

Par Cauchy Swartz

E

((∫ t

0

b(t,X1
s )− b(t,X2

s )ds

)2
)
≤ E

(∫ t

0

|b(t,X1
s )− b(t,X2

s )|2ds
)

≤ K2

∫ t

0

E(|X1
s −X2

s |2)ds

Finallement

E(|X1
t −X2

t |2) ≤ 4K2

∫ t

0

E(|X1
s −X2

s |2)ds

Lemme 13.2.2. (Gronwall) Soit h une fonction borné dans [0, 1]

h(t) ≤ a+ b

∫ t

0

h(s)ds

alors
h(t) ≤ aebt.
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Démonstration. Puisque h(s) ≤ a+ b
∫ s

0
h(u)du

h(t) ≤ a+ b

∫ t

0

h(s)ds ≤ a+ tba+ b2
∫ t

0

ds

∫ s

0

h(u)du

En itérant la formule n fois on obtient

h(t) ≤ a+ tba+
1

2
at2b2 + · · ·+ 1

n!
atnbn +

∫ t

0

∫ s

0

· · ·
∫ sn

0

h(u)ds1ds2 · · ·

Le dernière terme converge vers 0 pour n→∞ et finalement h(t) ≤ aebt.

Pour utiliser Gronwall, il faut que l’on ait une fonction bornée. On pose alors
T = inf{X1

t > C,X2
t > C} on a

E(|X1
t∧T −X2

t∧T |2) ≤ 4K2

∫ t

0

E(|X1
s∧T −X2

s∧T |2)ds

Par Gronwall avec a = 0 on a finallement E(|X1
t∧T −X2

t∧T |2) = 0.
il suffit maintenant de prenant C →∞, T →∞ pour avoir E(|X1

t −X2
t |2) = 0

c’est à dire |X1
t −X2

t |2 = 0 p.s. ce qui conclue la preuve de l’unicité.

13.2.0.2 Preuve de l’existence

L’idée est la même que pour une équation différentielle ordinaire : on utilise
un point fixe de Picard. Plus précisément on construit une suite de processus
aléatoires

— X0
t = x

— X1
t = x+

∫ t
0
b(s,X0

s )ds+
∫ t

0
σ(s,X0

s )dBs

— Xn
t = x+

∫ t
0
b(s,Xn−1

s )ds+
∫ t

0
σ(s,Xn−1

s )dBs pour tout n ≥ 1
Remarquer que par récurence immédiate pour tout n, Xn est adapté. Si main-
tenant cette suite de processus Xn converge vers un certain X∞ alors ce X∞
sera solution de E(b, σ).

Commençons par montrer qu’il n’y a pas explosion de la solution et montrons
que pour tout t, il existes (Cn)n∈N ∈ R tel que E(|Xn

t |2) ≤ Cn. On fait cela par
récurence : en developpant le carré on a

E(|Xn
t |2) ≤ 3(x2 + E((

∫ t

0

b(s,Xn−1
s )ds)2) + E((

∫ t

0

σ(s,Xn−1
s )dBs)

2)

donc

E(|Xn
t |2) ≤ 3(x2 +K2E(

∫ t

0

(1 + |Xn−1
s |)2ds) +K2E((

∫ t

0

(1 + |Xn−1
s |)2ds)

≤ 3x2 + 2K2(1 + Cn−1) + 2K2(1 + Cn−1)

:= Cn
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Montrons maintenant pour un t > 0 suffisament petit, le processus (Xn
s )0≤s≤t

converge pour n→∞. Pour cela on calcule E(sups≤t |Xn
s −Xn+1

s |2).

E(sup
s≤t
|Xn

s −Xn+1
s |2) ≤ 2E(sup

s≤t
|
∫ s

0

b(u,Xn−1
u )du−

∫ s

0

b(u,Xn
u )du|2)

+ 2E(sup
s≤t
|
∫ s

0

σ(u,Xn−1
u )dBu −

∫ s

0

σ(u,Xn
u )dBu|2).

On a

E(sup
s≤t
|
∫ s

0

b(u,Xn−1
u )du−

∫ s

0

b(u,Xn
u )du|2) ≤ K2E(

∫ s

0

sup
u≤t
|Xn−1

u −Xn
u |2du)

≤ K2tE(sup
s≤t
|Xn−1

s −Xn
s |2).

On rappelle que pour tout Mt martingale et p > 1 on a

E(sup
s≤t
|Ms|p)) ≤

(
p

p− 1

)p
E(|Ms|p))

Par défintion de l’intégrale stochastique
∫ s

0
σ(u,Xn−1

u )dBu −
∫ s

0
σ(u,Xn

u )dBu
est une martingale et donc avec p = 2 on a

E(sup
s≤t
|
∫ s

0

σ(u,Xn−1
u )dBu −

∫ s

0

σ(u,Xn
u )dBu|2))

≤ 22E(|
∫ s

0

σ(u,Xn−1
u )dBu −

∫ s

0

σ(u,Xn
u )dBu|2))

≤ 4E(|
∫ s

0

K2|Xn−1
u −Xn

u |2du))

≤ 4K2tE(sup
s≤t
|Xn−1

s −Xn
s |2)

Conclusion on a

E(sup
s≤t
|Xn

s −Xn+1
s |2) ≤ 5K2tE(sup

s≤t
|Xn−1

s −Xn
s |2)

On choisit alors t < 1
5K2 . De tel sorte que

E(sup
s≤t
|Xn

s −Xn+1
s |2) ≤ κE(sup

s≤t
|Xn−1

s −Xn
s |2)

avec κ < 1. On a immédiatement

E(sup
s≤t
|Xn

s −Xn+1
s |2) ≤ κnE(sup

s≤t
|X0

s −X1
s |2)→ 0
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qui est sommable. Finallement pour tout m ≥ n

E(sup
s≤t
|Xn

s −Xm
s |2)1/2 ≤

m−1∑
k≥n

E(sup
s≤t
|Xk

s −Xk+1
s |2)1/2

≤ (1− κ1/2)−1κn/2E(sup
s≤t
|X0

s −X1
s |2)1/2

→ 0

où on a utilisé ∑
k≥n

κk = κn
∑
k≥0

κk = (1− κ)−1κn

La suite (Xn
s )0≤s≤t forme donc une suite de Cauchy dans L2. Il existe donc

(X∞s )0≤s≤t telle que Xn converge vers X∞.



Quatrième partie

Corrections des Exercices et
Examens
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Chapitre 14

Corrections des Exercices

14.1 Feuille d’exercice 1 : Rappel de probabilité.
Cette première série est assez longue et doit être vu à la fois comme une fiche

de révision sur vos précédents cours de probabilités et comme une boite à outils
qui pourra être utilisée tout le long du cours. Il y a beaucoup de questions et
beaucoup de notions donc prennez le temps pour les revoirs et les réassimiler.

Dans chacun des exercices suivants dites pour chacune des affirmations si
elle est vrai ou fausse et expliquer pourquoi.

Exercice 14.1.1. (Espaces mesurables) Soit Ω un ensemble. Les tribus et fonc-
tions ci dessous sont définies sur Ω.

1. Soit F1 et F2 deux tribus telle que F1 ⊂ F2 alors toute fonction F1

mesurable est F2 mesurable.
2. Soit F1 et F2 deux tribus et σ(F1,F2) la tribu engendrée par F1 et F2.

Alors pour tout A ∈ σ(F1,F2), A ∈ F1 ou A ∈ F2.
3. Soit X une variable aléatoire, σ(X) la tribu engendrée par X et f une

fonction continue R→ R. Alors f(X) est une fonction σ(X) mesurable.
4. Soit (fi)i∈N une suite de fonction F mesurables et f une fonction telle

que ∀ω ∈ Ω limi→∞ fi(ω) = f(ω). Alors f est F mesurable.

Exercice 14.1.2. (Espérance)
1. E(exp(X)) ≤ exp(E(X)).
2. L2(Ω) ⊂ L1(Ω) (ie : si E(|X|2) <∞ alors E(|X|) <∞).
3. E(lim inf Xn) ≤ lim inf E(Xn)

4. Si X > 0, alors P(X > 2) ≤ 1
2E(X).

Exercice 14.1.3. (Convergence)
1. Si Xn → X presque surement alors E(Xn)→ E(X).
2. Si Xn → X dans L2 alors E(Xn)→ E(X).

91
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3. Si Xn → X en loi alors E(f(Xn)) → E(f(X)) pour tout f : R → R
continue.

4. Si Xn → X dans L1 alors Xn → X en probabilité.

Exercice 14.1.4. (Indépendance)
1. Pour X, Y indépendants Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).
2. X et Y sont indépendants si et seulement si E(f(X)g(Y )) = E(f(X))E(g(Y ))

pour tout f, g mesurables et bornées.
3. Si X et Y sont indépendants, X et Z sont indépendants et Y et Z sont

indépendants. Alors X,Y, Z sont indépendants.
4. Soit (Xi)i∈N une suite de variables aléatoires iid tel que E(X1) = 0 et

E(X2
1 ) <∞. Alors limn→∞ E

(
( 1
n

∑n
i=1Xi)

2
)

= 0.

Exercice 14.1.5. (Lois aléatoires usuelles)
1. La somme de 3 variables de bernoulli indépendantes de paramêtre p

donne une loi binomiale B(3, p).
2. Soit (Xi)i∈N des variables de bernoulli iid. On définit T = inf{i : Xi = 1}

(ie : la première apparition d’un 1). Alors T suit une loi géométrique.
3. La somme de deux variables aléatoires gaussiennes est une variable aléa-

toire gaussienne.
4. La somme de deux variables aléatoires de Poisson indépendantes est une

variable aléatoire de Poisson.

14.2 Feuille d’exercice 2 : Espérance condition-
nelle

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non et justifier pourquoi.

Exercice 14.2.1. Soit X, Y deux variables alétoires quelconque alors :
— 3X4 + 2 est σ(X) mesurable Correct
— σ(X) ⊂ σ(X2) Faux
— Y est σ(Y 3) mesurable Correct
— σ(X + Y,X − Y ) = σ(X,Y ) Correct

Solution 14.2.2. En effet
1. Oui, pour toute fonction f : R→ R mesurable (pour la tribu borélienne),
f(X) est σ(X) mesurable.

2. Non, par exemple siX = ±1, alorsX2 = 1 et σ(X2) est la tribu grossière.
3. Oui, pour tout t ∈ R : [Y ≤ t] = [Y 3 ≤ t3] ∈ σ(Y 3). Et reciproquement

pour tout u ∈ R [Y 3 ≤ u] = [Y ≤ signe(u)|u|1/3] ∈ σ(Y ).
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4. On a immédiatement que X + Y et X − Y sont σ(X,Y ) mesurable.
Donc σ(X + Y,X − Y ) ⊂ σ(X,Y ). De même X = 1

2 (X + Y + X − Y )
et Y = 1

2 (X + Y − X + Y ) sont σ(X + Y,X − Y ) mesurable. Donc
σ(X,Y ) ⊂ σ(X + Y,X − Y ).

Exercice 14.2.3. On pose f(x) = |x| − 1 pour x ∈ [−1, 1], F est la tribu bo-
rélienne sur [−1, 1] avec la mesure µ(dx) = 1

2dx et B = σ([ k13 ,
k+1
13 )k∈[−13,12]∩Z).

On note g = E(f |B) :
— E(g) = −1/2 Correct
— g est négatif. Correct
— inf g ≥ −1 Correct
— g est continue sur [−1, 1] Faux

Solution 14.2.4. En effet
1. Oui, on a E(E(f |B)) = E(f) = 1

2

∫ 1

−1
|x| − 1 = − 1

2 .
2. Oui f ≤ 0 sur [−1, 1], alors E(f |B) ≤ 0

3. Oui f ≥ −1 sur [−1, 1] alors E(f |B) ≥ −1

4. Non, g est une fonction étagée constante sur les intervales [ k13 ,
k+1
13 )

Exercice 14.2.5. Soit les tribus B′ ⊂ B ⊂ F .
— Soit Z bornée et B mesurable et (Xn)n∈N ∈ L1(Ω,F , µ).. Si Xn → Y p.s.

alors E(E(Xn|B)Z)→ E(E(Y |B)Z) p.s. Faux
— E(E(X|B′)|B) = E(X|B′). Correct
— Si X ∈ L2(Ω,F , µ) et Y ∈ L2(Ω,B, µ) alors E((X−E(X|B))2) ≤ E((X−

Y )2). Correct
— Si X ≥ ε > 0 et Y est B mesurable. Alors E( YX |B) ≥ Y

E(X|B) . Faux

Solution 14.2.6. En effet
— Non, Par exemple avec Z = 1 et B = F , il faut une condition supplé-

mentaire (monotone, convergence dominée,...) pour que la convergence
p.s implique la converge de l’espérance.

— Oui E(X|B′) est déjà B mesurable puisque B′ ⊂ B. On a donc imédiate-
ment E(E(X|B′)|B) = E(X|B′)

— Oui il s’agit d’une propriété de la projection orthogonal : elle minimise
la distance L2 par rapport au sous espace. On peut la redémontré ainsi :

E((X − Y )2) = E((X − E(X|B))2) + 2E((X − E(X|B))(E(X|B)− Y ))

+ E((E(X|B)− Y )2)

Or E(X|B) − Y est B mesurable et par défintion de l’espérance condi-
tionnelle :

E((X − E(X|B))(E(X|B)− Y ))

= E(X(E(X|B)− Y ))− E(E(X|B)(E(X|B)− Y ))

= 0

et donc E((X − Y )2) ≥ E((X − E(X|B))2).
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— Non, contre exemple Y = −1 et B la tribu grossière. Cependant la formule
est correcte si Y est positive. En effet Puisque Y est B mesurable on a
E( YX |B) = Y E( 1

X |B). Alors par Jensen puisque 1
x est convexe

E(
1

X
|B) ≥ 1

E(X|B)
.

.

Exercice 14.2.7. Soit B1 et B2 deux tribus indépendantes.
— Si X est B1 mesurable alors E(X|B2) = E(X) p.s. Correct
— Si X est à la fois B1 mesurable et B2 mesurable. Alors X est constante.

Correct
— Pour tout Z σ(B1,B2) mesurable on a E(Z2) = E(E(Z|B1)2)+E(E(Z|B2)2).

Faux
— Si E(X|B2) = E(X) p.s. alors X est indépendant de B2. Faux

Solution 14.2.8. En effet
— Oui. Puisque X est B1 mesurable pour tout Z B2 mesurable, X et Z sont

indépendants. On a alors bien

E(XZ) = E(X)E(Z) = E(E(X)Z)

et donc E(X|B2) = E(X) p.s par unicité de l’espérance conditionnelle.
— Oui. Si X est à la fois B1 mesurable et B2 mesurable alors elle est in-

dépendante avec elle même et est donc constante. Pour la preuve soit
a ∈ R

P(X ≥ a) = P({X ≥ a} ∩ {X ≥ a}) = P(X ≥ a)2

donc P(X ≥ a) = 0 ou 1.
— Non. contre exemple Z = 1 donnerait 1 = 1 + 1.
— Non. Contre exemple sur {1, 2, 3, 4} avec µ la mesure uniforme, X(1) =

1, X(2) = −1, X(3) = X(4) = 0 et B = {∅, {1, 2}, {3, 4}, {1, 2, 3, 4}}.
Alors on peut vérifier que E(X) = 0 et que E(X1{1,2}) = E(X1{3,4}) = 0
et donc que E(X|B) = 0. Mais que que X n’est pas indépendant de B
puisque P({X = 1} ∩ {1, 2}) = 1

4 6= µ(X = 1)µ({1, 2})

14.3 Feuille d’exercice 3 : Martingales discrètes
et temps d’arret

Pour chacun des exercices dites si les affirmations sont correctes ou non et
justifier.

Exercice 14.3.1. Soit Xn des variables iid telles que E(X1) = 0, et on pose
Fn = σ((Xk)k≤n) la filtration canonique associé à Xn. Dans ce qui suit martin-
gales, surmartingales ou sousmartingales sont sous entendus pour la filtration
(Fn)n∈N.

— An =
∑n
k=1 3Xk est une martingale. Correct
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— Bn =
∑n+1
k=2 kXk est une martingale. Faux

— Cn =
∑n
k=1 k

2Xk − 3n est une sousmartingale. Faux
— Dn = (An)4 est une sousmartingale. Correct

Solution 14.3.2. En effet
1. Oui, (3Xn)n∈N sont des variables indépendentes de moyenne nulle.
2. Non Bn n’est pas Fn mesurable
3. Non, E(Cn+1|Fn) = Cn − 3 < Cn est une surmartingale et non une

sousmartingale
4. Oui, puisque An est une martingale et x → x4 est une fonction convexe

(Jensen).

Exercice 14.3.3. Soit Fn une filtration et Gn un processus adapté.
— T1 = min(k ∈ N|Gk > 1) est un temps d’arret. Correct
— T2 = min(k > T1|Gk < 0) est un temps d’arret. Correct
— T3 = max(k ∈ N|Gk = 0) est un temps d’arret. Faux

— T4 =

{
0 si G0 ≤ 0

4 sinon
est un temps d’arret. Correct

(temps d’arret évidement sous entendu pour Fn.)

Solution 14.3.4. En effet
1. Oui, comme dans le cours {T1 = n} = ∩k<n{Gk ≤ 1}∩{Gn > 1}est bien
Fnmesurable.

2. Oui, {T2 = n} = ∪l<n[{T1 = l}∩l<k<n {Gk ≥ 0}∩{Gn < 0}] est bien Fn
mesurable. En règle général, le temps de la k-ième visite d’un processus
adapté est également un temps d’arret.

3. Non, voir cours.
4. Oui, T4 est F0 mesurable. Donc en particulier pour tout k, {T4 = k} ∈
F0 ⊂ Fk.

Exercice 14.3.5. Soit Fn une filtration et (Mn)n∈N une martingale et (Nn)n∈N
une sousmartingale , soit Rn et Pn des processus predictibles positifs.

— An =
∑n
k=1(Mk −Mk−1)Mk est une martingale. Faux

— Bn =
∑n
k=1(Mk −Mk−1)Mk−1 est une martingale. Correct

— Cn = −
∑n
k=1(Nk −Nk−1)2Rk est une sousmartingale. Faux

— Dn =
∑n
k=1(Nk −Nk−1)(

∑k
i=1 Pi) est une sousmartingale. Correct

Solution 14.3.6. En effet
1. Non, Mk n’est pas prévisible.
2. Oui Mk−1 est prévisible.
3. Non, puisque −2Rk ≤ 0 finalement Cn est une surmartingale et non une

sousmartingale.
4. Oui, (

∑k
i=1 Pi) est prévisible positif.
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Exercice 14.3.7. Soit Fn une filtration, (Mn)n∈N une martingale avec M0 = 2
p.s. et T un temps d’arret fini p.s.

— E(Mn∧T ) = 2 Correct
— E(MT ) = 2 Faux
— Si ∃C > 0,∀n ∈ N,|Mn| < C p.s, alors E(MT ) = 2 Correct
— Si ∃C > 0,∀n ∈ N,E(|Mn|) < C alors E(MT ) = 2 Faux

Solution 14.3.8. En effet
1. Oui, puisqueMn∧T est une martingale, on a toujours E(Mn∧T ) = E(M0∧T ) =

E(M0) = 2

2. Non, les hypothèses sont ici insuffisantes. Contre exemple : la marche
aléatoire sur N, M0 = 2 avec le temps d’arret min(k : Mk = 0). Alors
E(MT ) = 0.

3. Oui, on a Mn∧T →MT car T est fini p.s. Donc par théorème de conver-
gence dominé : 2 = E(Mn∧T )→ E(MT ) et donc E(MT ) = 2.

4. Non, même exemple qu’au dessus : E(|Mn∧T |) = 2 mais E(MT ) = 0.

Exercice 14.3.9. Soit Xn une suite de variables aléatoires iid tel que P(X1 =
−1) = p et P(X1 = 1) = 1 − p avec p > 1/2 et Fn la filtration canonique pour
(Xn)n∈N :

— An =
∑n
k=1Xk est une martingale Faux

— Bn = 10 +
∑n
k=1Xk + (2p− 1)n est une martingale Correct

— Soit T = inf[k ∈ N, Ak + 10 = 0]. Alors T <∞ p.s. Correct
— E(T ) = 10

2p−1 Correct

Solution 14.3.10. En effet
1. Non, E(An+1|Fn) =

∑n
k=1Xk + E(Xn+1) = An − (2p− 1) < An.

2. Oui, E(Bn+1|Fn) = 10+
∑n
k=1Xk+(2p−1)n+E(Xn+1)+(2p−1) = Bn

3. Oui, Pour T , on peut remarquer que 0 ≤ E((10 +A)(n+1)∧T ) ≤ E((10 +
A)n∧T )− P(T > n)(2p− 1) et donc

∑
n∈N P(T > n) <∞.

4. De mème on a en fait E((2p + 1)(n ∧ T )) − E((10 + A)n∧T ) = 10 car B
est une martingale. De plus

E((2p+ 1)(n ∧ T ))→ (2p+ 1)E(T )

par croissance monotone et E((10 +A)n∧T )→ 0.

14.4 Feuille d’exercice 4 : Convergence de mar-
tingales discrètes.

Pour chacun des exercices suivant, cocher les affirmations correctes.

Exercice 14.4.1. Soit (Mn)n≥0 une surmartingale
— Si pour tout n, Mn ≥ −10 alors il existe M∞ telle que Mn →M∞ dans

L1 Faux
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— Si pour tout n Mn ≤ 10 alors il existe M∞ telle que Mn →M∞ p.s Faux
— Supposons que (Mn)n∈N uniformément bornée, alors il existe M∞ telle

que Mn →M∞ p.s. Correct
— Supposons que (Mn)n∈N uniformément bornée, alors il existe M∞ telle

que Mn →M∞ dans Lp pour tout p ≥ 1. Correct

Solution 14.4.2. En effet
1. Non, prenez par exemple Mn la marche aléatoire sur Z et le temps d’ar-

ret T = inf[k : Mk = −10]. Alors Mn∧T est une martingale donc sur-
martingale et elle ici converge vers M∞ = −10 p.s. mais pas L1(∀n
E(Mk∧T ) = M0)

2. Non, une sousmartingale converge p.s si est est borné supérieurement et
une surmartingale converge si elle est bornée inférieurement. Ici ni l’un
ni l’autre et on peut construire le contre exemple suivant. Soit Xn est
la marche aléatoire sur Z et on pose Mn = −|Xn|. Alors x → −|x| est
concave, donc Mn est une surmartingale. Et il est facile de vérifier que
Mn ne converge pas (et Mn ≤ 10 pour tout n).

3. Oui, borné implique borné dans L1 et donc convergence p.s. puisque Mn

est une surmartingale.
4. Oui, borné implique borné dans Lp et donc convergence Lp puisque Mn

est une surmartingale.

Exercice 14.4.3. Soit f une fonction de [0, 1]→ R,
∫ 1

0
|f(t)|dt <∞. On pose

fn(x) =

2n−1∑
k=0

(
2n
∫

[ k2n ,
k+1
2n )

f(t)dt
)

1[ k2n ,
k+1
2n )(x)

alors
— fn → f p.s sur [0, 1]. Correct
— fn → f dans L1. Correct
— Supposons de plus que

∫ 1

0
|f(t)|2dt <∞, alors fn → f dans L1. Correct

— Supposons de plus que
∫ 1

0
|f(t)|2dt <∞, alors fn → f dans L2. Correct

Solution 14.4.4. En effet
1. Oui, avec Fn = σ(([ k2n ,

k+1
2n ))0≤k≤2n−1) on a bien fn = E(f |Fn). De

plus pour tout n, E(|fn|) = E(|E(f |Fn)|) ≤ E(|f |). On a donc bien une
martingale borné dans L1 qui converge donc p.s.

2. Oui : voir cours d’aujourd’hui
3. Oui, de même E(|fn|2) = E(|E(f |Fn)|2) ≤ E(|f |2). Et donc fn est une

martingale uniformément borné L2. On a donc fn → f dans L2. Or sur
un espace de proba convergence en L2implique convergence en L1.

4. Oui, voir ci dessus.
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Exercice 14.4.5. Soit µ une mesure positive sur [0, 1], µ([0, 1]) = 1. On pose

fn(x) =

2n−1∑
k=0

2nµ([
k

2k
,
k + 1

2n
))1[ .k2n ,

k+1
2n )(x)

— Il existef tel que fn → f p.s sur [0, 1]. Correct
— Il existef tel que fn → f dans L1. Faux
— Si µ = δ1/2 la mesure de dirac en 1/2, alors fn → 0 p.s. sur [0, 1] Correct
— Si µ = δ1/2 la mesure de dirac en 1/2, alors fn est borné dans L2. Faux

Solution 14.4.6. En effet
1. Oui, avec Fn = σ(([ k2n ,

k+1
2n ))0≤k≤2n−1) on a bien fn = E(f |Fn). De plus

pour tout n, fn ≥ 0 et E(fn) = 1. On a donc bien une martingale borné
dans L1 qui converge donc p.s.

2. Non, on a toujours E(fn) = 1, et on devrait alors avoir E(f) = 1. La
question suivante donne un contre exemple.

3. Oui, soit x ∈ [0, 1] avec x 6= 1
2 alors il existe N tel que |x − 1

2 | >
1

2N
.

Alors pour tout n ≥ N , on a fn(x) = 0. On a donc bien fn(x) → 0
∀x ∈ [0, 1]/{ 1

2}.

4. Non, fn(x) = 2n sur [ 1
2 ,

1
2 + 1

2n ) et 0 sinon, donc
∫ 1

0
|fn(x)|2dx = 1

2n ×
22n = 2n qui diverge. Autre preuve : avec la question précédente on a
pas la convergence L1, on ne peut donc pas avoir la convergence L2. Et
donc fn n’est pas borné dans L2.

Exercice 14.4.7. Soit Mn une martingale à accroissement indépendant avec
M0 = 0 et on pose Xn = exp(Mn)/E(exp(Mn)).

— Xn est une martingale Correct
— Xn converge p.s. Correct
— P(∃k : Xk ≥ 2) ≤ 1

2 . Correct
— P(∃k1 < k2 < k3 : Xk1 ≥ 2, Xk2 ≤ 1, Xk3 ≥ 2) ≤ 1

4 . Correct

Solution 14.4.8. En effet
1. Oui, c’est un exercice vu précédement. E(eMn+1 |Fn) = E(e((Mn+1−Mn)+Mn)|Fn) =

E(e(Mn+1−Mn))E(eMn)|Fn) = E(eMn+1) eMn

E(eMn )
.

2. Oui, une martingale positive converge p.s.
3. Oui, c’est l’inégalité maximal de Doob. On peut refaire la preuve soit T1

le temps d’arret T1 = inf[k : Xk ≥ 2] alors P(∃k : Xk ≥ 2) = E(1T1<∞) ≤
1
2E(1T1<∞XT1

) ≤ 1
2E(Xn∧T1

) = 1
2

4. Oui, ici il faut introduire également T2 = inf[k > T1 : Xk ≤ 1] et T3 =
inf[k > T2 : Xk ≥ 2]. Alors d’après la question précédente E(1T2<∞XT2

) ≤
E(1T2<∞) ≤ P(T1 < ∞) ≤ 1

2 . Et donc avec Hn = 1T2<n≤T3
, (H ·X) est

une martingale et donc pour tout n,E(1T2<∞(XT2
+(H ·X)n)) ≤ 1

2 et fina-
lement P(T3 <∞) ≤ 1

2E(1T3<∞XT3
) ≤ 1

2E(1T2<∞(XT2
+(H ·X)n)) ≤ 1

4 .
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Exercice 14.4.9. Soit ξn des variable aléatoires iid tel que E(ξ1) = 0 et E(ξ2
1) =

σ2. Soit (ai)i≥1 une suite de réel tel que
∑n
i=1 |ai| <∞ et Sn =

∑n
k=1

1
k ξk.

— An =
∑n
i=1 aiξi converge dans L2 Correct

— An =
∑n
i=1 aiξi converge p.s. Correct

— Sn converge p.s Correct
— Sn converge dans L1 Correct

Solution 14.4.10. En effet
1. Oui,

∑
|ai| < ∞ donc |ai| → 0 et il existe I tel que |ai|2 ≤ |ai| pour

tout i ≥ I et donc
∑∞
i=1 |ai|2 < ∞. Maintenant E(A2

n) =
∑n
i=1 a

2
iσ

2 <
σ2
∑∞
i=1 |ai|2 <∞. De plus, il est facile de voir que An est une martingale

qui est donc borné uniformément dans L2. Elle converge donc dans L2.
2. Oui, martingale borné uniformément dans L2 donc converge p.s
3. Oui, même chose

∑∞
k=1

1
k2 < ∞, Sn est donc une martingale uniformé-

ment borné dans L2 qui converge donc p.s et dans L2

4. Oui, convergence dans L2 implique convergence L1.

14.5 Feuille d’exercice 5 : Chaine de Markov et
fonction harmonique.

Pour chacun des exercices suivant, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.

Exercice 14.5.1. Soit (Xn)n∈N = ((xn, yn))n∈N la marche aléatoire usuelle sur
Z2 :

P(Xn+1 = (x± 1, y)|Xn = (x, y)) = P(Xn+1 = (x, y ± 1)|Xn = (x, y)) =
1

4

et 0 dans les autres cas. On note Q la matrice de transition. Soit la fonction
h(x, y) = 1y≥1. On suppose X0 = (0, 0).

— P(y2 ≥ 1) = 1
4 . Faux

— ∀(x, y) ∈ Z2,
∑

(x′,y′),(x̃,ỹ)∈Z2 Q((x, y), (x′, y′))Q((x′, y′)(x̃, ỹ)) = 1. Cor-
rect

— Q1 = 1 (la fonction sur Z2 constante égale à 1). Correct
— [Q2h](0, 0) = 1

2 . Faux

Solution 14.5.2. En effet
1. Non, En comptant tous les chemins de longeur 2 issus de (0, 0) dont

l’arrivée satisfait y ≥ 0 on trouve P(y2 ≥ 1) = 5/16

2. Oui puisque c’est une matrice de transfert :
∑

(x̃,ỹ)∈Z2 Q((x′, y′)(x̃, ỹ)) =

1 et
∑

(x′,y′)∈Z2 Q((x, y), (x′, y′)) = 1.
3. Oui cette égalité est toujours vrai quelque soit la chaine de Markov. Elle

découle directement de
∑

(x′,y′)∈Z2 Q((x, y), (x′, y′)) = 1.
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4. On peut calculer [Qh](x, y) = 1
41y=0 + 3

41y=1 + 1y≥2 et ensuite

[Q2h](x, y) =
1

16
1y=−1 +

5

16
1y=0 +

11

16
1y=1 +

15

16
1y=2 + 1y≥3.

En particulier [Q2h](0, 0) = 5
16 . Plus simplement on peut aussi utiliser

que

[Q2h](0, 0) = EX0=(0,0)(h(X2)) =
5

16

Exercice 14.5.3. Soit une chaine de Markov (Xn)n∈N sur N avec X0 = x et la
matrice de transition Q définit par

Q(y, y + 1) = py et Q(y, y − 1) = qy

avec py + qy = 1, py, qy > 0 pour tout y > 0, Q(0, 0) = 1 et Q(y, z) = 0 dans
tous les autres cas. On pose T0 = inf[k : Xk = 0] .

— Si py < 1
2 pour tout y > 0, alors Xn est une surmartingale. Correct

— Si py < 1
2 pour tout y > 0, alors P(T0 <∞) = 1. Correct

— La fonction
f(n) =

∏
1≤y≤n

qy
py

est harmonique sur N∗. Faux
— Dans le cas py = 2

3 et qy = 1
3 pour tout y > 0 et x = 3 alors

P(T0 <∞) =
1

8
.

Correct

Solution 14.5.4. En effet
1. Oui E(Xn+1|Fn) = pXn(Xn + 1) + qXn(Xn − 1) = Xn + (pXn − qXn) =
Xn + (2pXn − 1) ≤ Xn.

2. Oui une surmartingale positive converge. Ici la seul limite possible est 0
car si Xn = y > 0 alors Xn+1 = y ± 1. Donc Xn → 0 p.s et puisqu’elle
est à valeur entière elle est constante égale à 0 à partir d’un certain rang.
Donc P(T0 <∞) = 1.

3. Non le développement ne fonctionne pas.
4. Oui on peut vérifier que h(n) = 2−n est harmonique.

2

3
× 2−n−1 +

1

3
× 2−n+1 = 2−n

Alors 2−Xn est une martingale. Elle est positive est uniformément borné.
Elle converge donc p.s et dans L1. Les seules limites possibles sont 0 (qui
correspond à Xn →∞) et 1 (pour Xn → 0). Le deuxième cas correspond
à T0 <∞. On a alors

2−3 = E(2−X0) = E(2−Xn∧T0 ) = E(2−Xn∧T0 1T0<∞) + E(2−Xn1T0=∞).

Pour finir E(2−Xn∧T0 1T0<∞)→ P(T0 <∞) et E(2−Xn1T0=∞)→ 0.
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Exercice 14.5.5. Soit E un arbre régulier infini de racine x0. Sauf à la racine
tous les sommets ont le même nombre d de voisins . Soit (Xn)n∈N la marche
aléatoire (standard) sur cet arbre. À chaque étape, elle saute d’un sommet à un
sommet voisin de manière équiprobable : P(Xn+1 = y|Xn = x) = 1

d si (x, y) est
une arète du graphe et 0 sinon. On note r : E → N la distance dans le graphe
par rapport à la racine (r(x) =nombre d’arêtes du plus court chemin de x à x0).
On note T0 = inf{n : Xn = x0}

— (r(Xn))n∈N est une sousmartingale.
— La fonction h(x) = (d− 1)−r(x) est harmonique sur E \ {x0}.
— Si X0 = x, P(T0 <∞) = (d− 1)−r(x).
— La fonction g(x) = P(T0 < ∞|X0 = x) est une fonction harmonique sur

E \ {x0}.

Solution 14.5.6. En effet
1. Oui, il y a (d − 1) arête qui s’éloigne de la racine et seulement une qui

s’en rapproche donc

E(r(Xn+1)|Fn) =
d− 1

d
(r(Xn)+1)+

1

d
(r(Xn)−1) = r(Xn)+

d− 2

d
≥ r(Xn)

2. Oui On calcule

d− 1

d
(d− 1)−r(x)−1 +

1

d
(d− 1)−r(x)−1 = (d− 1)−r(x).

3. Oui Même raisonnement que la question 4 de l’exercice précédent..
4. Oui cela découle directement de la question 2 et 3. On peut également

utiliser le théorème du cours :

g(x) = Ex(1T0<∞u(XT0
))

est une fonction harmonique. Ici on choisit u(x0) = 1.

Exercice 14.5.7. Soit (Xn)n∈N une chaine de Markov sur E un ensemble dis-
cret avec matrice de transition Q. On dit que (Xn)n∈N est irreductible si pour
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tout x, y ∈ E, il existe n tel que P(Xn = y|X0 = x) > 0. On dit que Xn est
recurrente si P(∃n > 0, Xn = x|X0 = x) = 1 (le processus retourne à son point
de départ presque surement). On admettra que si la chaine de Markov est irre-
ductible et récurrente alors elle visite tous les points de E une infinité de fois
presque surement.

— La marche aléatoire usuelle sur Z est récurrente.
— La fonction h(n) = n est harmonique sur Z pour la marche aléatoire

usuelle.
— Soit (Xn)n∈N une chaine de Markov irreductible et recurrente. Alors toute

fonction harmonique sur E et bornée inférieurement est constante.
— Soit (Xn)n∈N une chaine de Markov irreductible et recurrente. Alors toute

fonction harmonique sur E est constante.

Solution 14.5.8. En effet
1. Oui c’est un résultat très standard. Vous pouvez vous amusez à le redé-

montrer en utilisant la convergence de martingale et/ou le théorème de
l’arret.

2. Oui n = 1
2 (n+ 1) + 1

2 (n− 1)

3. Oui, Soit h une fonction harmonique bornée inférieurement donc quitte
à ajouter une constante on peut supposé h positive. Alors h(Xn) est une
martingale positive qui converge donc p.s. Puisque Xn visite une infinité
de fois chacun des points de E, pour tout x ∈ E, h(x) est une valeur
d’adérence. Or puisque h(Xn) converge il n’existe qu’une seule valeur
d’adérence. Conclusion h est constante.

4. Non, la marche aléatoire usuelle sur Z donne un contre exemple (question
1 et 2).

14.6 Feuille d’exercice 6 : Martingale et mouve-
ment brownien

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.

Exercice 14.6.1. On considère une boite B = [−3, 3]× [−3, 3]∩Z2 et son bord

∂B = [(x, y) ∈ Z2/B, ∃(x′, y′) ∈ B : |(x, y)− (x′, y′)| = 1]

On définit sur ∂B la fonction g :

g(x, y) =

{
4 (x, y) ∈ {4}× [−3, 3] ∩ Z
0 sinon

On considère le problème de Dirichlet (discret) sur B dont la valeur au bord est
donné par g :
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{
∆u(x, y) = 0 (x, y) ∈ B,
u(x, y) = g(x, y) (x, y) ∈ ∂B

où
∆u(x, y) =

1

4

∑
|(x′,y′)−(x,y)|=1

u(x′, y′)− u(x, y).

Alors
— La marche aléatoire standard sur Z2 issue de (0, 0) touche ∂B p.s. COR-

RECT
— ‖u‖L∞ ≤ 4. CORRECT
— u(0, 0) = 1. CORRECT
— u(x, y) := 1

2 (x+ 4) est une solution. FAUX

Solution 14.6.2. En effet,
1. Oui, la marche aléatoire sur Z2, Xn = (xn, yn) visite des points de plus

en plus éloignés lorsque n → ∞. Plus formellement par le théorème
centrale limite 1√

n
xn converge vers une gaussienne donc pour n grand

P(|xn| < ε
√
n) ≤ Cε et donc P(|xn| ≤ 4) → 0. Autre méthode, avec

T = inf{Xn ∈ ∂B} xn∧T est une martingale bornée donc elle converge
p.s. et à valeur entière donc constante à partir d’un certain rang et les
seuls limite possibles sont donc les points du bord : T <∞.

2. Oui, on a la formule

u(x, y) = E(x,y)(g(XT ))

qui est l’unique solution au problème de Dirichlet car T < ∞ p.s. On a
donc pour tout (x, y) ∈ B, |u(x, y)| ≤ ‖g‖∞ ≤ 4.

3. Oui. On a ici un carré. Par la symmétrie du problème on a que Xn touche
en premier les cotés du haut, du bas, de la gauche ou de la droite sont
équiprobable donc égale à 1

4 . Alors

u(0, 0) = E(0,0)(g(XT )) =
1

4
× 4 +

1

4
× 0 +

1

4
× 0 +

1

4
× 0.

4. Non, u ne vérifie pas les conditions au bords u(−3,−4) = 0 par exemple.

Exercice 14.6.3. Soit X et Y des variables aléatoires telles que pour tout
α, β ∈ R

E(eαX+βY ) = e2α+α4+β2

— X et Y sont indépendantes. CORRECT
— E(X) = 2. CORRECT
— E(Y 2) = 1. FAUX
— Y est une gaussienne. CORRECT

Solution 14.6.4. En effet,
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1. Oui, on a pour tout E(eαX+βY ) = e2α+α4

eβ
2

= E(eαX)E(eβY ) donc
les variables sont indépendante. (Remarque : La classe des fonctions ex-
ponentielle est tout à fait suffisante pour caractérisé la loi aléatoire et
vérifier l’indépendance. Si elle est plus rarement utilisée que les fonctions
caractéristique c’est surtout parce que pour beaucoup de variables aléa-
toires l’exponentielle n’est pas intégrable. Si vous souhaitez malgré tout
utiliser les fonctions caractéristique poser L(α) = E(eαX) pour α ∈ C,
on peut vérifier que L(α) est une fonction holomorphe et L(α) = eα sur
R conclusion L(α) = e2α+α4

sur C et en particulier E(eiαX) = e2iα+α4

.)
2. Oui, c’est une astuce très courante “les moments sont donnés par les dé-

rivées de la transformée de Laplace” : d
dαE(eαX)|α=0 = E( d

dαe
αX |α=0) =

E(X). On a utilisé ici la convergence dominée. Donc E(X) = d
dαe

2α+α4 |α=0 =
2.

3. Non, même chose d
dβ

2E(eβY )|β=0 = E(Y 2eβY |β=0) = E(Y 2). Donc E(Y 2) =
d
dβ2 e

β2 |β=0 = 2 6= 1.
4. Oui, comme mentionner précédement la transformé de Laplace suffit à

caractérisé une variable aléatoire et ici elle est égale à celle d’une gaus-
sienne de variance 2.

Exercice 14.6.5. Soit (ξi)i≥1 des variables gaussiennes iid avec E(ξ1) = 0 et
E(ξ2

1) = 1 et Sn =
∑n
i=1 ξi.

— Pour tout k1, · · · , km ∈ N, (Sk1 , · · · , Skm) est un vecteur gaussien. COR-
RECT

— (S17 − S5) et (S12 − S9) sont indépendants. FAUX
—
∑m
i=1 Si est une variable gaussienne centré de variance σ2 = m3. FAUX

— 1
m3/2

∑m
i=1 Si converge en loi vers une variable gaussienne centrée de va-

riance 1
3 . CORRECT

Solution 14.6.6. En effet,
1. Oui, car (Sk1 , · · · , Skm) sont des combinaisons linéaire de variables gaus-

siennes iid.
2. Non E(S17 − S5) =

∑17
i=6 E(ξi) = 0, E((S12 − S9)) =

∑12
i=10 E(ξi) = 0 et

E((S17−S5)(S12−S9)) =
∑12
i=10 E(ξ2

i )+
∑12
i=10

∑17
j=6,j 6=i E(ξiξj) = 3 6= 0.

3. Non,
∑m
i=1 Si =

∑m
i=1

∑
j≥1 1j≤iξj =

∑m
j=1(m+1− j)ξj . Puisqu’on a ici

des variables centrée indépendente

E((

m∑
j=1

(m+1−j)ξj)2) =

m∑
j=1

E((m+1−j)2ξ2
j ) =

m∑
j=1

j2 =
(2m+ 1)(m+ 1)m

6
.

4. Oui 1
m3/2

∑m
i=1 Si est donc une gaussienne centré de variance

(2m+1)(m+1)m
6m3 →

1
3 lorsque m→∞.

Exercice 14.6.7. Soit (ξi)i≥0 des variables aléatoires Bernoulli iid P(ξ1 = 1) =
1
2 et P(ξ1 = −1) = − 1

2 . Et on pose S0 = 1
2 et Sn+1 = Sn + signe(Sn)ξn+1 où

signe(Sn) = 1 si Sn ≥ 0 et −1 si Sn < 0.
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— On a Sn = | 12 +
∑n
i=1 ξi|. FAUX

— Sn est une chaine de Markov. CORRECT
— Pour tout n1 < n2, Sn1

et Sn2
− Sn1

sont indépendantes. CORRECT
— En écrivant S(n)

t = 1√
n
Sbntc, alors pour tout 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tk

(S
(n)
t1 , S

(n)
t2 , · · · , S(n)

tk
) converge en loi lorsque n→∞ vers (Ut1 , Ut2 , · · · , Utk)

où (Uti+1 − Uti) sont des gaussiennes de variance ti+1 − ti. CORRECT

Solution 14.6.8. En effet,
1. Non, par exemple P(S1 < 0) = 1

2 .
2. La loi de Sn+1 ne dépend que de Sn et non des temps précédent.
3. Si je note (S̃n)n∈N avec S̃0 = 1

2 et S̃n+1 = Sn + ξn+1 la marche aléatoire
usuelle. On remarque que S̃n a la même loi que Sn. Donc en particulier
Sn1

et Sn2
− Sn1

sont indépendantes.
4. Même chose que précédement, S̃n a la même loi que Sn et par le cours

(S̃
(n)
t1 , S̃

(n)
t2 , · · · , S̃(n)

tk
) convergent vers les gaussiennes décrites ici.

14.7 Feuille d’exercice 7, Martingale et mouve-
ment brownien

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.

Exercice 14.7.1. Soit (Bt)t∈R+
un mouvement brownien.

— E(BsBt) = s ∧ t. CORRECT
— (2B1 −B2, B1 +B3, B2 −B3) est un vecteur gaussien CORRECT
—
∫ 1

0
Bsds est une variable gaussienne de variance 1. FAUX

— Bs − sB1 et B1 sont indépendants. CORRECT

Solution 14.7.2. En effet .
1. Oui, Si s ≤ t on a E(BsBt) = E(B2

s ) + E(Bs(Bt − Bs)) = s + 0 car Bs
est de variance s et Bs, Bt −Bs sont indépendants de moyenne nulle.

2. Oui, (B1, B2, B3) est un vecteur gaussien donc ses combinaisons linéaires
sont aussi des vecteurs gaussiens.

3. La variance n’est pas correct. (Bs) est une fonction continue donc on peut
écrire l’intégrale comme une somme de Riemann

∫ 1

0
Bsds = limn→∞

1
n

∑n−1
k=0 B k

n
.

Pour tout n,

n−1∑
k=0

B k
n

=

n−1∑
k=0

k−1∑
i=0

(B i+1
n
−Bi) =

n−2∑
i=0

(n− i)(B i+1
n
−Bi)

c’est donc une gaussienne comme somme de gaussienne indépendante,
centrée et de variance

∑n−2
i=0 (n − i)2 1

n ∼
n2

3 . Donc la ( 1
n

∑n−1
k=0 B k

n
) est

une suite de gaussienne centrée dont la variance converge vers 1
3 .
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4. Oui, E(B1(Bs−sB1)) = E(B1Bs)−sE(B2
1) = 0. Donc puisqu’on a affaire

un vecteur gaussien, Bs − sB1 et B1 sont indépendants.

Exercice 14.7.3. Soit (Bt)t∈R+
un mouvement brownien.

— P(supt∈[0,1]Bt > M)→ 0 lorsque M →∞. CORRECT
— P(supt∈[0,A]Bt > AM) = P(supt∈[0,1]Bt > M). FAUX
— P(lim supt→0+

1
tBt =∞) = 1. CORRECT

— P(supt∈[0,1]Bt > M, supt∈[1,2]Bt > M + B1) = P(supt∈[0,1]Bt > M)2

CORRECT

Solution 14.7.4. En effet .
1. Oui, Pour tout ω ∈ Ω Bs(ω) est continue donc bornée., autrement dit
{ω : ∀N ∈ N, supt∈[0,1]Bt(ω) > N} = ∅. Alors

lim
M→∞

P( sup
t∈[0,1]

Bt(ω) > M) = P(∩N∈NN, sup
t∈[0,1]

Bt(ω) > N}) = 0.

2. Non, on a

P( sup
t∈[0,A]

Bt > AM) = P( sup
t∈[0,1]

BAt > AM)

= P( sup
t∈[0,1]

1√
A
BAt >

√
AM)

= P( sup
t∈[0,1]

Bt >
√
AM)

3. lim supt→0+
1
tBt = ∞ est F0+ mesurable donc sa probabilité est soit 0,

soit 1. Et pour tout M et ε > 0 on a P(supt∈[0,ε]
1
tBt ≥ M) ≥ P( 1

εBε ≥
M) ≥ P( 1√

ε
B1 ≥M)→ 1 pour ε→ 0.

4. Oui, (Bt−B1)t≥1, est un mouvement brownien indépendant de F1 donc

P( sup
t∈[0,1]

Bt > M, sup
t∈[1,2]

Bt > M +B1) = P( sup
t∈[0,1]

Bt > M)P( sup
t∈[1,2]

(Bt −B1) > M)

= P( sup
t∈[0,1]

Bt > M)2

Exercice 14.7.5. Soit (Bt)t∈R+
un mouvement brownien. Soit T = inf[t ≥

1, Bt = 0].
— Pour tout δ > 0, p.s. il existe 0 < t1, t2 < δ tel que Bt1 > 0 et Bt2 < 0.

CORRECT
— Pour tout δ > 0, P(∃t ∈ (0, δ), Bt = 0) = 1. CORRECT
— Pour tout δ > 0, P(∃t ∈ (0, δ), BT+t = 0) = 1. CORRECT
— Pour tout δ > 0, p.s pour tout t ∈ R+ tel queBt = 0, il existe t < t′ < t+δ

tel que Bt′ = 0. FAUX

Solution 14.7.6. En effet .
1. Oui, pour tout δ > 0, on P(supt∈[0,δ]Bt > 0) = 1 et par symmétrie

P(inft∈[0,δ]Bt < 0) = 1.
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2. Oui, Puisque Bt et continue et que avec probabilité 1 il existe 0 < t1, t2 <
δ avec Bt1 > 0 et Bt2 < 0, alors par le théorème des valeurs intermédiaires
il existe 0 < t < δ avec Bt = 0.

3. Oui par la propriété de Markov Forte BT+t − BT est un mouvement
brownien. Avec BT = 0 on a donc

P(∃t ∈ (0, δ), BT+t −BT = 0) = P(∃t ∈ (0, δ), Bt = 0) = 1.

4. Non, contre exemple, soit S = sup{s ∈ (0, 1) : Bs = 0} (ce n’est pas
un temps d’arret). Puisque B1 6= 0 avec probabilité 1, S < 1 et donc
par définition Bs 6= 0 pour tout s ∈ (S, 1). En fait si une fonction conti-
nue vérifiait cette propriété alors elle serait constante égale à 0. Si cela
peut sembler en contradiction avec les propriétés précédentes il se trouve
l’ensemble des points dans (0, 1) tel que Bs = 0 est un ensemble non
dénombrable et donc que l’on peut avoir une propriété presque sur pour
chacun des zéros mais pas presque sur pour tous les zéros.

Exercice 14.7.7. Soit (Bt)t∈R+ , (B̃t)t∈R deux mouvements browniens indépen-
dant. On définit le processus (Wt)t≥0 par W0 = 0 et Wt = tB1/t .

— B̂t := B1−t − B1 a la même loi qu’un mouvement brownien sur [0, 1].
CORRECT

— 1
2 (Bt + B̃t) est un mouvement brownien. FAUX

— E(WsWt) = s ∧ t, CORRECT
— Wt converge en proba vers 0 pour t→ 0. CORRECT

Solution 14.7.8. En effet .
1. Oui, on a bien que B̂t est continue, que pour tout 0 < t1 < · · · < tn

(B̂t1 , · · · , B̂tn) est un vecteur gaussien et pour s < t,

E(B̂sB̂t) = E(B1−sB1−t −B1−sB1 −B1−tB1 +B2
1)

= (1− t)− (1− s)− (1− t) + 1

= s

C’est donc bien un mouvement brownien.
2. Non, On a E(( 1

2 (Bt+B̃t)
2) = 1

4 (E(B2
t )+E(B̃2

t )) = t
2 . Par contre

1√
2
(Bt+

B̃t) est bien un mouvement brownien.
3. Oui, E(WsWt) = stE(B 1

s
B 1
t
) = st 1

max(s,t) = min(s, t).

4. Oui, Wt est une gaussienne de variance t, donc converge en proba vers 0
lorsque t→ 0.

14.8 Feuille d’exercice 8, Martingale et mouve-
ment brownien

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.



CHAPITRE 14. CORRECTIONS DES EXERCICES 108

Exercice 14.8.1. Soit (Bt)t∈R+ un mouvement brownien. Pour tout u ≥ 0 on
note Tu = inf{t : Bt = u}

— Soit 0 < a < b, Ta et Tb − Ta sont indépendants. CORRECT
— Pour tout a > 0 et t > 0, P(Ta < t) = P(T1 ≤ t

a2 ) = P(T a√
t
≤ 1).

CORRECT
— Pour tout s < t, P(T1 ∈ [s, t]) = 2( 1√

2πt

∫∞
1
e−x

2/2tdx− 1√
2πs

∫∞
1
e−x

2/2sdx)

. CORRECT
— E(T1) <∞. FAUX

Solution 14.8.2. En effet
1. Oui, Par la propriété de Markov forte Bt+Ta − BTa est un mouvement

brownien indépendant de FTa . Donc T̃ = inf{t : Bt+Ta−BTa = b−a} est
indépendant de Ta. Puisque BTa = a, on a alors que T̃ = inf{t : Bt+Ta =
b} = Tb − Ta.

2. Oui, on a

P(Ta < t) = P( sup
s∈[0,t]

Bs ≥ a)

= P( sup
u∈[0, t

a2
]

1

a
Ba2u ≥ 1)

= P( sup
u∈[0, t

a2
]

Bu ≥ 1)

= P(T1 ≤
t

a2
)

où on a utilisé le changement d’échelle du mouvement brownien. On a
également

P(Ta < t) = P( sup
s∈[0,t]

Bs ≥ a)

= P( sup
u∈[0,1]

1√
t
Btu ≥

a√
t
)

= P( sup
u∈[0,1]

Bu ≥
a√
t
)

= P(T a√
t
≤ 1)

3. Oui on

P(T1 ≤ t) = P( sup
u∈[0,t]

Bs ≥ 1)

= 2P(Bt ≥ 1)

=
2√
2πt

∫ ∞
1

e−x
2/2tdx
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De même P(T1 ≤ s) = 2√
2πs

∫∞
1
e−x

2/2sdx et donc

P(T1 ∈ [s, t]) = P(T1 ≤ t)− P(T1 ≤ s)

=
2√
2πt

∫ ∞
1

e−x
2/2tdx− 2√

2πt

∫ ∞
1

e−x
2/2tdx

4. Non, Pour t� 1 on a

P(T1 > t) = 1− P(T1 ≤ t) =
2√
2πt

∫ 1

0

e−x
2/2tdx ≈

√
2

πt

Alors

E(T1) =

∫ ∞
0

P(T1 ≥ t)dt ≈
∫ ∞

0

√
2

πt
dt =∞

Autre preuve : Par symmétrie on a E(T1) = E(T−1) et P(T1 < T−1) =
P(T−1 < T1) = 1

2 . On écrit

E(T1) = E(T11T1<T−1
)+E(T11T−1<T1

) = E(T1∧T−1)+E((T1−T−1)1T−1<T1
)

Par propriété de markov forteBt+T−1
−BT−1

est un mouvement brownien.
On pose T̃ = inf{t : Bt+T−1

− BT−1
≥ 2} Puisque BT−1

= −1 on a
T̃ = (T1 − T−1) si T−1 < T1. De plus T̃ a la même loi que T2 et donc

E(T̃ ) = E((T2 − T1) + T1) = 2E(T1).

Conclusion en utilisant que P(T−1 < T1) = 1
2 et que T̃ est indépendant

de FT−1
on a

E(T1) = E(T1 ∧ T−1) +
1

2
E(T̃ ) = E(T1 ∧ T−1) + E(T1)

absurde si E(T1) <∞.

Exercice 14.8.3. Soit (Bt)t∈R+
un mouvement brownien, Ta = inf{t : Bt = a}

et Wt = tB1/t.
— Pour tout ε > 0, P(supt∈[0,M ]Bt > εM) → 0 lorsque M → ∞. COR-

RECT
— Wt est un mouvement brownien. CORRECT
— Soit a > 0, pour tout t > 0 P(∀s > t : Bs < as) = P(Ta >

1
t ) CORRECT

— Pour tout A > 0, δ > 0, P(∃s ∈ (0, δ) : Bs > As1/2) = 1. CORRECT

Solution 14.8.4. En effet
1. Oui,

P( sup
t∈[0,M ]

Bt > εM) = P( sup
t∈[0,1]

1√
M
BMt > ε

√
M) = P( sup

t∈[0,1]

Bt > ε
√
M)

qui tend vers 0 pour M →∞.
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2. Oui, on a déjà vérfié que (Wt1 , · · · ,Wtn) est un vecteur gaussien avec
E(WtWs) = min(s, t) pour tout s, t et que (Ws)s∈(0,∞) est continue. Il
reste juste à vérifier la continuité en 0. On a

sup
t∈(0,δ)

Wt = max
n∈N

sup
t∈(δ2−n−1,δ2−n)

Wt ≤ max
n∈N

2−n sup
t∈(δ2n,δ2n+1)

Bt

mais on a

P( sup
t∈(δ2n,δ2n+1)

2−nBt > ε) = P( sup
t∈[1,2]

Bt >
ε2n/2√

δ
) . exp(−ε

22n−1

δ
)

donc
∑
n∈N P(supt∈(δ2n,δ2n+1) 2−nBt > ε) < ∞ et même converge vers 0

lorsque δ → 0. Donc pour tout ε, P(supt∈(0,δ)Wt > ε)→ 0 lorsque δ → 0.
Ainsi Wt est bien continue en 0.

3. On a

P(∀s > t : Bs < as) = P(∀u < 1

t
: uB 1

u
< a)

= P(∀u < 1

t
: Wu < a)

= P(Ta >
1

t
)

car Wu est un mouvement brownien.
4. On P(∩n∈N{∃s ∈ (0, 1

n ), 1√
s
Bs > A}) = 0 ou 1 car c’est un ensemble F0+

mesurable. Et

P(∩n∈N{∃s ∈ (0,
1

n
),

1√
s
Bs > A}) = lim

N→∞
P(∩n≤N{∃s ∈ (0,

1

n
),

1√
s
Bs > A})

≥ lim
N→∞

P(
√
NB 1

N
> A})

= lim
N→∞

P(B1 > A})

> 0

Donc P(∩n∈N{∃s ∈ (0, 1
n ), 1√

s
Bs > A}) = 1.

Exercice 14.8.5. (Pont Brownien) Soit (Pt)∈[0,1] un pont brownien. C’est à dire
qu’il a la même loi qu’un mouvement brownien (Bt)t∈R+

conditionnellement à
B1 = 0.

— (Pt)t∈[0,1] a la même loi que (P1−t)t∈[0,1] (symmétrie). CORRECT
— Pour tout 0 < t1 < · · · < tn < 1, (Pt1 , · · · , Ptn) est un vecteur gaussien.

CORRECT
— P1/2 est une gaussienne de variance 1/2. FAUX
— Pour tout 0 < t1 < · · · < tn < 1 , (Pti+1

−Pti) sont indépendants. FAUX

Solution 14.8.6. En effet
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1. Oui, B1−t − B1est un mouvement brownien. Donc conditionnellement à
B1 = 0 on a bien que Bt et B1−t ont la même loi et donc que Pt et
P1−t ont la même loi. Autre preuve avec la construction du mouvement
brownien

Pt =
∑
n

∑
k≤2n

gn′kNk,n

qui est bien symmétrique sur [0, 1] (car gn,k(t) = gn,2n−k(1− t)).
2. Avec la construction du mouvement brownien

Pt =
∑
n

∑
k≤2n

gn′kNk,n

donne immédiatement que (Pt1 , · · · , Ptn) est un vecteur gaussien carNk,n
sont des gaussiennes indépendante. Autre preuve on a la densité

P(Bt1 ∈ [x1, x1+dx1], · · · , Btn+1 ∈ [xn+1, xn+1+dxn+1]) =

n+1∏
i=1

e
(xi−xi−1)2

2ti−ti−1 dxi

Donc en imposant, tn+1 = 1 et B1 = 0 on a

P(Pt1 ∈ [x1, x1+dx1], · · · , Ptn ∈ [xn, xn+dxn]) = (

n∏
i=1

e
(xi−xi−1)2

2(ti−ti−1) )×e
xn

2

2(1−tn) dxi

qui est bien une loi de vecteur gaussien (ie : de la forme exp(“polynome
à n variables de degré 2”)

3. Non toujours avec la construction du mouvement brownien P1/2 = g0,1( 1
2 )N0,1 =

1
2N0,1 a une variance de 1/4. Autre preuve, avec la formule de la question
précédente on a

P(P1/2 ∈ [x1, x1 + dx1]) = e2x2
1dxi

qui est une loi gaussienne de variance 1
4 .

4. Non, par exemple (P1/2 − P0) = P1/2 = −(P1 − P1/2).

Exercice 14.8.7. (Girsanov) Soit (Bt)t∈[0,1] un mouvement brownien, b ∈ R
et Ws = Bs + bs (mouvement brownien avec dérive). Soit X,Y deux variables
gaussiennes avec E(X) = 0, E(Y ) = b, E(X2) = E((Y − b)2) = 1

— Pour tout 0 < t1 < · · · < tn , (Wti+1
−Wti) sont des gausiennes indépen-

dantes de variances ti+1 − ti. CORRECT
— lims→∞

Ws

s = b p.s. CORRECT

— Pour tout A ⊂ R, E(1Y ∈Ae
−bY+ b2

2 ) = E(1X∈A) CORRECT
— Pour tout U ⊂ C([0, 1]) (mesurable), E(1W∈Ue

−bW1+ b2

2 ) = E(1B∈U )
CORRECT

Solution 14.8.8. Voir cours.
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14.9 Feuille d’exercice 9, Mouvement Brownien
et problème de Dirichlet. Correction

Pour chacun des exercices suivant, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier ou donner un contre-exemple.

Exercice 14.9.1. Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien, a, b ≥ 0 et Ta,b =
inf{t : Bt = at+ b}

— Pour tout α ∈ R,E(eαBt−
α2

2 t) = 1. VRAI
— Soit s < t, E((Bt −Bs)eαBt−

α2

2 t) = 0. FAUX
— E(1Ta,b≤te

aBt− a
2

2 t) = 2√
2πt

∫∞
b
e−

s2

2t ds. VRAI
— Si a, b > 0 alors P(Ta,b =∞) > 0 VRAI

Solution 14.9.2. En effet

1. Oui, c’est l’égalité standard. Pour rappel puisque Bt est une gaussienne
de variance t on a

1√
2πt

∫
R
e−

x2

2t +αx−α2

2 tdx =
1√
2πt

∫
R
e−

(x−α)2

2t dx = 1.

2. Non, On note Qα la probabilité P multiplié par le poid eαBt−
α2

2 t. Par
Girsanov B̃t := Bt − αt est un mouvement Brownien pour la probabilité
Qα.

E((Bt −Bs)eαBt−
α2

2 t) = EQα((Bt −Bs))
= EQα(B̃t − B̃s + α(t− s))
= α(t− s) 6= 0

3. Oui avec la même notation que précédement pour α = a on a

E(1Ta,b≤te
aBt− a

2

2 t) = EQa(1Ta,b≤t)

= Qa(∃s ≤ t : Bs = as+ b)

= Qa(∃s ≤ t : B̃s = b)

= Qa(sup
s≤t

B̃s ≥ b)

=
2√
2πt

∫ ∞
b

e−
s2

2t ds

où on a de nouveau utilisé Girsanov et que sups≤tBs a la même loi que
|Bt| (principe de réflection).

4. Oui, On a P(limt→∞
Bt
t = 0) = 1 (voir feuilles d’exercices précédentes)

et donc P(limt→∞Bt − at = −∞) = 1. Alors il existe C > 0 tel que
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P(supt≥0Bt − at ≤ C) > 0. On a également que P({∀s ≤ 1, Bs ≤ b} ∩
{B1 ≤ −C}) > 0. Finallement

P(∀t ≥ 0, Bt = at+ b)

≥ P({∀s ≤ 1, Bs ≤ b} ∩ {B1 ≤ −C} ∩ {∀s ≥ 1, Bs − as ≤ 0})
≥ P({∀s ≤ 1, Bs ≤ b} ∩ {B1 ≤ −C} ∩ {∀s ≥ 1, Bs −B1 − as ≤ C})
≥ P({∀s ≤ 1, Bs ≤ b} ∩ {B1 ≤ −C})P({sup

s≥0
, Bs − as ≤ C})

> 0

On a utilisé que par la propriété de Markov simple Bt −B1 est un mou-
vement brownien indépendent de F1.

Exercice 14.9.3. Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien.
— Pour tout a ≥ 0

P(lim sup
t→∞

Bt√
2t log log t

≥ a) = P(lim sup
t→0

Bt√
2t log log 1

t

≥ a).

VRAI
— Pour tout a ≥ 0, P(lim supt→∞

Bt√
2t log log t

≥ a) = 0 ou 1. VRAI

— P(Bt −Bt/2 ≥
√
t log log t) ≥ e−a

2 log log t

2
√
π log log t

VRAI
—
∑
n≥1 P(B2n −B2n−1 ≥ (1− ε)2n/2

√
log log 2n) =∞ VRAI

Solution 14.9.4. En effet
1. Oui, On note u = 1

t et alors

P(lim sup
t→∞

Bt√
2t log log t

≥ a) = P(lim sup
u→0

uB 1
u√

2u log log 1
u

≥ a)

et on peut conclure car par inversion du temps Wu := uB 1
u
est aussi un

mouvement brownien donc

2. Oui, On a clairement {lim supu→0

uB 1
u√

2u log log 1
u

≥ a} ∈ F0+ Donc par loi

du 0-1. P(lim supu→0

uB 1
u√

2u log log 1
u

≥ a) = 0 ou 1.

3. Oui, Pour une gaussienne de variance t/2 on a

1√
πt

∫ ∞
x

e−
s2

t ds =
1√
πt

∫ ∞
0

e−
x2

t −
2xs
t −

s2

t ds

≥ e−
x2

t

√
πt

∫ ∞
0

e−
2xs
t ds

≥ e−
x2

t

√
π

√
t

2x
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Ici avec x = a
√
t log log t on a

P(Bt −Bt/2 ≥ a
√
t log log t) ≥ e−a

2 log log t

2
√
π log log t

4. Oui, Avec t = 2n,on a

P(B2n−B2n−1 ≥ a2n/2
√

log n+ log log 2) ≥ e−a
2(logn+log log 2)

2
√
π log n+ log log 2

∼ n−a
2

Donc la somme diverge si a < 1.

Exercice 14.9.5. Soit V un ouvert borné de Rn et h une fonction harmonique
sur V .

— Pour tout r > 0 et x ∈ V tel que Br(x) ⊂ V , h(x) =
∫
Br(x)

h(y)µ(dy) où
µ est la mesure de probabilité uniforme sur la boule Br(x). VRAI

— Pour tout r > 0 et x ∈ V tel que Br(x) ⊂ V h(x) ≤ maxy∈Sr(x) h(y).
VRAI

— La fonction h(x, y) = αx+ βy + γ est harmonique sur R2. VRAI
— La fonction h(x, y) = cosh(x) cosh(y) est harmonique sur R2. FAUX

Solution 14.9.6. En effet
1. Oui ∫

Br(x)

h(y)µ(dy) =
n

rn

∫ r

ρ=0

∫
Sρ(x)

h(y)dσ(y)ρn−1dρ

=
n

rn

∫ r

ρ=0

h(x)ρn−1dρ

= h(x)

car puisque h est harmonique chaque point x est égale à la moyenne sur
les sphères centrées x.

2. Oui
h(x) =

∫
Sr(x)

h(y)dσ(y) ≤ max
y∈Sr(x)

h(y)

3. Oui ∂2

∂x2h = 0 et ∂2

∂y2h = 0 donc ∆h = 0. On peut aussi vérifier que
l’intérgrale sur une sphère de h donne bien par symétrie la valeur de h
au centre de la sphère.

4. Non h(0, 0) est un minimum local strict. Ce il n’est donc pas harmonique.
Autre solution : On peut calculer ∆h = 2h 6= 0.

Exercice 14.9.7. Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien sur R2. On définit le
domaine V = [(x, y) ∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4], T1 = inf{t : ‖Bt‖ = 1} et
T2 = inf{t : ‖Bt‖ = 2}.

— T = min(T1, T2) <∞ p.s VRAI
— h(x, y) = log(x2 + y2) est une fonction harmonique sur V . VRAI



CHAPITRE 14. CORRECTIONS DES EXERCICES 115

— Pour tout (x, y) ∈ V h(x, y) = E(x,y)(g(BT )) avec g(x, y) = 0 si x2 +y2 =
1 et g(x, y) = log 4 si x2 + y2 = 4. VRAI

— P(x,y)(T1 ≥ T2) = log(x2 + y2) FAUX

Solution 14.9.8. En effet
1. Oui, un mouvement brownien ne reste pas borné.

P(T =∞) ≤ P(T1 =∞) = P(∀t : |Bt| ≤ 2) = 0

2. Oui. On calcul
∂

∂x
log(x2 + y2) =

2x

x2 + y2

∂

∂y
log(x2 + y2) =

2y

x2 + y2

et
∂2

∂x2
log(x2 + y2) =

x2 − y2

(x2 + y2)2

∂2

∂y2
log(x2 + y2) =

y2 − x2

(x2 + y2)2

donc
(
∂2

∂x2 + ∂2

∂y2

)
h = 0.

3. Oui, c’est la solution du problème de Dirichlet.
4. Non. Avec la question précédente on a que

log(x2 + y2) = 0× P(T = T1) + log 4× P(T = T2).

Donc P(T1 ≤ T2) = log(x2+y2)
log 4 .

14.10 Feuille d’exercice 10, Martingales continues.
Correction

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non et justifier pourquoi.

Exercice 14.10.1. Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien, a > 0 > b et Ta =
inf{t : Bt = a} et Tb = inf{t : Bt = b}.

— Ta ∧ Tb <∞ p.s. VRAI
— P(Ta < Tb) = |b|

a+|b| . VRAI
— E(B2

Ta∧Tb) = E(Ta ∧ Tb) VRAI
— E(Ta ∧ Tb) = |b|a VRAI

Solution 14.10.2. En effet :
1. Oui, Le mouvement brownien ne reste pas borné

P(Ta ∧ Tb ≥ t) = P(∀s ≤ t : b < Bs < a)

≤ P(b < Bt < a)

= P(
b√
t
< B1 <

a√
t
)

→ 0

lorsque t→∞.
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2. Oui, puisqueBt est une martingale, pour tout t, 0 = E(B0) = E(BTa∧Tb∧t).
Puisque Ta ∧ Tb <∞ p.s et |BTa∧Tb∧t| ≤ max a, |b|, par convergence do-
minée

0 = E(BTa∧Tb) = aP(Ta < Tb) + b(1− P(Ta < Tb))

et donc P(Ta < Tb) = |b|
a+|b| .

3. Oui B2
t − t est une martingale donc pour tout t ≥ 0,

0 = E(B2
0 − 0) = E(B2

Ta∧Tb∧t)− E(Ta ∧ Tb ∧ t).

On a de plus que E(B2
Ta∧Tb∧t) → E(B2

Ta∧Tb) lorsque t → ∞ par conver-
gence dominée avec |BTa∧Tb∧t|2 ≤ (max a, |b|)2 et E(Ta ∧ Tb ∧ t) →
E(Ta∧Tb) par croissance monotone. Conclusion E(B2

Ta∧Tb) = E(Ta∧Tb).
4. À partir des questions précédentes

E(Ta ∧ Tb) = a2P(Ta < Tb) + b2(1− P(Ta < Tb))

=
a2|b|
a+ |b|

+
a|b|2

a+ |b|
= a|b|.

Exercice 14.10.3. Soit (Mt)t≥0 une martingale continue positive tel queMt →
0 p.s, M0 = a > 0 et on note Tb = inf{t : Mt = b} pour b ≥ 0.

— Pour tout b > 0, Tb <∞ p.s, FAUX
— Pour tout b > 0, E(MTb) = a, FAUX
— Soit b > a alors P(supt≥0Mt ≥ b) = a

b , VRAI
— P(supt≥0(Bt − µt) ≥ b) = e−2µb. VRAI

Solution 14.10.4. En effet :
1. Non, Pour b > a ce n’est pas le cas. De fait puisque Mt → 0 p.s et Mt

continue, il existe C > 0 tel que P(∀s ≥ 0,Ms < C) > 0 et donc en
particulier TC =∞ sur un ensemble de mesure non nulle.

2. Non, Pour b < a, alors par continuité Tb <∞ p.s et donc E(MTb) = b.
3. Oui, On a que pour tout t, E(Mt∧Tb) = E(M0) = a. Donc

a = bP(Tb < t) + E(1Tb>tMt).

On a P(Tb < t) → P(Tb < ∞) = P(supt≥0Mt ≥ b) lorsque t → ∞. Et
par convergence dominée E(1Tb>tMt) → 0 car |1Tb>tMt| < b et Mt → 0
lorsque t→∞.

4. Oui. On considère la martingale Mt := e2µBt−2µ2t alors M0 = 1 et avec
la question précédente

P(sup
t≥0

(Bt − µt) ≥ b) = P(sup
t≥0

e2µ(Bt−µt) ≥ e2µb) = e−2µb.

Exercice 14.10.5. Comme dans le premier exercice (Bt)t≥0 un mouvement
brownien, a > 0 > b et Ta = inf{t : Bt = a} et Tb = inf{t : Bt = b}.
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— Pour tous α ∈ R, eγ(Bt−α)− γ
2

2 t+e−γ(Bt−α)− γ
2

2 t est une martingale VRAI
— Si a = |b| alors E(e−

γ2

2 Ta∧Tb) = cosh(a+|b|
2 γ) . FAUX

— Pour a, b quelconque E(e−
γ2

2 Ta∧Tb) =
cosh(

a+|b|
2 γ)

cosh(
a−|b|

2 γ)
. FAUX

— Pour tout λ ≥ 0, E(eλTa∧Tb) <∞. FAUX

Solution 14.10.6. En effet :

1. Oui, eγBt−
γ2

2 t et e−γBt−
γ2

2 t sont deux martingales donc e−γαeγBt−
γ2

2 t +

eαγe−γBt−
γ2

2 test aussi une martingale comme combinaison linéaire de
deux martingales.

2. Non. Simplement le terme de gauche est plus petit On note T = Ta ∧Tb.
Par symétrie on a P(Ta = T ) = P(Tb = T ) = 1

2 . On a alors

1 = E(eγBt∧T−
γ2

2 t∧T )

= E((1Ta=T + 1Tb=T )(eγBt∧T × e−
γ2

2 t∧T )

→ E(e−
γ2

2 T (
eγa + e−γa

2
))

lorsque t→∞. Donc E(e−
γ2

2 T ) = 1
cosh γa .

3. Non, on peut utiliser la question précédente. Par contre on peut faire un
calcul similaire avec la martingale de la question 1 où on pose α = a+b

2

E(e−γα + eγα) = E(eγ(Bt∧T−α)− γ
2

2 t∧T + e−γ(Bt∧T−α)− γ
2

2 t∧T )

= E((1Ta=T + 1Tb=T )(eγ(Bt∧T−α) + e−γ(Bt∧T−α))e−
γ2

2 t∧T )

→ E(e−
γ2

2 T (eγ(a−α) + eγ(b−α)))

et on obtient que

E(e−
γ2

2 T ) =
cosh(a+b

2 )

cosh(a−b2 )
).

4. Non, Pour simplifier on va supposer a = −b = 1. et on pose S1/2 =

T1/2 ∧ T1/2 = inf{t, |Bt| = 1
2}. et S

′
0 = inf{t > S1/2, Bt = 0}. Alors par

propriété de Markov forte Bt+S1/2
− BS1/2

est un mouvement brownien
et donc P(S′0 < T1∧T−1) = 1

2 par symétrie. À S′0 on est revenue au point
de départ donc

E(eλT1∧T−1) ≥ E(1S′0<T1∧T−1
eλT1∧T−1)

= E(1S′0<T1∧T−1
eλS

′
0eλ(T1∧T−1−S′0))

= E(1S′0<T1∧T−1
eλS

′
0)E(eλ(T1∧T−1))

où on a utilisé la propriété de Markov forte Bt+S′0 − BS′0 est un mou-
vement brownien indépendent de FS′0 et donc que conditionnellement
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S′0 < T1∧T−1 on a que T1∧T−1−S′0 a la même loi que T1∧T−1. Puisque
E(1S′0<T1∧T−1

eλS
′
0) → ∞ lorsque λ → ∞ il est possible de choisir λ tel

que E(1S′0<T1∧T−1
eλS

′
0) > 1 et on obtient une contradiction.

Exercice 14.10.7. Soit M (γ)
t une famille de martingales continues indexée par

γ ∈ R et “analytique” en γ c’est à dire qu’elle peut s’écrire M (γ)
t =

∑
i≥0 γ

iN i
t

où N i
t sont des processus continues, bornés dans L1 sur tout intervalle de temps

[0, t].
— eγBt−

γ2

2 t = 1 + γBt + γ2

2 (B2
t − t) +Oγ→0(γ2). VRAI

— B3
t − 3tBt est une martingale continue. VRAI

— Pour tout i, N i
t est une martingale continue. VRAI

— Pour tout k, dk

dγk
[eγBt−

γ2

2 t]|γ=0 est une martingale continue. VRAI

Solution 14.10.8. En effet :
1. Oui, on fait le développement limité

eγBt−
γ2

2 t = 1 + γBt −
γ2

2
+

1

2
(γBt −

γ2

2
t)2 +Oγ→0(γ2).

2. Oui, on peut véfiier à la main

B3
t = (Bt −Bs)3 + 3(Bt −Bs)2Bs + 3(Bt −Bs)B2

s +B3
s

Donc

E(B3
t |Fs) = 0 + 3(t− s)Bs + 0 +B3

s

où on a utilisé que (Bt−Bs) est indépendant de Fs, E((Bt−Bs)2) = t−s
et E((Bt −Bs)k) = 0 pour k impair. On obtient bien que

E(B3
t |Fs)− 3tE(Bt|Fs) = B3

s − 3sBs.

3. Oui On écrit ∑
γ≥0

γiN i
s = Ms

= E(M
(γ)
t |Fs)

=
∑
γ≥0

E(γiN i
t |Fs)

=
∑
γ≥0

γiE(N i
t |Fs)

et en identifiant les termes du développement limité lorsqu’on fait tendre
γ → 0 on a N i

s = E(N i
t |Fs). On peut justifier cet argument par récurence.

Soit k le plus petit entier tel que E(Nk
t |Fs) 6= Nk

s alors

E(Nk
t |Fs)−Nk

s =
∑
i>k

γi−k(N i
s − E(N i

t |Fs))→ 0

lorsque γ → 0.
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4. Oui. On peut écrire eγBt−
γ2

2 t =
∑
i≥0 γ

iNi où dk

dγk
[eγBt−

γ2

2 t]|γ=0 = k!Nk
et on peut conclure avec la question précédente. Vous pouver vérifier que
le cas k = 3 redonne la question 2. Conclusion ici pour tout k ∈ N on a
construit un polynome Pk(Bt, t) de degré k en Bt qui soit une martingale.

14.11 Feuille d’exercice 11, Variation finie et p-
variation.

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier alors ou donner un contre exemple.

Exercice 14.11.1. Soit a une fonction à variation finie sur [0, 1] et g une
fonction C1(R,R) et b une fonction bornée alors

— g ◦ a est à variation fini. VRAI
— h(t) :=

∫ t
0
g(s)da(s) est à variation fini (sur [0, 1]). VRAI

— limn→∞
∑n
k=1 g( kn )(a( kn )− a(k−1

n )) =
∫ 1

0
g(s)da(s) VRAI

— ∃C > 0, |
∑n
k=1 b(

k
n )(a( kn )−a(k−1

n ))−
∑n
k=1 b(

k−1
n )(a( kn )−a(k−1

n ))| ≤ C
pour tout n ∈ N∗. VRAI

Solution 14.11.2. En effet,
1. Oui, Puisque a est à variation finie, l’image de a sur [0, 1] est contenue

dans un compact. Puisque g est C1, alors g est Lipschitz sur Im(a). Soit
κ ce coefficient de Lipschitz et C une borne pour la variation de a. On a∑

i≤n

|g(a(ti))− g(a(ti−1))| ≤
∑
i≤n

κ|a(ti)− a(ti−1)| ≤ κC

pour tout division en sous intervales 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn = 1.
2. Oui on note µ = µ+ − µ− la mesure associé l’intégrale de a où µ+, µ−

sont des mesure positives fini et |µ| = µ+ + µ− . Pour tout s < t on a

|h(t)− h(s)| ≤
∫ t

s

|g(s)|d|µ|(s)

et donc∑
i≤n

|h(ti)− h(ti−1)| ≤
∑
i≤n

∫ ti

ti−1

|g(s)|d|µ|(s) ≤ ‖g‖L∞([0,1])

∫ 1

0

d|µ|(s).

On peut aussi directement dire que si |µ| est une mesure fini et g borné
alors |g||µ| est une mesure finie.

3. Oui C’est une proposition du cours avec g est continue et a à variation fini.
(Pour refaire la preuve avec g(n) =

∑
g( kn )1[ k−1

n ,n) la fonction constante
par morceau qui approxime g. Alors

n∑
k=1

g(
k

n
)(a(

k

n
)− a(

k − 1

n
)) =

∫ 1

0

g(n)(s)da(s).
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Et on peut conclure par convergence dominé puisque g(n)(s)→ g(s) pour
tout s ∈ [0, 1] lorsque n→∞ par continuité.)

4. Oui

|
n∑
k=1

b(
k

n
)(a(

k

n
)− a(

k − 1

n
))−

n∑
k=1

b(
k − 1

n
)(a(

k

n
)− a(

k − 1

n
))| ≤ 2‖b‖∞C

ou C est une borne pour la variation de a.

Exercice 14.11.3. Soit a et b des fonctions sur [0, 1] respectivement 1
p Holder

et 1
q Holder.
— a est à p-variation. VRAI
— Si p < q alors a est de q-variation nulle. VRAI
— Si 1

p + 1
q > 1 alors

∑n
k=1(a( kn )− a(k−1

n )(b( kn )− b(k−1
n ))→ 0. VRAI

— Soit (t
(n)
k )n∈N,k≤n tel quek−1

n ≤ t
(n)
k ≤ k

n . Alors si
1
p + 1

q = 1 FAUX

n∑
k=1

(a(
k

n
)− a(

k − 1

n
))b(t

(n)
k )

admet une limite pour n→∞ indépendamment du choix de (t
(n)
k )n∈N,k≤n.

Solution 14.11.4. En effet,
1. Oui, Soit α tel que pour tout s < t ∈ [0, 1] |a(t)−a(s)|

(t−s)
1
p
≤ α. Alors∑

|a(ti)− a(ti−1)|p ≤
∑
i≤n

αp|(ti − ti−1)
1
p |p ≤ αp

quelque soit 0 < t1 < · · · < tn = 1 donc a est à p−variation.
2. Oui, ∑

|a(ti)− a(ti−1)|q ≤
∑
i≤n

αq|ti − ti−1)
1
p |p|ti − ti−1|(q−p)

≤ αq sup
i≤n
|ti − ti−1|q−p × 1

→ 0

lorsque n→∞ avec supi≤n |ti − ti−1| → 0.
3. Oui, Ceci est toujours vrai pour a et b à p−variation et q−variation

respectivement avec 1
p + 1

q > 1. Ici on peut aussi vérifier directement en

notant β tel que ∀s < t ∈ [0, 1], |b(t)−b(s)|
(t−s)

1
q
≤ β

n∑
k=1

(a(
k

n
)− a(

k − 1

n
)(b(

k

n
)− b(k − 1

n
)) ≤

n∑
k=1

α

n
1
p

× β

n
1
q

=
αβ

n
1
p+ 1

q−1
× 1

→ 0
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lorsque n→∞.
4. Non dans le cas d’égalité 1

p+ 1
q = 1 ce n’est pas vrai en général. Construire

un contre exemple est un peu difficile L’exemple le plus simple aurait été
de prendre le mouvement avec p = q = 2 et vérifier que

∑n
k=1(B k

n
−

B k−1
n

)B k
n
et
∑n
k=1(B k

n
−B k−1

n
)B k−1

n
n’ont pas la même limite. Malheu-

reusement B n’est pas 1
2−Holder et il faut donc travailler un peu plus.

Exercice 14.11.5. Soit (Yi)i∈N des variables iid avec E(Yi) = 0 et E(Y 2
i ) = 1.

On pose S(N)
n = 1√

N

∑n
i=1 Yi. Soit ε > 0.

— ∃M , P(
∑N
k=1 |S

(N)
k −S(N)

k−1| < M) ≥ 1−ε pour tout N suffisament grand.
FAUX

— ∃M , P(
∑N
k=1 |S

(N)
k − S

(N)
k−1|2 < M) ≥ 1 − ε pour tout N suffisament

grand. VRAI
— Kn := (S

(N)
n )2 − E((S

(N)
n )2) est une martingale. VRAI

— Pour N →∞, Pour tout t1 < t2 < · · · < tn ((S
(N)
bNtic)

2 − E((S
(N)
bNtic)

2)i≤n

converge en loi vers (B2
ti − ti)i≤n. VRAI

Solution 14.11.6. En effet,
1. Non, On a

N∑
k=1

|S(N)
k − S(N)

k−1| =
1√
N

N∑
k=1

|Yk| ∼
√
NE(|Y1|)→∞

p.s par la loi forte des grands nombres. Donc pour toutM > 0 P(
∑N
k=1 |S

(N)
k −

S
(N)
k−1| < M)→ 0.

2. Oui, Ici encore avec la loi forte des grands nombres

N∑
k=1

|S(N)
k − S(N)

k−1|
2 =

1

N

N∑
k=1

|Yk|2 → E(|Y1|2)

p.s. Donc il suffit de choisir M > 1.

3. Oui, C’est un cas déjà rencontré dans un autre TD : S(N)
n est à accrois-

sement indépendant et de moyenne nulle. On peut le revérifier à la main
E((S

(N)
n )2) = n

N

E((S(N)
n )2|Fn−1) = (S

(N)
n−1)2 + 2(S

(N)
n−1)E(

Yn√
N
|Fn−1) +

1

N
E(Y 2

n |Fn−1)

= (S
(N)
n−1)2 +

1

N

Et on a donc bien E(Kn|Fn−1) = Kn−1.

4. Oui On a bien que E((S
(N)
bNtc)

2) = bNtc
N converge vers t (uniformement

sur R et de manière déterministe). On sait que (S
(N)
bNtic)i≤n converge
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vers (Bti)i≤n en loi. Donc ((S
(N)
bNtic)

2)i≤n converge vers (B2
ti)i≤n en loi.

(Rappel de la preuve de cette propriété : Pour toute fonction continue
bornée f : Rn → R

E(f((S
(N)
bNtic)i≤n))→ E(f((Bti)i≤n))

lorsque n → ∞. Soit g une fonction continue bornée g : Rn → R. On
pose f(x) = g(x2) alors

E(g((S
(N)
bNtic)

2
i≤n)) = E(f((S

(N)
bNtic)i≤n))

→ E(f((Bti)i≤n))

= E(g((Bti)i≤n))

lorsque n→∞. )

Exercice 14.11.7. Soit Bt et B̃t deux mouvements brownien indépendant et
At un processus à variation fini.

— B2
t est à variation fini. FAUX

— Pour p > 2,
∑n
k=1 |B k

n
−B k−1

n
|p → 0 en proba. VRAI

—
∑n
k=1(B k

n
−B k−1

n
)(B̃ k

n
− ˜B k−1

n
)→ 0 en proba. VRAI

— Kt :=
∫ t

0
BsdAs est un processus à variation fini. VRAI

Solution 14.11.8. En effet,
1. Non, Si B2

t était à variation fini alors B2
t − t aussi et puisse que c’est une

martingale continue on aurait que B2
t − t est constant. Absurde.

2. Oui,

E(

n∑
k=1

|B k
n
−B k−1

n
|p) = nE(|B 1

n
|p)

= n1−p/2E(|B1|p)
→ 0

où on a utilisé que (B k
n
− B k−1

n
) a la même loi que B 1

n
qui a la même

loi que 1√
n
B1. On a la convergence dans L1 et donc la convergence en

probabilité.
3. Oui, Puisque B et B̃ sont indépendants

E(BtB̃t|Fs) = BsB̃s + E((Bt −Bs)|Fs)B̃s
+ E((B̃t − B̃s)|Fs)Bs + E((Bt −Bs)(B̃t − B̃s)|Fs)

= BsB̃s + E((Bt −Bs)(B̃t − B̃s))
= BsB̃s
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et donc que BtB̃t est une martingale. On a alors que 〈B, B̃〉t = 0 et donc
que

n∑
k=1

(B k
n
−B k−1

n
)(B̃ k

n
− ˜B k−1

n
)→ 0

en probabilité. Autre preuve :

E((

n∑
k=1

(B k
n
−B k−1

n
)(B̃ k

n
− ˜B k−1

n
))2) =

n∑
k=1

E(((B k
n
−B k−1

n
)(B̃ k

n
− ˜B k−1

n
))2)

=

n∑
k=1

E((B k
n
−B k−1

n
)2)E((B̃ k

n
− ˜B k−1

n
)2)

=

n∑
k=1

1

n2

→ 0

Donc converge vers 0 dans L2 donc en probabilité.

4. Oui, Bt est continue donc borné sur [0, 1] et donc
∫ 1

0
BsdAs est à variation

finie sur [0, 1].

14.12 Feuille d’exercice 12, Variation quadratique
martingale continue. Correction

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier alors ou donner un contre exemple.

Par défaut on supposera que les martingales satisfont E(M2
t ) <∞ pour tout

t ≥ 0.

Exercice 14.12.1. Soit (Bt)t≥0 et (B̃t)t≥0 deux mouvements brownien indé-
pendant et (Mt)t≥0, (Nt)t≥0 deux martingales continue issues de 0.

— Si 〈M,M〉 = 〈N,N〉 p.s alors M = N p.s. FAUX
— limn→∞ |

∑n
k=1B k

n
(B k

n
−B k−1

n
)−

∑n
k=1B k−1

n
(B k

n
−B k−1

n
)| = 1. VRAI

— 〈B, B̃〉t = 0. VRAI
— 〈2B − B̃, 2B − B̃〉t = 3t. FAUX

Solution 14.12.2. En effet,
1. Non, On peut choisir M = B et N = B̃ alors 〈M,M〉t = 〈N,N〉t = t p.s

pour tout t.
2. Oui

lim
n→∞

|
n∑
k=1

(B k
n
−B k−1

n
)(B k

n
−B k−1

n
)| = 〈B,B〉1 = 1

en probabilité.
3. Oui, on peut vérifier que BtB̃t est déjà une martingale.
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4. Non, On a

〈2B − B̃, 2B − B̃〉t = 4〈B,B〉t − 4〈B, B̃〉+ 〈B̃, B̃〉t
= 5t.

Exercice 14.12.3. Soit (Mt)t≥0 une martingale continue, Xt un processus
continue et Sε = inf{t ≥ 0, 〈M,M〉t ≥ ε}.

— Si limn→∞ E(
∑n
k=1 |X k

n
−X k−1

n
|2) = 0 alors X1 = X0 p.s FAUX

— E((Mt∧Sε −M0)2) ≤ ε VRAI
— {〈M,M〉t = 0} ⊂ {Mt = M0} p.s. VRAI
— {Mt = M0} ⊂ {〈M,M〉t = 0} p.s. FAUX

Solution 14.12.4. En effet,
1. Non, ici on a simplement que la variation quadratique de X est nulle.

C’est par exemple le cas pour X à variation finie.
2. Oui (Mt −M0)2 − 〈M,M〉t est une martingale. Donc avec Sε un temps

d’arret on a

E((Mt∧Sε −M0)2) = E(〈M,M〉t∧Sε)
≤ ε

par définition de Sε.
3. Oui, (rappel notation l’ensemble ici est {ω ∈ Ω, 〈M,M〉t(ω) = 0} ⊂ Ω).

On réécrit {〈M,M〉t = 0} = ∩ε>0{〈M,M〉t ≤ ε} = ∩ε>0{Sε ≥ t}. Fixons
η, ε > 0. Alors par la question précédent

P({t ≤ Sε} ∩ {|(Mt −M0| > η}) ≤ 1

η2
E(1t≤Sε(Mt −M0)2)

≤ 1

η2
E((Mt∧Sε −M0)2)

≤ ε

η2
.

On a alors que P(∩ε>0{t ≤ Sε} ∩ {|(Mt −M0| > η}) = 0 quelque soit
η > 0 et on peut conclure P({〈M,M〉t = 0} ∩ {|(Mt −M0| > 0}) = 0.

4. Non, Par exemple soit B un mouvement brownien et T = inf{t ≥ 1, Bt =
0}. Alors Mt := Bt∧T est une martingale continue. On a que P(M2 =
0) = P(T ≤ 2) > 0. Donc P({M2 = M0}) > 0. Par contre 〈M,M〉2 =
〈B,B〉2∧T = 2 ∧ T ≥ 1. Donc P({〈M,M〉2 = 0}) = 0. En particulier on
ne peut pas avoir {M2 = M0} ⊂ {〈M,M〉2 = 0}.

Exercice 14.12.5. Soient (Xt)t≥0, (Yt)t≥0 des semimartingales continues issue
de 0.

— E(X1Y1) = E(〈X,Y 〉1). FAUX
— Si pour tout s ≥ 0, limn→∞ E(

∑bnsc
k=1 |Y kn − Y k−1

n
|2) = 0 alors Y est à

variation finie. VRAI
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— Si il existe A un processus à variation finie tel que X = Y + A alors
〈X,Y 〉 = 〈X,X〉 = 〈Y, Y 〉. VRAI

— Si X,Y sont des matingales avec 〈X,Y 〉t = 0 alors X et Y sont indépen-
dantes. FAUX

Solution 14.12.6. En effet,
1. Non, Ceci n’est vrai que pour des martingales (ie si X et Y n’ont pas

de composante à variation finie). Par exemple si X = A et Y = Ã deux
processus à variation finie. Alors 〈X,Y 〉 = 0 mais à priori E(XtYt) 6= 0.

2. Oui, On écrit Y = M+A avecM une martingale continue et A à variation
fini. On a que

lim
n→∞

E(

bnsc∑
k=1

|Y k
n
− Y k−1

n
|2) = 〈Y, Y 〉s = 〈M,M〉s = 0

pour tout s. Donc M = 0 p.s (voir exercice précédent ou utiliser que
E(M2

s ) = 0). Donc Y = A est à variation finie.
3. Oui, On a ici que X = M + Ã et Y = M + Ã+A avec M une martingale

continue et A, Ã à variation finie. Alors

〈M,M〉 = 〈X,Y 〉 = 〈X,X〉 = 〈Y, Y 〉.

4. Non, On peut construire le contre-exemple suivant. Soit B, B̃ deux mou-
vements browniens indépendants etX une bernoulli : P(X = 0) = P(X =
1) = 1

2 . On pose Ft = σ((Bs)s≤t, (B̃s)s≤t, X), en particulier X est F0

mesurable. On pose Mt = XBt et M̃t = XB̃t alors on vérifie que M et
M̃ sont des martingale et que 〈M,M̃〉 = 0 p.s. Par contre pour tout t > 0
on a

{Mt = 0} = {X = 0} = {M̃t = 0}

p.s. Les martingale M et M̃ ne sont donc pas indépendantes.

Exercice 14.12.7. Soit (Mt)t≥0 une martingale continue avec M0 = 0. Pour
n ∈ N∗ on pose Tn = inf{t ≥ 0 : |Mt| ≥ n} et Sn = inf{t ≥ 0 : 〈M,M〉t = n}.

— {limt→∞Mt existe et est finie} =
⋃
n∈N{Tn =∞}. VRAI

— {Tn =∞} ⊂ {〈M,M〉∞ <∞} p.s. VRAI
— Pour tout n, E(M2

t∧Sn) <∞. VRAI
— {limt→∞Mt existe et est finie} = {〈M,M〉∞ <∞} p.s VRAI

Solution 14.12.8. En effet,
1. Oui, Puisque M est continue,

{ lim
t→∞

Mt existe et est finie} ⊂ {∃n ∈ N,∀t ≥ 0, |Mt| ≤ n}

=
⋃
n∈N
{Tn =∞}
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Inversement soit n ∈ N. Alors Mt∧Tn est une martingale uniformément
bornée. Donc elle converge p.s. Donc

{Tn =∞} ∩ { lim
t→∞

Mt existe et est finie} = {Tn =∞} ∩ { lim
t→∞

Mt∧Tn existe et est finie}

= {Tn =∞}

c’est à dire {Tn =∞} ⊂ {limt→∞Mt existe et est finie} et donc ∪n∈N{Tn =
∞} ⊂ {limt→∞Mt existe et est finie} .

2. Oui On a

E(1Tn=∞〈M,M〉∞) = lim
t→∞

E(1Tn=∞〈M,M〉t∧Tn)

≤ lim
t→∞

E(〈M,M〉t∧Tn)

= lim
t→∞

E(M2
t∧Tn)

≤ n2

<∞

et donc P({Tn =∞} ∩ {〈M,M〉∞ =∞}) = 0.
3. Oui, on a directement que

E(M2
t∧Sn) = E(〈M,M〉t∧Sn) ≤ n <∞.

4. Oui, Avec la partie 1 et 2 on a que {limt→∞Mt existe et est finie} ⊂
{〈M,M〉∞ <∞}. Montrons l’autre inclusion. On a

{〈M,M〉∞ <∞} = ∪n∈N{〈M,M〉∞ < n} = ∪n∈N{Sn =∞}.

On a que Mt∧Sn est une martingale uniformément bornée dans L2 donc
elle converge p.s. (et dans L2). Alors comme dans 1,

{Sn =∞} ∩ { lim
t→∞

Mt existe et est finie} = {Sn =∞} ∩ { lim
t→∞

Mt∧Sn existe et est finie}

= {Sn =∞}

c’est à dire {Sn =∞} ⊂ {limt→∞Mt existe et est finie} et donc ∪n∈N{Sn =
∞} ⊂ {limt→∞Mt existe et est finie} .

14.13 Feuille d’exercice 13 : Integrale stochas-
tique. Correction

Rappel : Pour M une martingale continue borné dans L2, A un processus
à variation fini et H ∈ L2(M) un processus adapté, on notera

∫ t
0
HsdMs =

(H ·M)t l’intégrale stochastique associé à H et M et
∫ t

0
HsdA(s) = (H · A)t

l’intégrale pour la variation finie associé à H et A.
Pour chacun des exercices suivant, dites si les affirmations correctes ou non.

Expliquer ou donner un contre exemple.
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Exercice 14.13.1. Soit A un processus à variation finie, M une martingale
continue bornée dans L2.

— Soit Ft :=
∫ t

0
cos(Ms)dA(s). Alors (Ft)t≥0 est à variation finie p.s. VRAI

— (Ft)t≥0 est une martingale. FAUX
— Pour tout t ≥ 0 : E(

∫ t
0

sin(Ms)dMs) = 0 VRAI
— sin(Ms) =

∫ t
0

cos(Ms)dMs. FAUX

Solution 14.13.2. En effet
1. Oui, | cos(Ms)| ≤ 1 donc Ft est à variation finie p.s. (On a même ici que

la variation de Ft est bornée par celle de At. En notant ν = cos(M)dµ
on a bien que |ν| = | cos(M)||µ| ≤ |µ| est une mesure finie.)

2. Non. Il s’agit ici d’une intégrale à variation finie.
3. Oui, Par définition de l’intégral stochastique Nt :=

∫ t
0

sin(Ms)dMs est
une martingale. Donc E(Nt) = E(N0) = 0.

4. Non, On verra avec plus tard avec la formule d’Ito quelle est la formule
correcte. Ici on peut se persuader que le terme de gauche n’est pas une
martingale. Par exemple si M0 = −π2 et Ms non constante égale à −π2
alors on aurait E(sinMs) > −1 = E(sinM0). Absurde. Autre exemple
avecMs un mouvement brownien alors on peut voir que sin(Bt) est borné
mais qu’elle ne converge pas p.s

Exercice 14.13.3. SoitMs une martingale continue uniformément bornée dans
L2 et un processus adapté Hs ∈ L2(M).

— (H ·M)t =
∫ t

0
HsdMs est une martingale continue uniformément bornée

dans L2. VRAI
— E((H ·M)2

t ) = E(
∫ t

0
|Hs|2d〈M,M〉t) VRAI

— Si il existe C ≥ 0 tel que Hs ≤ C pour tout s ≥ 0 p.s alors il existe C ′
tel que (H ·M)s ≤ C pour tout s ≥ 0 p.s. FAUX

— 〈(H ·M), (H ·M)〉t converge p.s. et dans L1. VRAI

Solution 14.13.4. En effet
1. Oui, C’est directement la définition de l’intégrale stochastique.
2. Oui, En ne considérant que les martingales sur l’intervale [0, t] et non sur

[0,∞) c’est essentiellement l’isométrie entre H avec la norme ‖M‖2H =

E(M2
t ) et l’espace L2(M) avec la norme E(

∫ t
0
|Hs|2d〈M,M〉t).

E((H ·M)2
t ) = ‖(H ·M)‖2H = ‖H‖L2(M) = E(

∫ t

0

|Hs|2d〈M,M〉t).

On aurait pu aussi utiliser la propriété 〈H ·M,H ·M〉t = H2 · 〈M,M〉t
et donc

E((H ·M)2
t ) = E(〈H ·M,H ·M〉t) = E(

∫ t

0

|Hs|2d〈M,M〉t).
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3. Non, Par exemple avecM un mouvement brownien et Hs = 1[0,1](s) alors
(H ·M)s = Bs∧1 est une gaussienne de variance s ∧ 1 et n’est donc pas
bornée.

4. Oui, Par définition 〈H ·M,H ·M〉t est monotone croissante positive. De
plus on a pour tout t

E(〈H ·M,H ·M〉t) ≤ E(

∫ ∞
0

H2
sd〈M,M〉s) = ‖H‖L2(M) <∞

Exercice 14.13.5. Soit Bt un mouvement brownien. Soit (Hs)s≥0 un processus
adapté uniformément borné.

— E((H ·B)2
t ) =

∫ t
0
E(|Hs|2)ds VRAI

— Supposons Hs = 1Bs≥0. Alors pour tout s on a (H ·B)s ≥ 0 p.s. FAUX
— B2

t = 2
∫ t

0
BsdBs. FAUX

— 2
∫ t

0
BsdBs = B2

t − t VRAI

Solution 14.13.6. En effet
1. Oui. On a toujours

E((H ·B)2
t ) = E(

∫ t

0

H2d〈B,B〉s)

= E(

∫ t

0

|Hs|2ds)

=

∫ t

0

E(|Hs|2)ds

où on utilise Fubini à la dernière ligne (car H2 est positive).
2. Non, Par définition (H · B) est une martingale et donc E((H · B)s) =

E((H · B)0) = 0. Supposons qu’elle soit positive, alors (H · B)s = 0 p.s.
Absurde. (avec probabilité non nulle, B ≥ 0 sur [1, 2] donc (H · B) 6= 0
avec une probabilité non nulle.

3. Non, Par définition de l’intégrale stochastique,
∫ t

0
BsdBs est une martin-

gale et donc E(2
∫ t

0
BsdBs) = 0 alors que E(B2

t ) = t.
4. Oui. Lors de la construction de la variation quadratique on avait décom-

posé sous cette forme

M2
t =

∑
i≤n

(Mti −Mti−1
)2 + 2

∑
i≤n

Mti−1
(Mti −Mti−1

)

et on avait montrer que
∑
i≤n(Mti −Mti−1)2 → 〈M,M〉t en probablité

lorsque n→∞ avec maxi≤n |ti − ti−1| → 0. On a également que

∑
i≤n

Mti−1(Mti −Mti−1)→
∫ t

0

MsdMs.
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Dans le cas particulier ici 〈B,B〉t = t et donc

B2
t = t+ 2

∫ t

0

BsdBs

Exercice 14.13.7. Soit a un processus à variation finie, Ms une martingale
continue bornée dans L2 et Hs un processus adapté uniformément borné (∃C >

0 : |Hs| < C p.s pour tout s ≥ 0) et continue. Soit 0 < t
(n)
1 < t

(n)
2 < · · · <

t
(n)
pn = t une segmentation de [0, t]. On supposera que maxi≤pn |t

(n)
i+1 − t

(n)
i | → 0

lorsque n → ∞. Pour tout n on choisit une suite 0 ≤ y
(n)
1 ≤ · · · ≤ y

(n)
pn ≤ t tel

que y(n)
i ∈ [t

(n)
i−1, t

(n)
i ] pour tout i ≤ pn.

— Quelque soit le choix des y(n)
i on a pour n→∞

pn−1∑
i=0

H
y
(n)
i

(A
t
(n)
i
−A

t
(n)
i−1

)→
∫ t

0

HsdA(s)

en probabilité. VRAI
— Quelque soit le choix des y(n)

i on a pour n→∞
pn−1∑
i=0

H
y
(n)
i

(Mti −Mti−1
)→

∫ t

0

HsdMs.

en probabilité. FAUX
— Si pour tout n, i y(n)

i = t
(n)
i−1 alors Kk :=

∑k
i=0Hy

(n)
i

(Mti −Mti−1
) est

une martingale discrète. VRAI
— Supposons M borné. Si pour tout n, i y(n)

i = t
(n)
i alors pour n→∞

E

(
pn−1∑
i=0

M
y
(n)
i

(Mti −Mti−1)

)
→ E(〈M,M〉t)

VRAI

Solution 14.13.8. En effet
1. Oui. C’est toujours le cas pour les intégrales à variation finies. (Rappel

de la preuve

|
pn−1∑
i=0

H
y
(n)
i

(A
t
(n)
i
−A

t
(n)
i−1

)−
pn−1∑
i=0

H
ỹ
(n)
i

(A
t
(n)
i
−A

t
(n)
i−1

)| ≤ sup
i≤n
|H

ỹ
(n)
i
−H

ỹ
(n)
i
|
∑
|A
t
(n)
i
−A

t
(n)
i−1
|

→ 0

par uniforme continuité de H.
2. Non, Ici c’est essentielle que yi = ti−1. C’est l’équivalent que le processus

soit prévisible lorsqu’on construit une martingale dans le cas discret. Par
exemple avec H = M = B un mouvement brownien

pn−1∑
i=0

Bti(Bti −Bti−1)−
pn−1∑
i=0

Bti−1(Bti −Bti−1)→ 〈B,B〉t = t.



CHAPITRE 14. CORRECTIONS DES EXERCICES 130

3. Oui Lemme Fondammental au début du cours. (Juste garder toujours cet
exemple en tête pour la définition de l’intégrale stochastique).

4. Oui, Puisque
∑k
i=0Mti−1(Mti−Mti−1) est une martingale. E(

∑k
i=0Mti−1

(Mti−
Mti−1

)) = 0 et alors

E

(
pn−1∑
i=0

Mti(Mti −Mti−1
)

)
= E

(
pn−1∑
i=0

(Mti −Mti−1
)(Mti −Mti−1

)

)
= E((Mt −M0)2)

= E(〈M,M〉t)

Exercice 14.13.9. Soient M and N deux martingales continues bornées dans
L2 et K,H des processus adaptés et bornés.

— (K · (H ·M))t = (H · (K ·M))t VRAI
— 〈H ·M,N〉t = 〈M,H ·N〉t =

∫ t
0
Hsd〈M,N〉s VRAI

— 〈H · (M +N),K ·N〉t = (HK) · 〈M,N〉t + (HK) · 〈N,N〉t VRAI
— Si (Bt)t≥0 est un mouvement brownien alors 〈B,B ·B〉t = tBt FAUX

Solution 14.13.10. En effet
1. Oui. On a

(K · (H ·M))t = ((KH) ·M)t = (H · (K ·M))t .

2. Oui cela se note également

〈H ·M,N〉t = H · 〈M,N〉t = 〈M,H ·N〉t

3. Oui, c’est simplement que H ·(M+N) = H ·M+H ·N puis par bilinéarité
du crochet de martingale.

4. Non Ici on a

〈B,B ·B〉t = B · 〈B,B〉t =

∫ t

0

Bsds

14.14 Feuille d’exercice 14 : Formule d’Ito
Pour chacun des exercices suivant, dites si les affirmations correctes ou non.

Expliquer ou donner un contre exemple.

Exercice 14.14.1. Soit X = M + A une semimartingale avec A un proces-
sus à variation finie et M une martingale continue bornée dans L2. Et Bt un
mouvement brownien.

— exp(γBt − γ2

2 t) = 1 +
∫ t

0
exp(γBs − γ2

2 s)dBs. FAUX
— sin(Mt) =

∫ t
0

cos(Ms)dMs − 1
2

∫ t
0

sin(Ms)ds. FAUX
— X3

t −X3
0 = 3

∫ t
0
X2
sdXs + 3

∫ t
0
Xsd〈M,M〉s , VRAI

—
∫ t

0
sdBs = tBt −

∫ t
0
Bsds. VRAI
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Solution 14.14.2. En effet
1. Non, Il manque juste le facteur γ devant l’intégrale. Plus généralement

c’est la martingale de la forme exp(γMt − γ2

2 〈M,M〉t) = exp(γM0) +

γ
∫ t

0
exp(γMs− γ2

2 〈M,M〉s)dMs. On peut refaire le calcul avec la formule

d’Ito : f(x, y) = eγx−
γ2

2 y, ∂xf = γf , ∂yf = −γ
2

2 f ∂xxf = γ2 et alors

exp(γBt −
γ2

2
t) = 1 + γ

∫ t

0

exp(γBs −
γ2

2
s)dBs −

γ2

2

∫
exp(γBs −

γ2

2
s)ds

+
γ2

2

∫ t

0

exp(γBs −
γ2

2
s)d〈B,B〉s.

= 1 + γ

∫ t

0

exp(γBs −
γ2

2
s)dBs.

2. Non, La formule d’Ito donne f(x) = sin(x), ∂xf = cos(x) et ∂xxf =
− sin(x).

sin(Mt) =

∫ t

0

cos(Ms)dMs −
1

2

∫ t

0

sin(Ms)d〈M,M〉s.

3. Oui, Avec f(x) = x3 ∂xf = 3x2 et ∂xxf = 6x. Et on a que 〈X,X〉t =
〈M,M〉t. La formule d’Ito donne bien

X3
t −X3

0 = 3

∫ t

0

X2
sdXs + 3

∫ t

0

Xsd〈M,M〉s

4. Oui, C’est l’intégration par partie avec Xt = Bt et Yt = t où 〈X,Y 〉t = 0
car Y est à variation finie. On aurait pu aussi simplement utiliser la
formule d’Ito avec f(x, y) = xy.

Exercice 14.14.3. Soit X = M +A une semimartingale avec A un processus à
variation finie et M une martingale continue bornée dans L2. Et f une fonction
C2.

— |Mt| = |M0|+
∫ t

0
sign(Ms)dMs. FAUX

— f(Xt)− 1
2

∫ t
0
f ′′(Xs)d〈X,X〉s est une martingale. FAUX

— X2
t −M2

t est une martingale. FAUX
— XtMt = X0M0 + 2

∫ t
0
MsdMs +

∫ t
0
MsdAs + 〈M,M〉t. FAUX

Solution 14.14.4. En effet
1. Non, La formule d’Ito n’est valide que pour les fonctions C2et ne peut

pas être utilisé pour x→ |x|. En particulier ici le terme de droite est une
martingale mais pas le terme de gauche.

2. Non, il reste le terme de varation fini de dXs.

f(Xt)−
1

2

∫ t

0

f ′′(Xs)d〈X,X〉s = f(X0)+

∫ t

0

f ′(Xs)dMs+

∫ t

0

f ′(Xs)dAs



CHAPITRE 14. CORRECTIONS DES EXERCICES 132

3. Non, Par exemple M = 0 et At = t.
4. Non, La formule d’Ito avec f(x, y) = xy donne

XtMt = X0M0 +

∫ t

0

(Ms +As)dMs +

∫ t

0

MsdAs

+

∫ t

0

MsdAs +
1

2

∫
d〈X,M〉s +

1

2

∫
d〈M,X〉s.

= X0M0 + 2

∫ t

0

MsdMs +

∫ t

0

MsdAs

+

∫ t

0

AsdMs + 〈M,M〉t

Exercice 14.14.5. Soit Bt = (Bt, B̃t) un mouvement brownien dans R2, 0 <
ε < 1, T = inf{t : ‖Bt + (1, 0)‖ = ε} et sign(x) = 1 si x ≥ 0 et −1 sinon

—
∫ t

0
B̃sdBs = BtB̃t −

∫ t
0
BsdB̃s. VRAI

— log ‖Bt∧T + (1, 0)‖ est une martingale. VRAI
—
∫ t

0
(1T≤t − 1T>t)dBs est un mouvement brownien. VRAI

—
∫ t

0
sign(Bs)dBs est un mouvement brownien. VRAI

Solution 14.14.6. En effet
1. Oui, c’est encore la formule d’intégration par partie avec 〈B, B̃〉t = 0 car

les mouvements browniens sont indépendants.
2. Oui. On peut vérfier que h(x, y) = log(x2 + y2) est harmonique sur R2 \
{(0, 0)}. ∂xh = 2x

x2+y2 , ∂xxh = x2−y2
(x2+y2)2 , ∂yh = 2y

x2+y2 , ∂yyh = y2−x2

(x2+y2)2 et
donc ∆h = 0. On en déduit que log ‖Bt∧T + (1, 0)‖ = 1

2h(Bt∧T + (1, 0))
est une martingale.

3. Oui. On peut remarquer que

W = (1T≤t − 1T>t) ·B =

{
Bt si T ≥ t
2BT −Bt si T ≤ t

Par principe de réflection M est un mouvement brownien. Autre preuve.
On a 〈W,W 〉t = ((1T≤t − 1T>t)

2 · 〈B,B〉)t = (1 · 〈B,B〉)t = t. Par le
critère de Lévy, W est un mouvement brownien.

4. Oui, De même on a 〈sign(B) · B, sign(B) · B〉 = (sign(B))2 · 〈B,B〉 =
1 · 〈B,B〉 = 〈B,B〉. Et on conclue avec le critère de Lévy.

Exercice 14.14.7. Soient Ms,M̃s des martingale continues bornée dans L2

issue et Hs, H̃s des processus adaptés et borné.
— (H ·M)2

t =
∫ t

0
H2
sdMs + 1

2

∫ t
0
H2
sd〈M,M〉s. FAUX

— E((
∫ t

0
HsdMs)(

∫ t′
0
H̃sdM̃s)) = E(

∫ t∧t′
0

HsH̃sd〈M, M̃〉s). VRAI
— f((H·M)t) = f(0)+

∫ t
0
Hsf

′((H·M)s)dMs+
1
2

∫ t
0
H2
s f
′′((H·M)s)d〈M,M〉s

VRAI
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— E(((H − H̃) · (M − M̃))2
t ) ≤ E((H − H̃)2

t )E((M − M̃)2
t ). FAUX

Solution 14.14.8. En effet
1. Non, En notantXt =

∫ t
0
HsdMs on peut écrire dXs = HsdMs et d〈X,X〉s =

H2
sd〈M,M〉s. La formule d’Ito donne alors

X2
t = 2

∫ t

0

XsdXs + 〈X,X〉t

= 2

∫ t

0

(

∫ s

0

HudMs)HsdMs +

∫ t

0

H2
sd〈M,M〉s

2. Oui. On note Nt =
∫ t

0
HsdMs et Ñt =

∫ t
0
H̃sdM̃s et remarquer que N et

Ñ sont deux martingale issues de 0 . Supposons t ≤ t′. Par définition de
l’espérance conditionnelle

E(NtÑt′) = E(NtE(Ñt′ |Ft)) = E(NtÑt).

De plus

E(NtÑt) = E(〈N, Ñ〉t) = E(〈H ·M, H̃ · M̃〉t) = E((HH̃) · 〈M,M̃〉t)

3. Oui, comme pour le 1 pour X = H · M , on note dXs = HsdMs et
d〈X,X〉s = H2

sd〈M,M〉s. C’est alors la formule d’Ito.
4. Non, Par exemple on peut choisir Ht = H̃t alors le terme de droite donne

0. Alors que le terme de gauche est à priori strictement positif. (Par
exemple Ht = 1 et H̃t = 1t≥1, . M = B un mouvement brownien et
M̃ = 0.)

Exercice 14.14.9. SoitMs une martingale continue uniformément bornée dans
L2 issue de 0 à accroissement indépendant et un processus adapté Hs ∈ L2(M).

— 〈M,M〉t = E(M2
t ) p.s. VRAI

— E(exp(γ(Mt −Ms))) = exp(γ
2

2 E((Mt −Ms)
2)). VRAI

— Mt −Ms est une gaussienne. VRAI
— Avec E(M2

t ) dérivable et dont la dérivée Ft = d
dtE(M2

t ) ≥ ε pour tout t
pour un certain ε > 0. alors ( 1

F ·M)t est un mouvement brownien. FAUX

Solution 14.14.10. En effet
1. Oui, ceci n’est vrai bien sur qu’avec la condition “à accroissement indé-

pendant”. (voir feuilles précédente) On sait que M2
t − E(M2

t ) est une
martingale. Par définition de la variation quadratique (unicité) on a
〈M,M〉t = E(M2

t ).

2. Oui, On utilise la martingale exponentielle exp(γMt − γ2

2 〈M,M〉t). Ici
cela donne

E(eγMt |Fs)e−
γ2

2 E(M2
t ) = eγMse−

γ2

2 E(M2
s )

donc
E(eγ(Mt−Ms)|Fs) = e

γ2

2 (E(M2
t )−E(M2

s ))
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et on peut conclure avec E(M2
t −M2

s ) = E((Mt−Ms)
2) et E(E(eγ(Mt−Ms)|Fs)) =

E(eγ(Mt−Ms)).

3. Oui, On a bien que la transformée de Laplace est de la forme exp(σ
2γ2

2 ).
4. Non. Par contre, on peut vérifier que ( 1√

F
·M)t est un mouvement brow-

nien. 〈 1√
F
·M, 1√

F
·M〉t = 1

F .〈M, ·M〉t =
∫ t

0
1
Fs
d〈M,M〉s =

∫ t
0

1
Fs
Fsds =

t. Et conclure avec le critère de Lévy.



Chapitre 15

Corrections des Examens

15.1 Devoir maison 1 : Martingales Discrètes, Cor-
rection.

15.2 Enoncé
Problème 15.2.1. Quatres personnes Alice, Bob, Claire et David jouent au
jeu d’argent suivant. Un réel η ∈ (0, 1) est fixé pour toute la partie. Alice (resp
Bob,Claire et David) commence la partie avec A0 ≥ 0 argent (resp B0, C0 et D0)
et on note (An, Bn, Cn, Dn) leur argent respectif au temps n. À chaque temps
deux joueurs sont tiré aléatoirement de manière équitable. Ces deux joueurs
misent une même somme égale à η× « l’argent dont dispose le plus pauvre des
deux ». Puis ils parient à pile ou face avec une pièce équilibré et le gagnant
remporte la mise. Le jeux se répète alors de la même manière.

Exemple : à n = 1 Bob et David sont tirés et B0 ≤ D0. Ils misent donc
chacun ηB0. Bob gagne. Alors B1 = B0 +ηB0, D1 = D0−ηB0 . Rien ne change
pour les autres joueurs A1 = A0 et C1 = C0.

1. Montrer que chaque joueur joue une infinité de fois.
2. Montrer que An est une martingale.
3. Montrer An (resp (Bn, Cn, Dn)) converge p.s. Quelles sont les limites

possibles ?
4. Justifier que la convergence est dans L1. Quel est la probabilité que An →

0 pour n→∞ ?
5. Dans la suite on supposera qu’il n’y a plus que 2 joueurs Alice, Bob

et qu’au début de la partie Bob dispose d’une quantité illimité d’argent
A0 = 1 et B0 =∞. Justifier que logAn est une surmartingale.

6. Proposer le comportement asymptotique de 1
n logAn. En déduire une

autre preuve que An → 0 p.s
7. Avec η = 1

2 , pour quel α ∈ R logAn + αn est il une martingale ?

135
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8. Soit T = inf{An ≤ 10−10}. Montrer que 10 log 10
α ≤ E(T ) ≤ 10 log 10+log 2

α .
Est ce cohérent avec le comportement asymptotique de la question 6 ?

Problème 15.2.2. Soit Λ = [−L,L] × [−L,L] ∩ Z2 avec L ∈ N. On considère
(Xn)n∈N la marche aléatoire usuelle sur Λ, c’est à dire la chaine de Markov telle
que pour tout (x, y), (x′, y′) ∈ Λ

P(Xn = (x′, y′)|Xn−1 = (x, y)) =


1
4 si |x− x′|+ |y′ − y| = 1

0 si |x− x′|+ |y′ − y| > 1
1
4 (resp

1
2 ) si (x, y) = (x′, y′) et que (x, y)

est sur le bord (resp le coin) de Λ

Soit T−L = inf{n : Xn ∈ {−L} × [−L,L]}, TL = inf{n : Xn ∈ {L} × [−L,L]},
S−L = inf{n : Xn ∈ [−L,L] × {−L}}, SL = inf{n : Xn ∈ [−L,L] × {L}}. On
notera Fn la tribu canoniquement associée à (Xn)n∈N.

1. Montrer que T−L ,TL et T−L∧TL = min{T−L, TL} sont des temps d’arret.
2. On note Λ◦ = [−L+1, L−1]× [−L+1, L−1]∩Z2 ⊂ Λ. Montrer que pour

tout a, b, c ∈ R la fonction f : Λ → R donnée par f(x, y) := ax + by + c
est harmonique sur Λ◦.

3. Supposons X0 = (x0, y0). Calculer P(T−L < TL) et P(S−L < SL).
4. On note ∂Λ = Λ \ Λ◦. Soit u : ∂Λ → R, on cherche h : Λ → R tel que h

est harmonique sur Λ◦ et h|∂Λ = u. Proposer une formule permettant de
construire h. Cette solution est-elle unique ?

5. Dans cette question on suppose

u(x, y) =


6 si x = −L
0 si x = L

−5 si y = −L et x /∈ {−L,L}
3 si y = L et x /∈ {−L,L}

Soit h comme dans la question précédente. Calculer h(0, 0).
6. On pose Yn = ‖Xn‖2 et on note T = T−L ∧ TL ∧ S−L ∧ SL. Montrer que
Yn∧T − n ∧ T est une martingale.

7. Pour X0 = (0, 0), montrer que L2 ≤ E(T ) ≤ 2L2.

15.2.1 Correction
Solution 15.2.3. _

1. Notons ξAn = 1 si Alice joue au tour n et 0 sinon. (ξAn )n∈N sont des
variables indépendante iid et E(ξA1 ) = 3

6 = 1
2 . Par la loi forte des grands

nombres 1
N

∑N
n=1 ξ

A
n → 1

2 p.s. et donc
∑N
n=1 ξ

A
n →∞ p.s c’est à dire que

Alice joue une infinité de fois avec probabilité 1. Même conclusion pour
Bob, Claire et David.



CHAPITRE 15. CORRECTIONS DES EXAMENS 137

2. Pour tout n, 0 ≤ An ≤ A0+B0+C0+D0 donc E(|An|) <∞ et An est Fn
mesurable pour la tribu canoniquement associé au processus. À chaque
temps n, on note ζAn = 1 si Alice joue et gagne , −1 si elle joue et perd et
0 si elle ne joue pas et mn la mise au temps n. Puisque à chaque temps n
le dé est équilibré et indépendant de Fn−1,mn. E(ζAn |σ(Fn−1,mn)) = 0.
Donc

E(An|Fn−1) = An−1 + E(ζAnmn|Fn−1)

= An−1 + E(E(ζAn |σ(Fn−1,mn))mn|Fn−1)

= An−1

où on a utilisé que An−1 est Fn−1 mesurable, que mn est σ(Fn−1,mn) et
la propriété de concaténation de l’espérance conditionnel. Donc An est
bien une martingale.

3. Puisque An est une martingale positive, elle converge p.s. Même chose
pour Bn, Cn et Dn. Montrons que 0 et S = A0 + B0 + C0 +D0 sont les
seules limites possibles. Soit a ∈ (0, S) et supposons que An → a. Puisque
Bn+Cn+Dn → S−a l’une de ces trois martingales ne converge pas non
plus vers 0. Par symmétrie supposons également que Bn → b, b ∈ (0, S).
Alors An et Bn sont des suites de Cauchy donc il existe N tel que pour
tout n ≥ N , |An−An+1| < 1

2ηmin(a, b). Or avec probabilité 1, An et Bn
jouent ensemble une infinité de fois et à chaque temps i tel que c’est le
cas Ai+1 = Ai ± ηmin(An, Bn) il existe donc une suite infinie de temps
i tel que |Ai+1 −Ai| → ηmin(a, b). Absurde.

4. La martingale étant uniformément bornée par S elle converge dans L1.
Puisque An est une martingale

E(A0) = E(An) = E(1An→0An) + E(1An→SAn)

→ 0× P(An → 0) + S × P(An → S)

lorsque n→∞ par la convergence L1. Ainsi P(An → S) = A
S et P(An →

0) = 1− A
S .

5. An est une martingale et x → log(x) est une fonction concave donc
log(An) est une surmartingale (Jensen).

6. On a ici An = (1 + ηζAn )An−1 donc logAn = logA0 +
∑n
i=1 log(1 + ηζAn ).

On a ici une somme de variable indépendantes iid. Donc par la loi forte
des grands nombre

1

n
logAn → E(log(1 + ηζA1 )) =

1

2
log(1− η2)

p.s. Puisque log(1− η2) < 0, logAn → −∞ c’est à dire An → 0 p.s.
7. On a

E(logAn + αn|Fn) = logAn−1 + α(n− 1) + E(log(1 + ηζA1 )|Fn) + α

= logAn−1 + α(n− 1) + ((
1

2
log(1− η2)) + α)



CHAPITRE 15. CORRECTIONS DES EXAMENS 138

logAn + αn est il une martingale ssi α = − 1
2 log(1− η2) = − 1

2 log( 3
4 ).

8. Par la définition de T , AT−1 ≥ 10−10, AT ≤ 10−10 et donc AT ≥ (1 −
η)AT−1 ≥ 1

210−10. Puisque An → 0 p.s on a que T <∞ p.s. . Pour tout
n, An ≤ (1 + η)nA0 et donc

| logAn∧T + αn ∧ T | ≤ (log 2 + |α|)n ∧ T.

Par le théorème de l’arret pour tout n,

0 = E(logA0) = E(logAn∧T + αn ∧ T )

donc

E(n ∧ T ) = − 1

α
E(logAn∧T ) ≤ − 1

α
E(log(

1

2
10−10)) =

10 log 10 + log 2

α
.

Puis n∧T est croissante et converge vers T , E(n∧T )→ E(T ). Conclusion
E(T ) ≤ 10 log 10+log 2

α < ∞. Pour tout n, | logAn∧T + αn ∧ T | ≤ (log 2 +
|α|)T donc pas convergence dominée

0 = E(logAn∧T + αn ∧ T )→ E(logAT ) + αE(T )

et donc
10 log 10

α
≤ E(T ) ≤ 10 log 10 + log 2

α
.

Dans la question 6, on trouvait que logAn ∼ −αn pour n grand. On
pouvait alors s’attendre à αT ≈ − log(AT ) = 10 log 10.

Solution 15.2.4. _
1. On a

{T−L = n} = ∩i<n{Xi /∈ {−L} × [−L,L]} ∩ {Xn ∈ {−L} × [−L,L]}

puisque Xn est trivialement adapté, chacun de ces ensemble est Fn me-
surable donc {T−L = n} ∈ Fn. Même chose pour TL et on utilise ensuite
que le minimum de deux temps d’arret est un temps d’arret.

2. On calcule pour tout (x, y) ∈ Λ◦

Qf(x, y) =
1

4
(f(x+ 1, y) + f(x− 1, y) + f(x, y + 1) + f(x, y − 1))

=
1

4
(a(x+ 1) + by + c+ a(x− 1) + by + c

+ ax+ b(y + 1) + c+ ax+ b(y − 1) + c)

= ax+ by + c

donc f(x, y) bien harmonique sur Λ◦.
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3. On choisit f(x, y) = x qui est harmonique par la question précédente
(a = 1, b = c = 0) sur Λ◦. Par le même calcule on montre quelle est
harmonique sur [−L+1, L−1]×[−L,L] donc xn∧T−L∧TL = f(Xn∧T−L∧TL)
est une martingale. Elle uniformément bornée dans [−L,L], donc elle
converge p.s et dans L1. Elle est à valeur entière donc elle est constante
à partir d’un certain rang c’est à dire T−L ∧ TL < ∞ p.s (donc L,−L
sont les seuls limites possible). On a alors

x0 = E(x0) = E(xn∧T−L∧TL)→ E(xT−L∧TL)

donc

x0 = E(xT−L∧TL) = −L×P(T−L < TL)+L×P(T−L > TL) = −2LP(T−L < TL)+L

et finalement P(T−L < TL) = L−x
2L . De même avec la fonction f(x, y) = y

on obtient P(S−L < SL) = L−y
2L .

4. Pour le problème de Dirichlet on a la solution suivante

h(x) = Ex(u(XT ))

avec T = T−L ∧ TL ∧ S−L ∧ SL. Puisque T < ∞ et le domaine borné,
c’est l’unique solution.

5. Par symmétrie de cette chaine de markov. En partant du centre du carré,
chaque côté a la même probabilité d’être atteint en premier et on ne peut
pas toucher un coin sans atteindre un côté avant. Donc

P(T = T−L) = P(T = TL) = P(T = SL) = P(T = S−L) =
1

4
.

En utilisant la formule de la question précédente

h(0, 0) = P(T = T−L)u(XT−L) + P(T = TL)u(XTL) + P(T = S−L)u(XS−L) + P(T = SL)u(XSL)

=
1

4
(6 + 0− 5 + 3) = 1

6. Ce processus est trivialement adapté et |Yn∧T − n ∧ T | ≤ L2 + n < ∞.
On calcule alors

E(Yn∧T − n ∧ T |Fn−1) = E(1T≤(n−1)(YT − T )|Fn−1) + E(1T≥n(Yn − n)|Fn−1)

= 1T≤(n−1)(YT − T ) + 1T≥nE((x2
n + y2

n − n)|(xn−1, yn−1))

= 1T≤(n−1)(YT − T ) + 1T≥n(
1

4
((xn−1 + 1)2 + y2

n−1 + (xn−1 − 1)2 + y2
n−1

+ (yn−1 + 1)2 + x2
n−1 + (yn−1 − 1)2 + x2

n−1)− n)

= 1T≤(n−1)(YT − T ) + 1T≥n((x2
n−1 + y2

n−1 + 1)− n)

= 1T≤(n−1)(YT − T ) + 1T≥n(Yn−1 − n− 1)

= Y(n−1)∧T − (n− 1) ∧ T

qui donc est une martingale.
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7. (xn∧T ) et (yn∧T ) sont des martingales uniformément bornées donc elle
convergent dans L2. On a alors que Yn∧T = x2

n∧T + y2
n∧T converge dans

L1. Par convergence monotone on a également que n ∧ T converge dans
L1 vers T . Conclusion

0 = E(Y0 − 0) = E(Yn∧T − n ∧ T )→ E(YT )− E(T ).

soit E(T ) = E(YT ). On peut conclure en regardant les distances minimale
et maximal entre (0, 0) et un point du carré : L2 ≤ YT ≤ 2L2.

15.3 Devoir maison 2 : Mouvement Brownien et
calcul stochastique

15.3.1 Enoncé
Problème 15.3.1. Soit (Bt)t un mouvement brownien issue de 0, η > 0 et
k ∈ N. On note y = ((t1, y1), (t2, y2), · · · , (tk, yk)) avec 0 < t1 < · · · < tk = tF
et y1, · · · , yn ∈ R (par convention t0 = y0 = 0). On appelera « parcours » la
fonction fy linéaire par morceau sur les intervales [ti−1, ti] avec fy(ti) = yi,
formellement

fy(t) =
(t− ti−1)yi + (ti − t)yi−1

ti − ti−1
si t ∈ [ti−1, ti].

Et on appelera « circuit » la bande de taille η autour du parcours Cy,η = {(t, y) ∈
[0, tF ] × R : |y − fy(t)| ≤ η}. Dans cet exercice on cherchera ici à estimer la
probabilité que le mouvement brownien parcours le circuit sans en sortir lorsque
η est petit.

1. On s’interesse ici au cas k = 1, y1 = 0.
(a) Parmi les parcours C(0,tF ),η et C(0,2tF ),2η lequel est le plus facile ? C’est

à dire, a-t-on P(∀t ≤ tF : |Bt| < η) ≤ P(∀t ≤ 2tF : |Bt| < 2η) ou
l’inverse ?

(b) Montrer que P(∀t ≤ tF : |Bt| < η) ≤ 2η√
2πtF

.

(c) On note T = inf{t ≥ 0 : |Bt| = η}, montrer que E(T ) = η2 .

(d) En déduire que P(∀t ≤ tF : |Bt| < η) ≤ η2

tF
.

(e) Montrer que cos(γBt)e
γ2t
2 est une martingale pour tout γ ∈ R.

(f) En déduire que pour tout σ < π
2η il existe C > 0 tel que

P(∀t ≤ tF : |Bt| < η) ≤ Ce−σ
2

2 tF

quelque soit tF .
(g) Montrer que pour tout |x| ≤ η

P(∀t ≤ tF : |Bt + x| < η) ≤ P(∀t ≤ tF : |Bt| < η)

(On pourra introduire le temps d’arret S = inf{t : |Bt| = |x|}).
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2. On considère maintenant le cas général.
(a) Toujours dans le cas k = 1 (mais y1 quelconque), notons Jt1,y1 =
{∀t ≤ t1 : |Bt − y1

t1
t| < η}. Montrer que

e
y21−2η|y1|

2t1 P(Jt1,y1) ≤ E(1{∀t≤t1:|Bt− y1t1 t|<η}
e
y1
t1
Bt1−

y21
2t1 ) ≤ e

y21+2η|y1|
2tF P(Jt1,y1)

et en déduire que

e
y21−2η|y1|

2tF P(Jt1,y1) ≤ P(∀t ≤ tF : |Bt| < η) ≤ e
y21+2η|y1|

2tF P(Jt1,y1).

(b) Pour k = 2, et y = ((1, y1), (2, y2)), montrer que

P(∀t ≤ 2 : |Bt − fy(t)| < η)

≤ P(Jt1,y1)×max
|s|≤η

P(∀t ≤ 1 : |Bt − s− (y2 − y1)t| < η)

(c) Pour k quelconque, On suppose que pour tout i, ti = i, c’est à dire
y = ((1, y1), (2, y2), · · · , (k, yk)). Montrer que

logP(∀t ≤ k : |Bt − fy(t)| < η)

≤ −1

2

k∑
i=1

(yi − yi−1)2 + k logP(∀t ≤ 1 : |Bt| < η) + o(1)

lorsque η → 0.
(d) On note ỹ = ((1, 1), (2, 2)) et y′ = ((1, 2), (2, 2)). En supposant qu’à

une constante près qui ne dépend ni des yi ni de η l’inégalité du
dessus soit une égalité, parmi ces deux circuit ỹ et y′ lequel est le
plus « facile » lorsque η → 0 ?

Problème 15.3.2. Soient (Xn)n∈N des variables réelles iid symmétriques (donc
E(X1) = 0) et E(X2

1 ) = 1. Soit Mn, un processus dans C (que l’on identifiera
avec R2) définit de la manière suivante :

M0 6= 0 Mn = Mn−1 + i
Mn−1

|Mn−1|
Xn.

Soient Bt = (B
(1)
t , B

(2)
t ) un mouvement brownien dans R2. On notera Hs un

processus continue adapté de matrices Hs ∈ R2×2.

1. Étude du modèle discret :
(a) Vérifier que Mn est une martingale dans C.
(b) Si P(X1 = 1) = P(X1 = −1) = 1

2 (Bernoulli), montrer que |Mn|2 est
déterministe et déterminer sa valeur.

2. Étude du modèle continue dans le cas générale : On notera

(H ·B)t =

∫ t

0

HsdBs

l’intégrale stochastique dans R2.
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(a) Montrer que 〈(H ·B), (H ·B)〉t =
∫ t

0
HT
s Hsds

(b) En déduire que si Hs est à valeur dans O(R2) l’ensemble des matrices
orthogonales sur R2 alors (H ·B) est un mouvement brownien.

3. Ici on suppose que Ht est la projection orthogonal de rang 1 dont le

noyau est Nt :=

((
1
0

)
+ (H ·B)t

)
∈ R2 (et l’image le vecteur {Nt}⊥ ).

C’est à dire pour tout t on a

H2
t = Ht ∈ R2×2 HtNt =

(
0
0

)
.

On admettra que Ht est bien définit et continue.
(a) Soit (Xn)n∈N et Mn comme dans le cas discret avec X1 est une gaus-

sienne etM0 =
√
n+ i0 =

(√
n

0

)
(où on a identifié R2 = C). Montrer

que pour tout t, 1√
n
Mbntc converge en loi vers Nt . (on pourra ap-

proximer Ht par une fonction constante par morceau.)
(b) Exprimer Rt := ‖Nt‖2 à l’aide de la formule d’Ito.
(c) Avec T 1

2
= inf{t : Rt = 1

2} et T10 = inf{t : Rt = 10} Donner
P(T10 < T 1

2
).

15.3.2 Correction
Solution 15.3.3.

1. Dans le cas k = 1, y1 = 0.
(a) On a

P(∀t ≤ 2tF : |Bt| < 2η) = P(∀t ≤ tF : |B2t| < 2η)

= P(∀t ≤ tF :
√

2|Bt| < 2η)

≥ P(∀t ≤ tF : |Bt| < η)

où on a utilisé le changement d’échelle du mouvement brownien à la
deuxième égalité.

(b) On a

P(∀t ≤ tF : |Bt| < η) ≤ P(|BtF | < η)

=
1√

2πtF

∫ η

−η
e
− x2

2tF dx

≤ 2η√
2πtF

car e−
x2

2tF ≤ 1.
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(c) On utilise que B2
t − t est une martingale. Donc par le Théorème de

l’arret pour tout t,

0 = E(B2
0 − 0) = E(B2

t∧T − t ∧ T ).

Avec la question précédent P(T > tF ) ≤ 2η√
2πtF

→ 0 lorsque tF →
∞. Donc T < ∞ p.s.. Avec B2

t∧T ≤ η2, par convergence dominé
E(B2

t∧T )→ E(B2
T ) = η2 et par croissance monotone E(t∧T )→ E(T ).

Conclusion E(T ) = η2.
(d) Avec Markov

P(∀t ≤ tF : |Bt| < η) = P(T > tF ) ≤ E(T )

tF
=
η2

tF
.

(e) Première méthode on écrit cos(γBt)e
γ2t
2 = 1

2 (eiγBt+
γ2

2 t+e−iγBt+
γ2

2 t)
et on montre que chacun de ces termes est une martingale. On a ici
le même calcul que pour eγBt−

γ2

2 t. Soit s < t on a

E(eiγBt+
γ2

2 t|Fs) = E(eiγ(Bt−Bs)|Fs)eiγBs+
γ2

2 t

= E(eiγ(Bt−Bs))eiγBs+
γ2

2 t

= e−
γ2

2 (t−s)eiγBs+
γ2

2 t

= eiγBs+
γ2

2 s

où on a utilisé que (Bt −Bs) est indépendant de Fs et est une gaus-
sienne de variance t − s. Deuxième méthode, on utilise la formule
d’Ito avec f(x, y) = cos(γx)e

γ2

2 y. ∂xf = −γ sin(γx)e
γ2

2 y, ∂xxf =

−γ2 cos(γx)e
γ2

2 y, ∂yf = γ2

2 cos(γx)e
γ2

2 y. Alors

f(Bt, t) = 1− γ
∫ t

0

sin(γBs)e
γ2

2 sdBs +
γ2

2

∫ t

0

cos(γBs)e
γ2

2 sds

− γ2

2

∫ t

0

cos(γBs)e
γ2

2 sd〈B,B〉s

= 1− γ
∫ t

0

sin(γBs)e
γ2

2 sdBs

où on a utilisé que 〈B, t〉 = 〈t, t〉 = 0 car t est à variation fini.
Conclusion f(Bt, t) est une martingale par définition de l’intégrale
stochastique. Remarquer qu’on aurait aussi pu conclure directement
en remarquant que ∂yf = − 1

2∂xxf et donc f(Bt, 〈B,B〉t) est une
martingale.
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(f) Soit γ < π
2η . Avec la question précédente et le théorème de l’arret

1 = E(cos(γB0)e0) = E(cos(γBt∧T )e
γ2

2 t∧T )

= E(1T≤t cos(γη)e
γ2

2 T ) + E(1T>t cos(γBt)e
γ2

2 t)

≥ E(1T>t cos(γη)e
γ2

2 t)

= P(T > t) cos(γη)e
γ2

2 t

où on a utilisé que γBt∧T ∈ (−γη, γη) ⊂ (π2 ,
π
2 ) donc 0 < cos(γη) ≤

cos(γBt∧T ). On a alors bien

P(∀t ≤ tF : |Bt| < η) = P(T > tF ) ≤ 1

cos(γη)
e−

γ2

2 tF .

(g) On note S = inf{t : |Bt| = |x|}. Alors clairement S < T car |x| ≤ η.
On note B(S)

t = Bt+S −BS et on a

{sup
s≤t
|Bs| ≥ η} = {BS = x et sup

0≤s≤t−S
|B(S)
s + x| ≥ η}

∪ {BS = −x et sup
0≤s≤t−S

|B(S)
s − x| ≥ η}.

Par la propriété de Markov Forte B(S)
t est un mouvement brownien

indépendant de FS . Par symétrie P(BS = x) = P(BS = −x) = 1
2 et

ces deux ensembles sont disjoints. Alors

P({sup
s≤t
|Bs| ≥ η})

= P({BS = x et sup
0≤s≤t−S

|B(S)
s + x| ≥ η})

+ P({BS = −x et sup
0≤s≤t−S

|B(S)
s + x| ≥ η})

=
1

2
P( sup

0≤s≤t−S
|B(S)
s + x| ≥ η}) +

1

2
P( sup

0≤s≤t−S
|B(S)
s + x| ≥ η})

= P( sup
0≤s≤t−S

|B(S)
s + x| ≥ η})

Puisque B(S) est un mouvement brownien et S > 0 on a toujours
P(sup0≤s≤t−S |B

(S)
s + x| ≥ η}) ≥ P(sup0≤s≤t |Bs + x| ≥ η}) et donc

P({sup
s≤t
|Bs| ≥ η}) ≥ P( sup

0≤s≤t
|Bs + x| ≥ η})

2. On considère maintenant le cas général.
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(a) Sur Jt1,y1 on a

y1 − η ≤ Bt1 ⇒
y2

1

t1
− ηy1

t1
≤ y1Bt1

t1

⇒ y2
1

2t1
− ηy1

t1
≤ y1Bt1

t1
− y2

1

2t1

⇒ exp(
y2

1

2t1
− ηy1

t1
) ≤ exp(

y1Bt1
t1
− y2

1

2t1
)

et on a également exp(
y1Bt1
t1
− y21

2t1
) ≤ exp(

y21
2t1
− ηy1

t1
) à partir de

Bt1 ≤ y1 − η. Alors

e
y21−2η|y1|

2t1 P(Jt1,y1) = E(1Jt1,y1 e
y21−2η|y1|

2t1 )

≤ E(1Jt1,y1 e
y1
t1
Bt1−

y21
2t1 )

≤ E(1Jt1,y1 e
y21+2η|y1|

2t1 ) = e
y21+2η|y1|

2tF P(Jt1,y1).

On note Wt = Bt − ty1t1 et Q la mesure P multilpliée par le poids

e
y1
t1
Bt1−

y21
2t1 . Par Girsanov Wt est un mouvement brownien pour la

mesure Q.

E(1{∀t≤t1:|Wt|<η}e
y1
t1
Bt1−

y21
2t1 ) = EQ(1{∀t≤t1:|Wt|<η})

= Q(∀t ≤ t1, |Wt| < η)

= P(∀t ≤ t1, |Bt| < η).

(b) Pour k = 2, et y = ((1, y1), (2, y2)) on a

E(1{∀t≤2:|Bt−fy(t)|<η})

= E(1{∀t≤1:|Bt−y1t|<η}1{∀t≤1:|Bt+1−(y2−y1)t−y1|<η})

= E(1{∀t≤1:|Bt−y1t|<η}E(1{∀t≤1:|Bt+1−(y2−y1)t−y1|<η}|F1))

= E(1{∀t≤1:|Bt−y1t|<η}E(1{∀t≤1:|(Bt+1−B1)−(y2−y1)t−(y1−B1)|<η}|F1))

Par la propriété de Markov B̃t := (Bt+1 − B1) est un mouvement
brownien indépendant de F1. Donc si on définit la fonction h(x) =
PB̃(∀t ≤ 1 : |B̃t − (y2 − y1)t− (y1 − x)| < η) on a

E(1{∀t≤1:|(Bt+1−B1)−(y2−y1)t−(y1−B1)|<η}|F1) = h(B1).

Finalement

E(1{∀t≤2:|Bt−fy(t)|<η}) = E(1{∀t≤1:|Bt−y1t|<η}h(B1))

≤ E(1{∀t≤1:|Bt−y1t|<η}) sup
x∈(y1−η,y1+η)

h(x).
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(c) Comme à la question a) on a

sup
x∈(y1−η,y1+η)

h(x) ≤ e
−(y2−y1)2+4η(y2−y1)

2 sup
|s|≤η

P( sup
0≤t≤1

|Bt + s| < η})

= e
−(y2−y1)2+4η(y2−y1)

2 P( sup
0≤t≤1

|Bt| < η}).

On note h(k) = PB̃(∀t ≤ 1 : |B̃t − (yk − yk−1)t− (yk−1 − x)| < η) et
on raisonne maintenant par récurence

E(1{∀t≤k:|Bt−fy(t)|<η})

= E(1{∀t≤k−1:|Bt−fy(t)|<η}E(1{∀t≤1:|(Bt+k−1−Bk−1)−(yk−yk−1)t−(yk−1−Bk−1)|<η}|Fk−1))

≤ E(1{∀t≤k−1:|Bt−fy(t)|<η}) sup
x∈(y1−η,y1+η)

h(k)(x)

≤ E(1{∀t≤k−1:|Bt−fy(t)|<η})e
−(y2−y1)2+4η(y2−y1)

2 P( sup
0≤t≤1

|Bt| < η})

et finalement

logP(∀t ≤ k : |Bt − fy(t)| < η)

≤ logP(∀t ≤ (k − 1) : |Bt − fy(t)| < η)− 1

2
(yk − yk−1)2

+ logP(∀t ≤ 1 : |Bt| < η) +O(η)

lorsque η → 0.
(d) On a d’un côté

(ỹ1 − ỹ0)2 + (ỹ2 − ỹ1)2 = 12 + 12 = 2

et
(y′1 − y′0)2 + (y2 − y′1)2 = 22 + 02 = 4

Dans la formule précédente les autres termes ne dépends pas des yi
et donc on aurait

logP(∀t ≤ 2 : |Bt − fỹ(t)| < η) ≥ logP(∀t ≤ k : |Bt − fy′(t)| < η).

c’est à dire ỹ « plus facile » que y′.

Solution 15.3.4. .

1. Étude du modèle discret :
(a) On a |Mn+1| ≤ |Mn|+ | Mn−1

|Mn−1|Xn| = |Mn|+ |Xn| et donc

E(|Mn|) ≤ E(|M0|) +

n∑
i=1

E(|Xi|) <∞.
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On a également

E(Mn|Fn−1) = Mn−1 + i
Mn−1

|Mn−1|
E(Xn|Fn−1)

= Mn−1 + i
Mn−1

|Mn−1|
E(Xn)

= Mn−1

et Mn est donc bien une martingale dans C.
(b) On calcul

|Mn|2 = MnMn

=

(
Mn−1 + i

Mn−1

|Mn−1|
Xn

)(
Mn−1 − i

Mn−1

|Mn−1|
Xn

)
= Mn−1Mn−1

(
1 +

X2
n

|Mn−1|2

)
= |Mn−1|2 + 1

Donc par récurence immédiate |Mn|2 = |M0|2 + n.
2. Étude du modèle continue dans le cas générale avec

(H ·B)t =

∫ t

0

HsdBs.

(a) On note

Hs =

(
as bs
cs ds

)
et Bs =

(
B

(1)
s

B
(2)
s

)
avec B(1)

s , B
(2)
s deux mouvement brownien indépendant. On a alors

H ·B =

(
a ·B(1) + b ·B(2)

c ·B(1) + d ·B(2)

)
où (a · B(1))t =

∫ t
0
asdB

(1)
s est l’intégrale stochastique usuelle sur R

et même chose pour les autres termes.

〈(H ·B)1, (H ·B)1〉 = 〈a ·B(1) + b ·B(2), a ·B(1) + b ·B(2)〉
= a2 · 〈B(1), B(1)〉+ (ba · 〈B(2), B(1)〉

+ ab〈B(1), B(2)〉+ b2 · 〈B(2), B(2)〉
= a2 · t+ b2 · t

On a utilisé que 〈B(1)
s , B

(1)
s 〉t = 〈B(2)

s , B
(2)
s 〉t = t et 〈B(1)

s , B
(2)
s 〉t = 0

car les deux mouvements browniens sont indépendants. Donc

〈(H ·B)1, (H ·B)1〉t =

∫ t

0

a2
s + b2sds.
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Le calcul pour chacun des autres termes se fait de la même manière
et on obtient

〈(H ·B)1, (H ·B)2〉t =

∫ t

0

ascs + bsdsds

〈(H ·B)2, (H ·B)1〉t =

∫ t

0

ascs + bsdsds

〈(H ·B)2, (H ·B)2〉t =

∫ t

0

c2s + d2
sds

En écrivant

HsH
T
s =

(
a2
s + b2s+ ascs + bsds

ascs + bsds c2s + d2
s

)
on a bien 〈(H ·B), (H ·B)〉t =

∫ t
0
HsH

T
s ds.

(b) Si Hs est à valeur dans O(R2) alors pour tout s, HsH
T
s = Id et donc

〈(H ·B), (H ·B)〉t =
∫ t

0
Idds = tId. Par le Théorème de Lévy on a

que (H ·B) est un mouvement brownien dans R2.

3.
(a) Avec Ht un projecteur de rang 1, il peux s’écrire de la forme Ht =

utu
T
t où ut =

(
u

(1)
t

u
(2)
t

)
∈ R2,‖ut‖2 = |u(1)

t |2 + |u(2)
t |2 = 1 pour tout t.

Alors

(H ·B) = (utu
T
t ·B)

= ut · (uTt ·B)

= ut · (u(1) ·B(1)
s + u(2) ·B(2)

s ).

On peut vérifier que

〈(u(1) ·B(1) + u(2) ·B(1)), (u(1) ·B(1) + u(2) ·B(1))〉
= (u(1))2 · 〈B(1), B(1)〉+ (u(2))2 · 〈B(2), B(2)〉
= (u(1))2 · t+ (u(2))2 · t

Et donc

〈(u(1) ·B(1) + u(2) ·B(1)), (u(1) ·B(1) + u(2) ·B(1))〉t =

∫ t

0

(u(1))2 + (u(2))2ds

= t

Par le théorème de Lévy (u(1) ·B(1)
s + u(2) ·B(2)

s ) est un mouvement
brownien (dans R) que l’on note B̃. On a alors

Nt =

(
1
0

)
+

∫ t

0

usdB̃s.
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On a identifie R2 = C. Ici
(

1
0

)
= 1 + i0 ∈ C et puisque ut ⊥ Nt

et ‖ut‖ = 1, on a ut = ±i Nt|Nt| . On approxime u par une fonction

constante par morceau u(n)
s =

∑n
k=1 1[ k−1

n , kn )(s)u k−1
n

. Alors

Nt = lim
n→∞

1 +

∫ t

0

u(n)
s dB̃s

= lim
n→∞

1 +

bntc∑
k=1

u k−1
n

(B̃ k
n
− B̃ k−1

n
)

= lim
n→∞

1 + i

bntc∑
k=1

N k−1
n

|N k−1
n
|
(B̃ k

n
− B̃ k−1

n
)

= lim
n→∞

1√
n

√n+ i

bntc∑
k=1

N k−1
n

|N k−1
n
|
√
n(B̃ k

n
− B̃ k−1

n
)

 .

Ici
√
n(B̃ k

n
− B̃ k−1

n
) sont des gaussiennes iid et on reconnait alors la

définition de Mn.
(b) On a f(x, y) = x2 + y2. ∂xf = 2x, ∂xxf = 2, ∂yf = 2y and ∂yyf = 2

et on peut écrire dNs =

(
u

(1)
s dB̃s

u
(2)
s dB̃s

)
. Alors

‖Nt‖2 = 1+2

∫ t

0

N (1)
s u(1)

s dB̃s+2

∫ t

0

u(2)
s N (2)

s dB̃s+

∫ t

0

(u(1)
s )2+(u(1)

s )2ds.

Or ‖us‖2 = 1 et us ⊥ Ns pour tout s donc (u
(1)
s )2 + (u

(1)
s )2 = 1 et

N
(1)
s u

(1)
s +N

(2)
s u

(2)
s = 0. Conclusion

‖Nt‖2 = 1 + t

(c) Puisque ‖Nt‖ est déterministe strictement croissant on a T 1
2

=∞ p.s
et T10 = 9 p.s. En particulier P(T10 < T 1

2
) = 1.

15.4 Examen Martingale et Mouvement Brow-
nien.

15.4.1 Problèmes
Durée de l’examen : 3h.

Problème 15.4.1. .
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1. [Partie Discrète] Soit (Xi)i∈N des variables indépendantes identiquement
distribuées avec P(Xi = 1) = P(Xi = −1) = 1

2 . On note Sn =
∑n
i=1Xi.

On note

sign0(x) =


1 si x > 0

0 si x = 0

−1 si x < 0

.

Pour x ∈ Z, on note Tx = inf{n ∈ N : Sn = x}.
(a) Montrer que

|Sn| =
n∑
i=1

sign0(Si−1)Xi +

n∑
i=1

1{Si−1=0}.

(b) Montrer que |Sn| est une sous-martingale.
(c) Soit a < 0 < b, montrer que T := Ta ∧ Tb < ∞ p.s et calculer

P(T = Ta).
(d) Calculer E(|ST |).
(e) On note On = le nombre de fois que Si = 0 pour i ≤ n. Donner

E(OT ).
2. [Partie Continue] Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien. Soit η > 0, on

pose

hη(x) =


x si x ≥ η
x2

2η + η
2 si x ∈ (−η, η)

−x si x ≤ −η.

(a) hη est-il C1 ? C2 ?
(b) Exprimer h(Bt) avec la formule d’Ito (On admettra que cette dernière

est également valide pour hη.)
(c) Montrer que hη(Bt) est une sous-martingale continue.
(d) On note Lt = le temps que le mouvement brownien a passé dans

l’intervale (−η, η) jusqu’au temps t. C’est à dire la mesure de Lebesgue
de l’ensemble {s ≤ t, |Bs| ≤ η}. Soit T ′ = inf{t, |Bt| = 1}. Calculer
E(LT ′).

(e) Montrer que {s ≤ t, Bs = 0} est un ensemble fermé de mesure de
Lebesgue nulle p.s.

(f) Soit u ≥ 0 et Xu = inf{t > u,Bt = 0} et ε > 0. Montrer que
P(∃s ∈ (Xu, Xu + ε), Bs = 0) = 1.

(g) Montrer que {s ≤ t, Bs = 0} n’a pas de point isolé. C’est à dire
∀ε > 0, ∀x ∈ {s ≤ t, Bs = 0}, (x − ε, x + ε) ∩ {s ≤ t, Bs = 0} 6= {x}
p.s.

Problème 15.4.2. .
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1. [Martingale dans R] Soit Mt une martingale continue avec E(M2
t ) < ∞

pour tout t ≥ 0 et on note 〈M,M〉 sa variation quadratique.
(a) Montrer que

n∑
k=1

(M k
n
−M k−1

n
)3 → 0

en probabilité lorsque n→∞.
(b) On suppose que E(〈M,M〉∞) <∞. Montrer que Mt converge p.s.
(c) On note Wt un mouvement brownien issu de x > 0 (c’est à dire

Wt = x + Bt où B est un mouvement brownien issu de 0). Soit
T = inf{t ≥ 0,Wt = 0}. Montrer que Wt∧T converge p.s mais pas
dans L1.

(d) En déduire que E(T ) =∞.
2. [Mouvement brownien dans Rm]
(a) Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien dans Rm issu de x ∈ Rm \ {0}.

Et 0 < ε < ‖x‖, T = inf{‖Bt‖ = ε}. Exprimer ‖Bt∧T ‖ et ‖Bt∧T ‖2 à
l’aide de la formule d’Ito.

(b) Montrer qu’il existe B̃ un mouvement brownien dans R et A un pro-
cessus croissant tel que ‖Bt∧T ‖ = B̃t∧T +At∧T .

(c) Montrer que l’équation différentielle stochastique dXs = 2
√
|Xs|dBs+

mds, X0 = x admet une solution. (Typo, il manquait le 2.)
(d) Si m ≥ 3, donner k > 0 tel que h(x) = 1

‖x‖k soit une fonction harmo-
nique sur Rm \ {0}.

(e) En déduire que pour m ≥ 3, P(T =∞)→ 1 lorsque ε→ 0.
(f) En déduire qu’il y a unicité trajectorielle pour EDS dXs = 2

√
|Xs|dBs+

mds, X0 = x

15.4.2 Correction
Solution 15.4.3. .

1. [Partie Discrète]
(a) On a

|Sn+1| = |Sn +Xn+1| =


Sn +Xn+1 si Sn > 0

1 si Sn = 0

−Sn −Xn+1 si Sn < 0

Donc
|Sn+1| = |Sn|+ sign0(Sn)Xn+1 + 1{Sn=0}

et on conclue par récurrence immédiate.
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(b) (méthode 1) (Xi)i≥0 sont des variables iid de moyenne nulles donc
Sn est une martingale. x → |x| est convexe donc par Jensen |Sn|
est une sous-martingale. (méthode 2) sign0(Si−1) est Fi−1 mesu-
rable donc prévisible. Donc

∑n
i=1 sign0(Si−1)Xi est une martingale

et
∑n
i=1 1{Si−1=0} est croissant. Donc |Sn| est une sous-martingale

comme somme d’une martingale et d’un processus croissant.
(c) (méthode 1) ST∧n est une martingale bornée donc converge p.s. Elle

est à valeur entière elle est donc constante à partir d’un certain rang.
Les seules limites possibles sont alors a ou b c’est à dire T < ∞ p.s.
(méthode 2) Par le théorème centrale limite 1√

n
Sn → Gaussienne

de variance 1. Donc P(∀k ≤ n, Sk /∈ {a, b}) ≤ P(Sn ∈ (a, b)) =
P( 1√

n
Sn ∈ ( a√

n
, b√

n
)) → 0 pour n → ∞. On a avec le theorème de

convergence dominé

0 = E(Sn∧T )→ E(ST ) = aP(T = Ta)+bP(T = Tb) = (a−b)P(T = Ta)+b

donc
P(T = Ta) =

b

b− a
.

(d) Avec la question précédente

E(|ST |) =
b

b− a
|a|+ b

−a
b− a

=
2|ab|
b+ |a|

.

(e) Par limite croissante E(OT ) = limn→∞ E(OT∧n) et on a

E(OT∧n) = E(

T∧n∑
i=1

1{Si−1=0}) = E(|ST∧n|)− E(

T∧n∑
i=1

sign0(Si−1)Xi)

→ 2|ab|
b+ |a|

lorsque n→∞ car le deuxième terme est une martingale.
2. [Partie Continue] Soit (Bt)t≥0 un mouvement brownien. Soit η > 0, on

pose

hη(x) =


x si x ≥ η
x2

2η + η
2 si x ∈ (−η, η)

−x si x ≤ −η.

(a) On commence par vérifier que hη est bien continue hη(η+) = η =
η2

2η + η
2 = hη(η−) et même chose pour −η. On calcule ensuite

h′η(x) =


1 x ∈ (η,∞)
x
η x ∈ (−η, η)

−1 x ∈ (−∞,−η)
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de même h′η(η+) = 1 = η
η = h′η(η−) et même chose pour −η. Donc

hη est bien C1. Ensuite

h′′η(x) =


0 x ∈ (η,∞)
1
η x ∈ (−η, η)

0 x ∈ (−∞,−η)

La fonction est donc C2 par morceau mais pas C2 sur R tout entier.
(b) Avec la formule d’Ito

hη(Bt) =
η

2
+

∫ t

0

h′η(Bs)dBs +
1

2η

∫ t

0

1Bs∈(−η,η)ds

(c) (methode 1) h′η est croissante donc hη est convexe donc par Jensen
hη(Bt) est une sous-martingale continue. (méthode 2) avec la formule
d’Ito hη(Bt) est la somme d’une martingale (par définition de l’inté-
grale stochastique) et d’une fonction croissante. C’est donc bien une
sous-martingale.

(d) Dans le cas η > 1 alors LT ′ = T ′. Et avec la martingale B2
t − t on

peut calculer

0 = E(B2
T∧t)− E(T ∧ t)→ 1− E(T )

Donc E(LT ′) = 1. Dans le cas η < 1 alors

E(hη(Bt∧T )) = E

(
η

2
+

∫ t∧T

0

h′η(Bs)dBs +
1

2η

∫ t∧T

0

1Bs∈(−η,η)ds

)

=
η

2
+

1

2η
E

(∫ t∧T

0

1Bs∈(−η,η)ds

)

=
η

2
+

1

2η
E (Lt∧T )

Par convergence dominé E(hη(Bt∧T ))→ E(hη(BT )) = 1 et par crois-
sance monotone E (Lt∧T )→ E (LT ). Conclusion

E (LT ) = 2η − η2

(e) L’ensemble {s ≤ t, Bs = 0} est fermé car Bt est une fonction continue.
Ensuite pour tout η > 0 {s ≤ t, Bs = 0} ⊂ {s ≤ t, |Bs| < η}.
On note plus généralement Lt(η) qui dépend donc de η et comme
précédemment, on a

1

2η
E(Lt(η)) ≤ E(hη(Bt)) ≤ η + E(|Bt|).
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Conclusion

E(|{s ≤ t, Bs = 0}|) ≤ E(Lt(η)) ≤ 2η2 + ηE(|Bt|)→ 0

lorsque η → 0. Donc E(|{s ≤ t, Bs = 0}|) = 0 c’est à dire |{s ≤
t, Bs = 0}| = 0 p.s

(f) Xu est un temps d’arret. Par principe de Markov fort on a B(Xu)
s =

BXu+s−BXu est un mouvement brownien. Donc P(∃s ∈ (0, ε), B
(Xu)
s =

0) = 1. C’est à dire P(∃s ∈ (0, ε), BXu+s = 0) = 1 car BXu = 0 par
définition.

(g) Pour simplifier les notations on va supposer t = 1. On découpe l’in-
tervalle [0, 1] en morceau [k−1

2n ,
k
2n ) et on considère la famille de temps

d’arret (X k
2n

). Alors

P

 ⋂
k,n,m

{∃s ∈ (X k−1
2n
, X k−1

2n
+

1

m
), Bs = 0}

 = 1

En particulier pour tout intervale [k−1
2n ,

k
2n ) si il existe s ∈ [k−1

2n ,
k
2n ),

Bs = 0 alors X k−1
2n

< k
2n et avec 1

m < k
2n − X k−1

2n
on a qu’il existe

un autre point dans (X k−1
2n
, X k−1

2n
+ 1

m ) ⊂ [k−1
2n ,

k
2n ) tel que Bs = 0.

Conclusion dans tous [k−1
2n ,

k
2n ) alors #{Bs = 0} = 0 ou #{Bs =

0} ≥ 2. Il n’y a donc pas de points isolés.

Problème 15.4.4. .

1. [Martingale dans R] Soit Mt une martingale continue avec E(M2
t ) < ∞

pour tout t ≥ 0 et on note 〈M,M〉 sa variation quadratique.
(a) On a

E(

n∑
k=1

|M k
n
−M k−1

n
|3) ≤ E(sup

i
|M i

n
−M i−1

n
|
n∑
k=1

|M k
n
−M k−1

n
|2)

≤ E(sup
i
|M i

n
−M i−1

n
||M1 −M0|2)

→ 0

lorsque n→∞ puisque supi|M i
n
-M i−1

n
|→0 par uniforme continuité..

(b) On a

E(M2
t ) = E(M2

0 ) + E(〈M,M〉t) ≤ E(M2
0 )+E(〈M,M〉∞) <∞

Donc Mt est uniformément borné dans L2 donc converge p.s.
(c) Wt∧T est une martingale positive donc converge p.s. Supposons par

l’absurde qu’elle converge dans L1 alors

x = E(W0) = E(Wt∧T )→ E(WT ) = 0

absurde.
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(d) On a que 〈W,W 〉t∧T = t∧T . Par l’absure si E(T ) <∞ alors E(W 2
t ) ≤

x2 + E(T ) < ∞. Donc Wt uniformément borné dans L2 et converge
donc dans L2 et donc dans L1. Contradiction.

2. [Mouvement brownien dans Rm]
(a) On a avec la formule d’Ito

‖Bt∧T ‖2 = ‖x‖2 + 2

m∑
i=1

∫ t∧T

0

B(i)
s dB(i)

s +m(t ∧ T )

et ensuite avec f(y) =
√
y, f ′(y) = 1

2
√
y et f ′′(y) = − 1

4y3/2
. On calcule

la variations quadratiques

〈2
m∑
i=1

∫ t∧T

0

B(i)
s dB(i)

s , 2

m∑
i=1

∫ t∧T

0

B(i)
s dB(i)

s 〉 = 4

m∑
i=1

∫ t∧T

0

|B(i)
s |2d〈B(i)

s , B(i)
s 〉

= 4

∫ t∧T

0

‖Bs‖2ds

On a alors

‖Bt∧T ‖ =
√
‖Bt∧T ‖2 = ‖x‖+

m∑
i=1

∫ t∧T

0

B
(i)
s

‖Bs‖
dB(i)

s +
m

2

∫ t∧T

0

1

‖Bs‖
ds−1

2

∫ t∧T

0

‖Bs‖2

‖Bs‖3
ds.

(b) On calcule la variation quadratique

〈
m∑
i=1

∫ t∧T

0

B
(i)
s

‖Bs‖
dB(i)

s ,

m∑
i=1

∫ t∧T

0

B
(i)
s

‖Bs‖
dB(i)

s 〉 =

m∑
i=1

∫ t∧T

0

|B(i)
s |2

‖Bs‖2
ds = t∧T

Donc avec le critère de Lévy on a que
∑m
i=1

∫ t∧T
0

B(i)
s

‖Bs‖dB
(i)
s est un

mouvment brownien. Le terme de droite croissant comme intégrale
d’une fonction positive.

(c) Avec la question précédente on a d‖Bs‖2 = 2‖Bs‖
∑m
i=1

B(i)
s

‖Bs‖dB
(i)
s +

mds. On pose Xs = ‖Bs‖2 qui est alors solution de

dXs = 2
√
|Xs|Bs +mds.

(d) Avec k = 2l on calcule h(x) = 1
(x2

1+···+x2
m)l

, ∂xih = 2lxi
(x2

1+···+x2
m)l+1 ,

∂xixih =
2l((x2

1+···+x2
m)−2(l+1)x2

i )

(x2
1+···+x2

m)l+2 . Alors

∆h =

m∑
i=1

∂xixih = 2k
(m− 2(l + 1))

(x2
1 + · · ·+ x2

m)l+1

qui est donc harmonique pour l = m
2 − 1 c’est à dire k = m− 2.
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(e) Soit k comme dans la question précédente on a que h(Bt∧T ) est une
martingale car h est harmonique. Alors

x = E(h(Bt∧T )) ≥ E(h(Bt∧T )1T≤t) =
1

εm−2
P(T ≤ t)

car h est positive. Donc P(T < ∞) = limt→∞ P(T ≤ t) ≤ εm−2x. En
particulier cela converge vers 0 pour ε→ 0.

(f) Sur {x ∈ R, |x| > ε}la fonction x→
√
x est lipshitzienne. Il y a donc

unicité trajectoriel jusqu’à T . C’est à dire soit X et X̃ deux solutions
avec le même mouvement brownien alors

Xt∧T = X̃t∧T .

presque surement puisque X à la même loi que le mouvement brow-
nien en dimension m, Or lorsque ε→ 0 on a P(T =∞) qui converge
vers 1 et donc Xt = X̃t. p.s pour tout t ≥ 0.


