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Premiére partie

Martingales discreétes



Chapitre 1

Rappels de probabilité.

1.1 Feuille d’Exercices 1 : Rappels de probabilité.

Dans chacun des exercices suivants dites pour chacune des affirmations si
elle est vrai ou fausse et expliquer pourquoi.

Exercice 1.1.1. (Espaces mesurables) Soit 2 un ensemble. Les tribus et fonc-
tions ci dessous sont définies sur €.

1. Soit F; et Fo deux tribus telle que F; C Fo alors toute fonction Fj
mesurable est F5 mesurable.

2. Soit F; et Fa deux tribus et o(Fy, F2) la tribu engendrée par Fp et Fo.
Alors pour tout A € o(Fy,F2), A€ Fpou A€ Fo.

3. Soit X une variable aléatoire, o(X) la tribu engendrée par X et f une
fonction continue R — R. Alors f(X) est une fonction o(X) mesurable.

4. Soit (f;)ien une suite de fonction F mesurables et f une fonction telle
que Yw €  lim; , fi(w) = f(w). Alors f est F mesurable.
Exercice 1.1.2. (Espérance)
1. E(exp(X)) < exp(E(X)).
2. L3(Q) C LY(Q) (ie : si E(|X|?) < oo alors E(| X]) < c0).
3. E(liminf X,,) <liminf E(X,)
4. Si X >0, alors P(X > 2) < 1E(X).

Exercice 1.1.3. (Convergence)
1. Si X,, — X presque surement alors E(X,,) — E(X).
2. Si X,, — X dans L? alors E(X,,) — E(X).

3. Si X,, — X en loi alors E(f(X,,)) — E(f(X)) pour tout f : R - R
continue.

4. Si X,, = X dans L' alors X,, — X en probabilité.
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Exercice 1.1.4. (Indépendance)
1. Pour X, Y indépendants Var(X + YY) = Var(X) + Var(Y).

2. X et Y sont indépendants si et seulement si E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y))
pour tout f, g mesurables et bornées.

3. Si X et Y sont indépendants, X et Z sont indépendants et Y et Z sont
indépendants. Alors X, Y, Z sont indépendants.

4. Soit (X;)ien une suite de variables aléatoires iid tel que E(X;7) = 0 et
E(X?) < co. Alors lim,, e E((% s Xi)2> _o.

Exercice 1.1.5. (Lois aléatoires usuelles)

1. La somme de 3 variables de bernoulli indépendantes de paramétre p
donne une loi binomiale B(3,p).

2. Soit (X;);en des variables de bernoulli iid. On définit 7' = inf{i : X; = 1}
(ie : la premiére apparition d’un 1). Alors T suit une loi géométrique.

3. La somme de deux variables aléatoires gaussiennes est une variable aléa-
toire gaussienne.

4. La somme de deux variables aléatoires de Poisson indépendantes est une
variable aléatoire de Poisson.



Chapitre 2

I’espérance conditionnel

2.1 Introduction sur un exemple.

Soit 0 < t; < ty < tp,—1 < 1 et on considére f une fonction constante
par morceaux sur les segments [t;,¢;+1) (ol on notera o = 0 et ¢, = 1). Soit
{s1,--,81-1} C{t1, - ,tn—1}, on souhaiterai approximer f par une fonction g
constante par morceaux sur les segments [s;, s;41). On peut penser a un signal
ou f est un sequencage & haute précision et que l'on veut se restreindre & un
signal plus grossier mais conservant & peu prés les caractéristiques de f. On a
plusieur approche possible :

La premiére possibilité est de directement prendre la moyenne de f sur
chacun des segments [s;, $;+1)

9= Z bil[si,si+1)

5'L+1
ol by = = sll f

Une deuxiéme approache plus formelle est de minimiser ||f — g|| pour une
certaine norme. La plus facile est de considérer la norme ||.||z2 :

I =l = [ 1700 - g

car c’est un espace de Hilbert. il se trouve que pour ce choix ci la solution
obtenue est la méme que précédemment. En effet on on peut vérifier en écrivant

aussi g = ) bil[s, s,,,), le minimum est atteind lorsque

d 9 Si41
7@‘”*9”[4’:2 f(u) = bidu

et donc (siy1 — s:)bi = [0 f(u)du.
Une troisiéme approache est d’aspect un peu pratique. Plutét que voir f
comme une fonction on peut la voir plutdt comme une forme linéaire (une dis-
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tribution) sur un ensemble des fonction

(f.h) = /0 F () ()

On peut penser que si f est un signal, les (f, h) sont les informations que ’on
souhaite extraire du signal. Si les i considérés sont tous grossiers : constante par
morceaux sur les segments [s;, $;11), il est inutile de conserver tout le sequengage
de haute précision. On introduira plutoét g également constante par morceau
[si, 8i+1) qui agit de la méme maniére que f :

(g:h) = {f )
pour tout h. Cette troisiéme définition de g donne encore la méme fonction que
précédemment. En effet on peut vérifier pour h = 1, 4, )

.m= [ " bidu = / T fuddu = (. 1)

[ [
Cet exemple illustre les différentes points de vu de considérer ’espérance condi-
tionnelle que nous voyons maintenant.

2.2 Espérance conditionnel

2.2.0.1 Quelques rappel sur les espaces mesurables.

Soit 2 un ensemble. F est une tribue sur Q si F C P(2) avec F stable par
unions, intersections dénombrable et complémentaire (o-algébre).

Exemple 2.2.1. Si B est une tribu fini de 2 alors il existe une partition 2 =
Aj U .- U Ay des “atomes” de la tribu tel que pour tout B € B, il existe
Ic{1,....,k}

B = UierA;.
Définition 2.2.2. Soit deux tribu F et G sur €, on dit queF est plus fine que

G et reciproquement que G est plus grossiére que F ssi G C F. On dit aussi que
G est une sous tribu de F.

Définition 2.2.3. Soit (21, F1), (2, F2) deux espaces mesurable. Une fonction
f Q1 — Qo est dite mesurable si pour tout A € F» on a f~1(A) € Fi.
Remarque si .7-'{ est plus fine que Fy, respectivement F plus grossiére que Fp
alors f est également mesurable pour (Qy, Fy), (Qg, Fy).

On supposera toujours que R est muni de la tribu borélienne. Dans ce cas
f:Q — R est mesurable ssi f~!([a,0)) € F pour tout a € R.
Remarque 2.2.4. Pour (Qg, F3) un espaces mesurable, une fonction f : Q; — Qo
génére une tribu sur Q via {f71(A4): A € F}.
Remarque 2.2.5. L’ensemble des fonctions F mesurable est un R espace vectoriel
et si G C F alors les fonctions G mesurables forment un sous espace vectoriel.

Proposition 2.2.6. L’ensemble de fonctions L*(), F, ) est un espace de Hil-
bert avec le produit scalaire (X,Y) = E(XY).



CHAPITRE 2. L’ESPERANCE CONDITIONNEL 10

2.2.0.2 Définitions de 1’espérance conditionnel.

Définition 2.2.7. Soit X € L'(Q, F, u) et soit B C F une sous tribu

1. Si B est une tribu fini, on pose

E(X|B):= Y laba, bA;:{g@)]E(lAX) si p(A) #0

A atomes de Q simon.

2. Si X € L?(Q, F,u), on pose
E(X|B) := 7TL2(Q,B,u)(X)

ol Tr2(q,8,,) est la projection orthogonal (pour le produit scalaire de
L2(Q, F, p)) sur L(Q, B, p).

3. On définit E(X|B) comme 1'unique fonction de L*(£, G, i) tel que
E(ZX) = E(ZE(X|B))

pour toute fonction Z G-mesurable bornée. Ou de maniére equivalente
comme 1'unique fonction de L*(£2, G, i) tel que

E(1aX) = E(14E(X|B))
pour tout A € G.

La premiére définition est trés intuitive : une espérance conditionnelle consiste
simplement & moyenner la fonction sur des petits sous espaces. On peut conjec-
turer que les propriétés que l'on connait sur la moyenne se généralisent a ’es-
pérance conditionnelle.

La deuxiéme définition donne un autre point de vu aussi trés intéressant :
I’espérance conditionnelle est une application linéaire, mieux une projection !
Ceci nous permet aussi de deviner certaine de ces propriétés.

La troisiéme définition est plus formelle et moins transparante. Cependant
c’est la plus générale et c’est donc elle que ’on doit utiliser pour les démonstra-
tions.

Montrons que ces trois définitions sont bien équivalentes (sur leur domaine
de définition).

Démonstration. 1<2 : Soit X € L?(Q,F,u) et B une tribu fini. La variable
Tr2(0,8,:)(X) =: m(X) est la fonction B mesurable qui minimise || X — Y7, sur
toutes les fonctions B mesurable Y =", . 14ba. On a donc 7(X) =
et En dérivant

d d
—IX = Y%, = — X —ba)du=2 | (X - =
dbAII i3 Do ) //( bar)*dp /( b)dp =0

A’ atome de Q A

et donc bap(A) = [, Xdp =E(14X).
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32 Soit X € L2(Q, F,u), ona X = n(X)+ (X —7(X)) ot par définition de
la projection orthogonal (X — 7(X)) L L2(£2, B, 1). Soit Z B mesurable borné.
Alors E(X —n(X))Z) =0et on a

E(XZ)=E#(X)Z)+E(X —7(X))Z) =E(=(X)Z)
ce qui redonne bien la définition 2. Le sens 3=-2 se déduit alors de 'unicité. [

Exercice 2.2.8. En utilisant les trois définitions, montrer que pour B = {f), Q}
la tribu grossiére pour tout X € LY(Q, F,u) on a

E(X|B) =E(X)lq
(la fonction constante égale E(X)).

Solution 2.2.9. C’est immédiat en utilisant la premiére définition : E(X|B) =
ﬁE(Xlg)lg = E(X)1q puisque p(2) = 1. Pour la deuxiéme puisque E(X|B)
est B mesurable, E(X|B) = blg. On cherche b qui minimise E((X — blg)?). 11
suffit de dériver : ZE((X — blg)?) = 2E(X — blg) = 0 soit E(X) = bE(1g) =
b. Enfin pour la troisiéme définition. On a encore E(X|B) = blg et E(X) =
E(1oX) = E(1gE(X|B)) = E(blg) = b car Q € B.

On montre maintenant que la troisiéme définition est valide : que I'on a bien
existence et unicité.

Démonstration. Unicité : Soit Y] et Yo deux fonction B mesurable qui satisfont
la définition 3. On pose A4 :={Y; > Yo} et A_ := {Y5 > Y1}, puisque Y7 et Y3
sont B mesurable, A, A_ € B. Alors

E(la, (Y1 —Y2)) =E(14, Y1) —E(14,Y2)) =E(14, X)) —E(14,. X)) =0.

Mais de plus par construction 14, (Y1 — Y2) > 0. Conclusion 14, (Y1 —Y2) =0
p-set donc 14, = 0 p.s. On réalise le méme raisonnement pour A_ et on obtient
14_ =0 p.s. Pour {Y; #Y5} = Ay UA_ est bien de mesure nulle. O

Pour 'existence on va d’abord montrer la proposition suivante

Proposition 2.2.10. Soit X, X’ € LY(Q,F,u). Si X < X’ alors E(X|B) <
E(X'|B) p.s.

Ceci semble évident lorsque 'on pense a la définition utilisant la moyenne
avec B fini. Donc montrons la dans le cas général.

Démonstration. On pose Ay = {E(X|B) > E(X'|B)}. Puisque E(X|B), E(X'|B)
sont B mesurable, A, € B. Donc

0 < E((X' - X)La,) = E(E(X'|B) — E(X|B))1a,)

mais puisque (E(X'|B) —E(X|B))14, <0, on a alors (E(X'|B) —E(X|B))14, =
0 p.s soit 14, =0 p.s. et donc E(X|B) < E(X'|B) p.s. O
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On montre maintenant ’existence pour la définition 3.

Démonstration. Soit X € L'(Q, F,u) positif, considérons la suite de variables
aléatoires X An . On a alors X An — X monotone croissant et X An €
L?(Q, F,u) pour tout n. (X A n) est donc bien définit et par la proposition
2.0.10, (X A n) est monontone croissant. Il exisite donc Yo, tel que m(X A
n) — Y. Tout d’abord pour tout n, 7(X A n) est B mesurable donc Y, est B
mesurable comme limite de fonction 5 mesurable. Soit A € B. Alors pour tout

E(1a(X An)) =E(1sm(X An))

par convergence monotone on a E(14(X An)) = E(14X) et E(1an(X An)) —
E(14Ys). Conclusion pour tout A € B, E(14Ys) = E(14X), et on peut donc
poser E(X|B) = Y. O

2.3 Quelques propriétés de I’espérance condition-
nelle.

L’espérance conditionnelle est la notion de base pour les martingales. Ici on
présente quelques propriétés qui nous seront trés utiles dans la suite.
Proposition 2.3.1. Si X est B mesurable, alors E(X|B) = X

1. X = E(X|B) est une application linéaire.

2. E(E(X|B)) =E(X)

3. S X >0, alors E(X|B) >0 p.s

4. [E(X|B)| < E(X||B) p.5
Démonstration. Preuve : Trivialement X est B mesurable est pour tout Z B
mesurable E(XZ) = E(XZ) X satisfait donc bien les conditions de E(X|B).

Soit X1, X2 € LY(Q, F,B) et A\, u € R. Alors AE(X|B) + uE(X2|B) est bien
B mesurable car E(X5|B) et E(X;|B) sont B mesurable. De plus pour tout Z B
mesurable on a

E(\X1 + uX2)Z)

AE(X1Z) + pE(X2.2)
= AE(E(X1|B)Z) + pE(E(X2|B)Z)
E(Z(AE(X|B) + pE(X2(B)))

)

Donc par unicité E(AX; + pX2)|B) = AE(X|B) + pE(X2|B).
Q est évidemment B mesurable donc E(X) = E(1oX) = E(1gE(X|B)) =

E(E(X|B)).
C’est un cas particulier de la proposition 2.0.10 avec X’ = 0.
On écrit X = X+—X, ou X+ = 1XZOX et X_ = _1X<0X~ |X| = X+—|—X,

et E(X|B), E(X_|B) sont positif p.s. On a alors
E(X|B)| = [E(X,|B) — E(X_|B)| < E(X,|B) + E(X_|B) = E(X,||B)
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Proposition 2.3.2. Si Y est B mesurable et XY € LY (2, F, u), alors
E(XY|B) =YE(X|B)

Démonstration. Y, E(X|B) sont B mesurable donc YE(X|B) aussi. Soit Z, B
mesurable, alors
E(XYZ)=EE(X|B)YZ)

car YZ est B mesurable. Par unicité on a donc E(XY|B) = YE(X|B). O

Proposition 2.3.3. (Concatenation)
Si By C By C F alors E(E(X|Bs)|B1) = E(X|By).

Démonstration. E(X|B;) est bien By mesurable. Soit Z B; mesurable,
E(E(X|B2)Z) = E(XZ) = E(E(X|B1)Z)
on peut alors conclure par unicité. O

Proposition 2.3.4. :Jensen
Soit X € L' et soit f : R — R convez alors

E(f(X)IB) = f(E(X[B))

Démonstration. On utilise le fait qu’une fonction convexe peut s’exprimer comme
le maximum de fonction affines. On pose

E; ={(a,b) € Q:Vt: f(t) > at + b}

et alors
f@)= sup ax+0.
(a,b)eEy
En effet pour tout (a,b) € Ef ax +b < f(z) et le cas d’égalité est atteind lors
de la tangeante & f au point x. Alors

E(f(X)|B) =E( sup aX +b|B)
(a,b)eEf

> sup aE(X|B)+0b
(a,b)EEf

= f(E(X]|B))

Proposition 2.3.5. Convergence :

1. Si X,, monotone croissant converge vers X alors E(X,,|B) est monotone
croissant et converge vers E(X|B).

2. Si X, est une suite positive alors liminf E(X,|B) > E(lim inf X,|B)

3. Si |X,| <Y avec Y € LY(Q, F,u) et X,, — X p.s alors E(X,,|B) —
E(X|B).
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2.3.0.1 Independance

Définition 2.3.6. Deux tribus By, By sont indépendantes si pour tout Ay € By,
A2 € Bg on a ,U,(Al n Ag) = [L(Al)p,(Ag) (ou E(IAI 1A2) = ]E(lAl )]E(lAz)). (def
equivalente : pour tout Z;B; mesurable et Zy B; mesurable on E(Z;7Z;) =
E(Z1)E(Zs).

Remarquer que si X7 est B; mesurable et X5 est By mesurable alors X7, Xo
sont indépendantes.

Proposition 2.3.7. Soit X € LY(Q,0(B1,Ba), 1) si X est By mesurable alors
E(X|B2) = B(X) p.s

Démonstration. Soit Z By mesurable alors E(ZX) = E(Z)E(X) = E(ZE(X)).
O

2.4 Feuille d’exercice 2 : Espérance conditionnelle

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non et justifier pourquoi.

Exercice 2.4.1. Soit X, Y deux variables alétoires quelconques alors :

— 3X* 4+ 2 est 0(X) mesurable.

— o(X) C o(X?).

— Y est o(Y?) mesurable.

— o(X+Y,X-Y)=0(X,Y).
Exercice 2.4.2. On pose f(z) = |z| — 1 pour z € [-1,1], F est la tribu boré-
lienne sur [—1,1] avec la mesure p(dz) = %daz et B = a([l%, %)ke[,lg,,lg]mz).
On note g = E(f|B) :

— E(g) = —1/2.
— g est négatif.
— infg > —1.

— g est continue sur [—1,1].

Exercice 2.4.3. Soit les tribus B’ C B C F.
— Soit Z bornée et B mesurable et (X,,)nen € L1 (Q, F, u).. Si X,, = Y p.s.
alors E(E(X,|B)Z) = E(E(Y|B)Z) p.s.
— E(E(X|B")|B) = E(X|B).
— Si X € L3(Q, F,p) et Y € L*(Q, B, u) alors E((X —E(X|B))?) < E((X —
Y)?).
— Si X >e€>0etY est B mesurable. Alors E(X|B) > W.
Exercice 2.4.4. Soit B; et By deux tribus indépendantes.
— Si X est By mesurable alors E(X|By) = E(X) ps.
— Si X est a la fois By mesurable et By mesurable. Alors X est constante.
— Pour tout Z o(By, B2) mesurable on a E(Z?2) = E(E(Z|B1)?)+E(E(Z|Bz)?).
— Si E(X|B2) = E(X) p.s. alors X est indépendant de Bs.



Chapitre 3

Les Martingales discreétes

3.1 Definition de martingales/surmartingales /sousmartingales
Définition 3.1.1. On appelle une filtration une chaine emboité de tribu : Fy C
FiC---CF,C---.

Définition 3.1.2. On dit qu’un processus X,, est adapté si pour tout n, X,
est F,, mesurable.

Exemple 3.1.3. On peut penser aux exemples suivants

1. Fp={[k27",(k+1)27"),0 < k < 2"} est une filtration

2. Les pavages emboités forment une filtration.

3. Soit X; des variables aléatoires et F,, = 0(X1, -+, X,,) est une filtration.
4. De maniére trivial X,, est adapté pour la filtration F,, = o(X1, -, X,,).

5. Dans ce cas S, = Y ., X; est aussi adapté pour F,, = 0(X1, -+, X,)

Définition 3.1.4. (Martingale) Soit o C F; C ---F, C --- une filtration.
On dit que M,, est une martingale si c’est un processus adapté, pour tout n,
E(|M,|) < o et que pour tout m < n

]E(Mn‘]:'rn) =M,
que c’est une sous martigale si pour tout m <n

E(Mp|Fm) 2 My,
et surmartingale si pour tout m <n

E(M,|Fmn) < M,,.

Exemple 3.1.5. Soit X; des variable iid avec E(|X;|) < co. Alors S, = >0 | X;
est -une martingale ssi E(X) = 0, une sousmartingale siE(X) > 0 une surmar-
tingale si E(X) <0.

Une martingale fermé : soit Fy C -+ C Foo et soit X F, mesurable,
E(]X]) < c0. Alors X,, = E(X|F,,) est une martingale.

15
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Remarque 3.1.6. Si M, est une (sous/sur-)martingale et X Fy mesurable alors
M, + X est une (sous/sur-)martingale.

Exemple : Les moyennes sur les sous segments.
Utilisation de Jensen :

Proposition 3.1.7. Si M,, est une martingale et f une fonction convexe. alors
f(M,,) est une sous martingale

Si M, est sous-martingale et f une fonction convezre et croissante alors
f(M,) est une sous martingale

Exemple :

Exemple 3.1.8. Le carré d’une martingale est une sous martingale, la va-
leur absolue d’une martingale est une sous martingale, I’exponentiel d’une sous-
martingale est une sous-martingale.

3.2 Lemme martingale et les temps d’arrets

Lemme 3.2.1. (Fondamental) Si H,, est F,,_1 mesurable (un processus prévi-
sible), borné. Soit M,, un processus adapté. On définit

(H-M), =Y Hp(Mg — My_1)
k=1

Alors si M, est une martingale alors (H - M) est une martingale
Si M, est une sous martingale et H > 0 alors (H - M) est une sous martin-
gale.

Démonstration. Dans le cas d’une martigale on a
n n—1
E(Y | He(My = My _1)|Foo1) = > He(Mg = My 1) + E(Hp (M, — My 1) Fro1)
k=1 k=1
= (H : M)nfl + HnE((Mn - Mn*1)|fn*1)
= (H : M)n—l-

Dans le cas d’une sousmartingale et avec H > 0, il suffit de remplacer la derniére
égalité par > (H - M),,—1. O

Le Lemme précédent est assez extraordinaire : a partir d’une martingale :
on peut contruire un trés grand nombre d’autre martingale. Dans énormement
de cas pour résoudre un probléme avec des Martingale, il suffit de considérer le
bon processus prévisible H et d’utiliser le lemme.

Il a aussi une interprétation trés naturelle. Supposer que vous jouiez & un jeu
de hasard (pile ou face, roulette, dés,---) et qu’a chaque tour vous misiez une
certaine quantité d’argent. Supposons en plus que les régles du jeu soit équilibré
et que Alors quelque soit votre statégie, c’est & dire la somme d’argent que vous
misez a chaque tour, le jeu reste équilibré et en moyenne vous ne gagner ni ne
perder rien.
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Définition 3.2.2. (temps d’arret)
Soit Fy C -++ C F, C ... une filtration, et T : @ — NU{oc}. T est un temps
d’arret si pour tout n, {T =n} € F,

Exemple de temps d’arret.
Exemple 3.2.3. Le temps d’arret constant, {7 =n} € {0,Q}

Exemple 3.2.4. Soit A C R mesurable et X,, un processus adapté alors T :=
inf{n : X,, € A} est un temps d’arret. En effet {T' = n} = Nyrcn{Xi ¢
A}N{X, € A}. Par contre le maximum n’est en générale pas un temps d’arret.
Proposition 3.2.5. On a

1. SAT est un temps d’arret

2. SV T est un temps d’arret

8. max S; est un temps d’arret, inf S; est un temps d’arret
Démonstration. {TAS <n}={S<ntu{T <n}eF,. {TvS<n}={S<
n} N{T < n} € F,. Pareillement {max.S; < n} =N{S; <n}et {infS; <n} =

O

Exemple

Définition 3.2.6. On définit la tribu Fr associé au temps d’arret T par Fp :=
{Ae Fo :Vn, AN{T =n} € F,}.

On verifie que c’est bien une tribu : En effet QU {T =n} ={T =n} € F,,
UserA; N {T = n} = UiEI(Ai N {T = ’I’L}) e Fn

and A°N{T =n} ={T =n}N(AN{T = n})° € F,. Donc stable par union
dénombrable et complémentaire.

Interprétation c’est la tribu qui contient I'information de ce qui s’est passé
avant le temps d’arret.

Proposition 3.2.7. Soit deux temps d’arret S et T tel que S < T alors Fg C
Fr.

Proposition 3.2.8. Soit X,, un processus adapté. On définit

Xy = X, sz:T:n
0 st T = o0

Alors X1 est Fr mesurable.

Lemme 3.2.9. Si M,, est une martingale (resp. sous martingale) alors Myar
est une martingale (resp. sous martingale)
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Démonstration. On choisit le processus prévisible suivant
Hn = 1n§T

En effet H, =0« T <n — 1 est donc bien F,,_; mesurable. Alors

n nAT
(H . M)n = Z 1k§T(Mk — Mkfl) = Z(Mk - Mkfl) = MT/\n - MO
k=1 k=1

est une martingale. Puisque My est Fy mesurable, Mpa, = (H - M),, + My est
bien une martingale on en deduit le théoréme de l'arret. O

On peut alors en déduire le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.10. Soit T est un temps d’arret tel qu’il existe N € N avec
T < N p.s. Si (M,) est une martingale alors

E(Mr) = My
Si M, est une sousmartingale alors
E(Mr) > M.
Démonstration. On a
E(Mr) = E(Mran) = (2)E(Mrno) = E(Mo)

ot on a utiliser que M, A7 est une martingale (ou sousmartingale.) O

3.3 Feuille d’exercice 3 : Martingales discrétes et
temps d’arret

Pour chacun des exercices dites si les affirmations sont correctes ou non et
justifier.

Exercice 3.3.1. Soit X,, des variables iid telles que E(X) = 0, et on pose F,, =

0((Xk)r<n) la filtration canonique associé & X,,. Dans ce qui suit martingales,

surmartingales ou sousmartingales sont sous entendus pour la filtration (F,)nen.
— A, =>"}_, 3X}, est une martingale.

— B, = Z:; kX, est une martingale.
— C, = Z:l k%X — 3n est une sousmartingale.

— D,, = (A,)* est une sousmartingale.

Exercice 3.3.2. Soit F,, une filtration et G,, un processus adapté.
— Ty = min(k € N|Gj, > 1) est un temps d’arret.
— T =min(k > T1|Gy, < 0) est un temps d’arret.
— T3 = max(k € N|G, = 0) est un temps d’arret.
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0 siGyp<0
— Ty = ] 0 =" est un temps d’arret.
4 sinon

(temps d’arret évidement sous entendu pour F,,.)

Exercice 3.3.3. Soit F,, une filtration et (M, )nen une martingale et (N, )nen
une sousmartingale , soit R,, et P, des processus predictibles positifs.

— A, = > (M), — My_1) M}, est une martingale.

— B, = > (M), — My_1)Mj_1 est une martingale.

— Cp=—=Y1_,(Ny — Ni_1)2R);, est une sousmartingale.

— Dp =0 (N — Np_1) (¥, P)) est une sousmartingale.

Exercice 3.3.4. Soit F,, une filtration, (M, ),en une martingale avec My = 2
p-s. et T un temps d’arret fini p.s.

- IE(]\471/\T) =2

— E(M7) =2

— Si3C > 0,Vn € N||M,,| < C p.s, alors E(Mr) =2

— Si3C > 0,Vn € NJE(|M,|) < C alors E(M7) =2

Exercice 3.3.5. Soit X,, une suite de variables aléatoires iid tel que P(X; =
—1)=petP(X; =1)=1—pavecp>1/2 et F, la filtration canonique pour
(Xn)nGN :

— A, =>"7_, Xk est une martingale

— B, =10+ Y_;_; X) + (2p — 1)n est une martingale

— Soit T = inf[k € N, Ay = —10]. Alors T' < o0 p.s.

— R(T) = _10

2p—1



Chapitre 4

Convergences de martingales

4.1 Convergence presque sure.

Proposition 4.1.1. Nombre de montés de Doob.

(b— a)E(Nay) < E((My — a)+) — E((Mo — a).)
Démonstration. On définit une suite de temps d’arret. T; et S; S; = inf{k >
Ti—1: My <a} et T; :=inf{k > S; : M} > b}. On vérifie que ce sont des temps

d’arret : On a {T; = n} = U<, {Si—1 = I} N{M,, > k} Ni<m<n {Mm < k} ce
qui permet de conclure par récurrence immédiate. Et on définit le processus

Hn = Z ]-Si<n§Ti
7

C’est un processus prévisible : en effet 1g, <7, =0 {T; >n—1}U{S; >
n— 1} S ]:nfl- 5
Puisque ()4 est convexe, M = (M,, — a)4+ est une sousmartingale. Donc

(H- M), = 1s,ch<r,(My — My_1)

= Z (MTi - Msz)
’L’,T,;S’I’L

= Z (MTz 7MS7;)
1<Na b

2 (b — a)Na,b

Donc
(b - a)E(Na,b) < E((H ' M)n) < E((l ' M)n) = E((Mn - CL)+) - E((MO - a)-‘r)

O

20
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Consequense : si E((M,,—a)1) < C < coily a en moyenne au plus E(N, ) <
_C

(b=a)"
Si espérance de E((M,, — a)+) est borné uniformément pour tout n, le
nombre d’aller retour entre a et b est alors fini presque surement.

Théoréme 4.1.2. Théoréme convergence presque Sur.
SiE((M,)+) < C < oo pour tout n. Alors M, converge presque surement.

Lemme 4.1.3. Si pour tout a,b € Q,Ngp, < 00 alors il existe | tel que u, — 1.

Preuve : Pour tout a < b, au bout d’un certain temps : u,, > a ou u,, < b.
On b, = inf b comme précédemment et a., = sup a comme précédemment.

4.2 Convergence [

Proposition 4.2.1. Inégalité mazximale de Doob. Soit M,, une sousmartingale
et a > 0. Alors

aIP’(Hk S n: Mk Z (I) S E(Mnlsupkgn ]kaZa) S E((Mn)+)
Démonstration. On introduit T = inf{k : M}, > a}. Alors
aP(3k <n: My >a) <E(Mrlr<y)
O

Exercice 4.2.2. Soit M, une sousmartingale et S,T deux temps d’arret. Si
S < T alors E(Mg) < E(Mr).

En effet on choisit le processus prévisible H,, = 1g<,<7 alors on a
My =Mgs+ (H-M)
En particulier 0 = E((H - M)o) <E(H - M)

Dans la suite, nous notons M,, = sup,,,, M.
Proposition 4.2.3. Comparaisons martingale/mazimum de martingale. Soit
p>1,
1. Soit une sous martingale positive, alors
P
B0 < (S27) B

2. Soit M,, wue martingale, alors
B ) < (25 ) BOMLP)

Théoréme 4.2.4. Théoreme de convergence dans LP. Soit p > 1.
1. Soit M,, une sousmartingale positive tel que 3C > 0, pour tout n E(MP) <
C alors il existe My, tel que M,, — My, p.s. et dans LP.

2. Soit M,, une martingale tel que 3C > 0, pour tout n E(|M,|P) < C alors
il existe My, tel que M, — M., p.s. et dans LP.
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4.3 Convergence L'

Définition 4.3.1. On dit que M,, est une martingale fermée si il existe Z,
E(|Z|) < oo tel que M,, = E(Z|F,).
Théoréme 4.3.2. Soit M,, une martingale. On a équivalence entre

1. M,, converge p.s. et dans L'.

2. M, est une martingale fermée.

Démonstration. Supposons que M,, — My, p.s. et dans L'. Soit A € F,, alors
pour tout m > n

E(1aM,,) = E(1AE(M,,|Fy)) = E(1aM,,)
et donc puisque 'on a convergence dans L*

lim E(lAMm) = E(lAMOO)

m— o0
soit E(14M) = E(14M,,) de plus M, est bien F,, mesurable. Par unicité de
Pespérance conditionnelle E(M|F,) = M,,.

Supposons maintenant que M, soit une martingale fermée. Soit ¢ > 0, il
existe C' > 0 tel que E(|Z]1,z>¢) < €. On pose MY = E(|Z|1,z/<c|Fn) et
M = E(Z]1 z50|Fn). On a M, = MY + M. Ainsi que [MV] < C et
E(|M7(l2) [) <e. Alors MY est une martingale uniformement borné, elle converge
donc p.s. De plus par \M,gl)\ < C et convergence dominé alors Mél) converge

dans L'. Tl existe donc N tel que pour tout n,m > N, E(\Mél) - M$)|) <eet
donc

E(| My — M) < E(IMY — MD|) +E(MP]) + E(MZ]) < 3e.

Ainsi M,, est une suite de Cauchy dans L' et donc converge dans L'. Puisque
pour tout n, E(|M,|) <E(|Z]), on a également la convergence p.s. O

Exemple 4.3.3. Soit f € L'([0,1]). Considérons

2m Kk
P

fn(t) = E ]_[k27L1’2%)(t)2n /c—l f(S)dS
k=1 Pig

Alors f,, converge vers f p.s. sur [0,1] et dans L!.

4.4 Le Théoréme centrale limite pour les martin-
gales

Rappel pour le théoréme centrale limite classique. On a S, = > """ | X; avec
X; des variables iid integrables tel que E(X1) = 0 et E(X?) = 0. Alors on a la

convergence en loi
Sn

ov/n

— N(0,1)
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ou N(0,1) est la loi gaussienne.
Démonstration. Soit o € R alors
E(e'vaon) = E(e=i= ‘ava )

= [EE7*)]"

_ i Em) - %E(&Ho(%)

a
ovn

[ a? a2 1"
—[1- S o]
n n

= exp(—a® + o(1))
qui est la fonction caractéristique de la loi gaussienne N(0,1) . O

Remarquer que S,, est une martingale particuliére. On va maintenant adapter
ce théoréme & un ensemble de martingale plus générale.
Théoréme 4.4.1. Soit M, une martingale, My = 0 tel que
1. Il existe C' > 0 tel que pour tout n, |Mp41 — M| < C,
N—
2. % anol E((My1 — M,)?|F,) — 0% p.s. pour N — oo.

Alors
My

oV N

— N(0,1)
pour N — oo.

. My )
Démonstration. Soit a € R,on cherche a calculer E(e">v~ ) pour cela on intro-

. L. i M F, . . .
duit F,, un processus prévisible tel que e"“=v~ " soit une martingale. Construi-

sons ce F,,, on a
My, . M"71—Fn,1

E(e"“ovVF | Fply) = € ovm

soit
. Mp—M,_q
E(e'* ™ oVN | Fp_q) = efnn
alors
iXe} o? 1
1 E(M, — My_1|Fn_1) — E((Mn, — M,—1)%F, —) =efnfn
+a\/ﬁ ( 1 Fn-1) = 5 E(( )7 Fn) +o(—) =e

Puisque M,, est une martingale E(M,, — M,,_1|F,—1) = 0 et donc

a? 1
mE((Mn - Mn—1)2|~7:n) +o(+)

Fn*Fn—lzf N
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Ainsi

N N
2

Fy = Z(F" —Fn) = Z _%E((Mn — My—1)?|Fn) +0(%) = —a®+0(1)

n=1 n=1

Conclusion

1=E (em%_ﬂ’) =K (eiaaMTNﬁ_FN) =FE (eiachTNﬁ-i-o(l)) eo‘z

o MN_ 2 R . . .
Et on peut conclure E (e'vr ) = e~ +°(1) qui est bien la fonction caractéris-

tique de la loi gaussienne N'(0,1). O



Chapitre 5

Introduction aux chaine de
Markov sur un ensemble
discret

5.1 Définition des chaine de Markov

On peut décrire une chaine de Markov comme un processus aléatoire qui ne
dépend pas du passé.

Définition 5.1.1. Soit F un ensemble dénombrable. On définit une matrice
stochastique @ : F x E — [0, 1] tel que pour tout = € E, ZyeE Qz,y) = 1.

Définition 5.1.2. Une chaine de Markov associée & la @ est un processus X,
tel que

]P)(Xn = $|X0, te 7X7L—1) = ]P)(Xn = x‘Xn—l) = Q(Xn—la'r)

Exemple de Chaine de Markov : X,, des variables iid, S,, la somme de va-
riables aléatoires, Une marche aléatoire sur des graphe,..

Remarque : il est possible de considérer des chaines de Markov dites inhomo-
géne avec une matrice stochastique différente a chaque étape P(X,, = x| X,,—1) =
Qn(Xn-1,z). Mais on ne s’intéressera dans la suite qu’a des chaines de Markov
homogeéne.

5.1.0.1 Propriétés élémentaires de la matrice stochastique.

Définition 5.1.3. Une matrice stochastique ) agit sur les mesures de proba-
bilité via

[Qul(y) = n(=)Q(x,y).

25
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Elle définit également une application sur I’ensemble des fonctions bornées sur
E.

= Qx,9)f ()

Remarquer que I’on a bien Zy[Qu](y) = 1. Ces deux applications sont duales
I'une de 'autre. En effet

(1, Qf) = Zu Qf(x) =) n(=)Qz,y ZQu = (1, Qf)

Proposition 5.1.4. Le produit de matrices stochastique est une matrice sto-
chastique.

> [@1Q2)(x, 2) ZQlﬂ?sz Y,z ZQlJJZUZQz y,z) =1

z

5.1.0.2 Propriétés élémentaire de la chaine de Markov

Proposition 5.1.5. On a
1. Pour tout (xq, -+ ,x,) € E" P(X,, = 2y, , X1 = 21, X0 = T0) =
P(Xo = 20)Q(x0,21)Q(x1,22) - - Q(Tp—1, T )-
2. Si p décrit la probabilité de X,, alors Qu décrit la probabilité de X,,+1 et
pour tout k Q¥ p décrit la probabilité de X, .
3. Xni est une chaine de Markov de matrice stochastique QF.

4. Eo(f(X1)) = Qf. Plus généralement E(f(Xp41)|Fn) = Qf(X5)

5.2 Markov et martingale

On dit que f est harmonique si Q f = f, que f est sous harmonique si Qf > f
et surharmonique si Qf < f On a la relation suivante

Proposition 5.2.1. Soit X,, une chaine de Markov. Alors f(X,) est une
(sous/sur)martingale ssi f est (sous/sur)harmonique.

Démonstration. E(f(Xp)|Fn-1) = E(f(Xn)|Xn-1) = Z Q(Xn-1,9)f(y) =
f(Xp—1) car f est harmonique. O

Exercice 5.2.2. Si f est harmonique sur G et soit T = inf{n : X,, ¢ G} alors
f(Xnar) est une martingale.

Exercice 5.2.3. Le temps d’arret d’une marche aléatoire non symétrique. Soit
X; iid avec P(X; = 1) avec proba 1 — p et P(X; = —1) avec probabilité p.

Sp, = x + > X;. Dans un exercice précédent T, = inf{n : S, = a} et
T, =inf{n : S, =blaveca <z <b.T =T, NTp . P(T = T,) avec une
martingale et le théoréme de l'arret.
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L’idée introduire la fonction f(n) = ((l’%p)) .
1-Montrer que f est harmonique.
On note ¢ = (1 — p) alors

n—1

P N anrl 7& D
qn—l qqn+1 - qn qn q

Qf(n)=p

2-Calculer P(T' = Ty,)
f(X,,) est une martingale. Donc

p° p° p°
i E(f(Xo)) = E(f(Xnar)) = E(f(X71)) =P(T = Ta)q7+(1—P(T = Ta))}

b a
Car la martingale est borné max Z;, {;—u.

Q

()
o

P(T:Ta): Za. Zb'
i

5.3 Propriétés de Markov faible et forte

Ces propriétés sont centrale pour les procéssus de Markov et dans le cours
on les reverra et utilisera beaucoup pour le mouvement brownien.

Soit 1 une mesure de proba sur £. On note E,, pour le processus de Markov
avec condition initiale Xy de loi aléatoire p et simplement E, si p = §,.

Opérateur de décalage : 0, : EN — EN qui a 0,(xo, 21, - ,Th, ) =
(T Trg 1y s s )

La particularité de la chaine de Markov est tel que conditionnellement au
point d’arrivé X,, au temps n, ce qui s’est passé avant n — 1 et ce qui ce passe
aprés n sont indépendant. Qui plus est puisque la chaine de Markov est homo-
géne une chaine de Markov démarrée au temps n a la méme loi qu’une chaine
de Markov commencé au temps 0. C’est formellement ce qu’affirme le théoréme
suivant

Théoréme 5.3.1. (Propriété de Markov faible)
Soit F,G : Q — R avec F' , F,, mesurable. Alors

Eu(F(G0by,)) = Eu(FEx, (G)).

Démonstration. Il suffit de traiter le cas ot F' = 1x,=z,x1=21, , X, =z, €t G =
Ixo=z0,X1=21, Xp=z- Alors G o by = 1x, =20 X, p1=21, X pi=z €

Ex,(G) = 1x,=2Q (20, 21)Q(21, 22) - - - Q(2n—1, 2n)-
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Finallement

E,(F(Go#by,))

= Eulonmg,Xlzwl,m Xn=xn an:zo,Xn+1:Z1,"' yXnt1=21

= IU/(:'UO)Q(:E(L -Tl) e Q(xnfh xn)lmn:on(Zm ZI)Q(ZL 22) e Q(anh Zn)
=E,(FEx,(G))

Dans le cas générale F = Y. o, F; et G = Z]J\il B;G; alors

F(Gob,,) Zazﬂj Zazﬁg (FiEx,(G5)) = Eu(FEx, (G))

et on peut l’étendre a toute fonction F,G mesurable en prenant une F™ et
G™ pouvant s’exprimer avec un nombre fini de fonction indicatrice et tel que
F* 5 F,G" = G dans L'. O

On peut améliorer considérablement la propriété de Markov simple en consi-
dérant non pas un arret fixé a I’avance n mais avec un temps d’arret.

Théoréme 5.3.2. Propriété de Markov Forte
Soit T un temps d’arret finit presque surement, F,G : Q@ — R borné avec F
Fr mesurable alors par propriété de Markov faible

E (F(Gofbr)) =E.(FEx,.(GQ)).
Démonstration. Remarquer que 17—, F' est F,, mesurable et donc
E, (17— F(G 26,)) = E,(lr—n FEx, (G)).
Ainsi

E.(F(Gobr)) = ZEu(lT:nF(Goan)) = Z E.(1r7=nFEx, (G)) = E,(FEx,(G)).

neN neN
U

Proposition 5.3.3. Soit F' et G deux ensemble disjoint tel que E = FUG et
soit g une fonction borné définit G. Soit T = inf{n : X,, € G}. On pose

h(z) =E;(1r<oog(Xr))

alors
1. h est harmonique sur F,
2. h(y) = g(y) pour tout y € G.

Si de plus T < oo p.s, alors h est l'unique fonction borné qui satisfait ces
PTropriEtés.
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Démonstration. Pour tout z € G, conditionnellement & Xy = x on a immedia-
tement T = 0 et donc h(z) = g(Xo) = g(x).

Pour z € F, alors T > 1. On remarque que X7 o 6; = Xr. Par propriété de
Markov faible on a

h(z) = Eo (Ex, (1r<0cg(X7))) = D Q(#,9)Ey (17<00g(X7)) = Qh(x)

Et donc h est bien harmonique.
Supposons maintenant que 7' < oo. Soit A’ une autre fonction borné harmo-
nique sur F' et égale & g sur G. On introduit

Mn - h/(Xn/\T)
D’aprés le Théoréme, M, est une martingale donc pour tout n.
W (z) = Eqo(h(X0)) = Eo (W (Xnnr))

Puisque T' < 0o p.s et B/ (Xpar) = W (X7) = g(X7) p-s. De plus b/ (X,a1)
est bornée et par convergence dominé on conclut donc que

W (z) = E.(9(X7)) = h(z)

d’ou 'unicité de h. O

5.4 Application Le probléme de Dirichlet discret.

Soit B C Z® on définit le Laplacient discret A sur les fonction u : Z¢ — R
ainsi

[Au(z) = o (u(y) — u(z))

Soit g une fonction sur dB. On cherche u tel que

1. AU|B = 0,

2. u(y) = g(y) pour tout y € 9B.
On observe que Au|p = 0 est équivalent & u(z) = 55 D ly—a=1 W(y) soit u(z) =
Qu(zx) avec @ la matrice stochastique de la marche aléatoire X,sur le graphe

Z4. Ainsi u est harmonique et T = inf{n : X,, ¢ B} est fini presque surement
car B est borné. Ainsi

u(m) = Ea:(g(XT))

est I'unique solution du probléme de Dirichlet.
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5.5 Feuille d’exercice 5 : Chaine de Markov et
fonction harmonique.

Pour chacun des exercices suivant, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.

Exercice 5.5.1. Soit (X,,)nen = ((@n, Yn))nen la marche aléatoire usuelle sur
72 -

P(Xoi1 = (@4 1,9)|Xn = (2,9) = P(Xnpr = (2,5 £ DX, = (2,9)) = |
et 0 dans les autres cas. On note @ la matrice de transition. Soit la fonction
h(z,y) = 1,>1. On suppose Xy = (0,0).

— Py, >1) = 1.

M) €72, Sy ez QU ), (U Y (E,9)) = 1.

— Q1 =1 (la fonction sur Z? constante égale a 1).

— [Q°1](0,0) = 3.
Exercice 5.5.2. Soit une chaine de Markov (X,,)nen sur N avec Xo = z et la
matrice de transition ) définit par

Qly.y+1) =p, et Qy.y—1) =gy
avec py + qy = 1, py,q, > 0 pour tout y > 0, Q(0,0) =1 et Q(y,2) = 0 dans
tous les autres cas. On pose Ty = inf[k : X}, = 0] .
— Sipy < L pour tout y > 0, alors X,, est une surmartingale.
— Si py < 5 pour tout y > 0, alors P(Tp < o0) = 1.

— La fonction
foy= T 2
1<y<n Py
est harmonique sur N*.
— Dans le cas p, = % et g, = % pour tout y > 0 et x = 3 alors

_!
=5

]P(T‘() < OO)
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Exercice 5.5.3. Soit E un arbre régulier infini de racine zy. Sauf a la racine
tous les sommets ont le méme nombre d de voisins . Soit (X,),cn la marche
aléatoire (standard) sur cet arbre. A chaque étape, elle saute d’un sommet a un
sommet voisin de maniére équiprobable : P(X,,41 = y|X, = x) = § si (z,y) est
une aréte du graphe et 0 sinon. On note r : E — N la distance dans le graphe
par rapport a la racine (r(z) =nombre d’arétes du plus court chemin de x a ).
On note Ty = inf{n : X,, = 20}

— (r(Xn))nen est une sousmartingale.

— La fonction h(z) = (d — 1)7"(®) est harmonique sur F \ {x¢}.

— Si Xog =, P(Ty < 00) = (d — 1)),

— La fonction g(z) = P(Ty < 0o|Xp = z) est une fonction harmonique sur

EN\ {xo}.

Exercice 5.5.4. Soit (X,,)nen une chaine de Markov sur E un ensemble discret
avec matrice de transition Q. On dit que (X, )nen est irreductible si pour tout
x,y € F, il existe n tel que P(X,, = y| Xy = x) > 0. On dit que X, est recurrente
si P(3n > 0, X,, = /Xy = x) = 1 (le processus retourne a son point de départ
presque surement). On admettra que si la chaine de Markov est irreductible
et récurrente alors elle visite tous les points de E une infinité de fois presque
surement.
— La marche aléatoire usuelle sur Z est récurrente.
— La fonction h(n) = n est harmonique sur Z pour la marche aléatoire
usuelle.
— Soit (X, )nen une chaine de Markov irreductible et recurrente. Alors toute
fonction harmonique sur E et bornée inférieurement est constante.
— Soit (X, )nen une chaine de Markov irreductible et recurrente. Alors toute
fonction harmonique sur E est constante.



Deuxiéme partie

Mouvement Brownien
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Chapitre 6

Introduction au mouvement
brownien

6.1 Rappel Vecteurs Gaussiens.

Les vecteurs gaussiens sont une classe de variables aléatoires qui étandent
les variables gaussiennes sur R en tout dimension (R? pour d > 1).

Remarque 6.1.1. Soit X7, X5 deux variables aléatoires gaussiennes indépen-
dantes de moyenne 1, po et de variance a%, 0% alors X7 + X5 est une variable
gaussienne de moyenne g + iz et de variance o? + o3.

Définition 6.1.2. On dit que X = (X1, ---,X,) € R? est un vecteur gaussien
si chaque i, X; est gaussien et de plus pour tout a1, -+ ,aq € R Ele a; X; est
une variable gaussienne.

Exemple 6.1.3. On a

1. Par la remarque précédente soit X = (Xy,---,Xy) ou les X; sont des
gaussiennes indépendantes alors X est un vecteur gaussien.
2. Soit A € R¥*" et X = (X1,---,X,) avec X; des gaussiennes indépen-
dantes, alors Y = (AX); = >, A;; X; est un vecteur gaussien.
En effet soit a1, ,aq4 € R on a
d n d
doaYi= Y adyX; =3 (O aidi)X,
i=1 i<d,j<n j=1 i=1

c’est bien une variable gaussienne une fois encore en utilisant la remarque. Il se
trouve que tous les vecteurs gaussiens peuvent s’exprimer de la sorte.

Proposition 6.1.4. Soit Y un vecteurs gaussien alors il existe A € R¥™ et
X = (X1, -, X,) avec X; des gaussiennes indépendantes tel que Y = AX.

33
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Un vecteur gaussien est caractérisé par sa matrice de covariance
Cij = B((Xi — pa) (X5 — p5))-

Exemple 6.1.5. Si X; sont iid centré (1 = 0) et normé : o = 1 alors C' = I,
(la matrice identité).
SiY = AX avec X comme précédemment, alors on a C' = A'A.

6.2 Limite de somme de variables aléatoires iid.

La principale motivation pour introduire le mouvement brownien est qu’il
apparait naturellement dans la limite de somme de variables indépendantes.
L’élement centrale ici est le théoréme centrale limite : Soit X; des variables iid,
E(X) =0 et E(X?) =1, on pose

s = N X,
Vi

Théoréme 6.2.1. Soit 0 <ty < --- <t < 1. Alors on a la convergence en loi

(s, 5

ty 07 ,Si:)) - (Utu"' 7Utk)
tel que :

1. Uy, (U, = Uy )y -+ (Ug, — Uy, _,) sont indépendants.

2. Pour tout i < k (U, — Uy,) est gaussien de variance ta — t;.

Avant de prouver ce théoréme on va rappeler un Lemme que 'on utilisera
par la suite.

Lemme 6.2.2. Si pour n, X,, etY, sont indépendant et X,,,Y,, > X,Y en loi
alors (X,Y) sont indépendant.

On rappel que X et Y sont indépendants ssi pour toutes fonctions f, g bor-
nées continues E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y)).

Démonstration. Pour f,g continues bornés : alors E(f(X,,)g(Yy)) = E(f(X5))E(g(Yn)
car X,,,Y,, sont indépendant. Puisque X,,,Y;, — X, Y enloi alorson a E(f(X,)) —

E(f(X)), E(g9(Yn)) — E(g9(Y)) et E(f(Xn)g(Yn)) — E(f(X)g(Y)). On peut
alors conclure

E(f(X)g(Y)) = ImE(f(Xn))E(g(Yn) = E(f(X))E(9(Y))

Preuve du Théoréme 6.0.6. On a pour tout i < k

[ntita] [nt:] [ntiy1]

(n) _ o) _ 1 1 _ 1
=1 =1
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Tous les termes X; apparaissant dans la sommes sont différents de ceux des
autres St(;:)l - St(:) (j #¢) . On a donc I'indépendance des (St(Zr)1 - St(in)) car les
X; sont indépendants. On utilise alors le Théoréme centrale limite dont nous
redonnons la preuve ci dessous :

Tout d’abord on a la convergence en loi, ssi E(f(X,)) — E(f(X)) pour
toute fonction f continue borné. Cependant pour montrer la convergence il est
suffisant de ne considérer que les fonctions x — exp(iax) pour o € R c’est a
dire montrer que E(exp(iaX,)) — E(exp(iaX)) pour tout a € R.

On rappel que si X est gaussien de variance o alors

1 )
E(QXP(ZO(X)) = W /l%e—xz/QUQ—'Lade _ 6—02a2/2.

Interessons nous maintenant & la somme

[ntit1]
E(expaast(;:’l—SE?))zE(exp(z'aﬁ Y ox)
l:LntiJ+1

[ntit1]

1
= J] E(exp(ia—=X)))
I=|nt; |+1 \/ﬁ

1
= E(exp(iaﬁ){l)) [ntiy1]—[nt:]

ou on a utiliser I'indépendance des X; & la deuxiéme ligne et qu’il était tous de
méme loi a la derniére ligne. De plus pour n grand on a

E(exp(z‘a%xm =E(1+ (z’a%xi) + %(m%mz +o(2))
=1- ;—:L +o(1)

car E(X) =0 et E(X?) =1 et pour finir

2

. n n (0% R
IE(exp(zaSt(jg1 - St(j ))) =(1- o + o(1))"(ti+1—t)
— exp(—on(tiH —1)/2).
qui est la loi gaussienne de variance o2 = (tiv1 — ;). 0

6.3 Définition et propriétés élémentaires du mou-
vement brownien.

Définition 6.3.1. On dit que (B;);cr, est un mouvement brownien si
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1. Pour tout 0 <t; <te < -+ <tg, (Bt,, Bty — Biy, -+ , By, — By, _,) sont
variables gaussiennes indépendantes de variance respectivement E((By, —
By, )?) =ti—ti_1,

2. Pour tout w € Q t — Bi(w) soit continue.

Il découle immeédiatement de la proposition que
1. Bp =0.
2. Pour tout t, B; est une variable gaussienne centré de variance t.

Il est cependant possible de poser M; = x + B; on dira alors que M; est un
mouvement brownien issue de .

Remarque 6.3.2. Attention on considére ici un nombre non dénombrable de
variables aléatoires. C’est en générale une trés mauvaise idée car la théorie des
probabilités a été construite pour manipuler seulement un nombre dénombrables
d’objets en méme temps. Rappelez vous la définition d’une tribu (o-algebre))
et d’une mesure. Prendre l'intersection (ou l'union) NgerA; crée a priori un
ensemble non mesurable. Ici on est sauvé par la continuité du mouvement brow-
nien. En effet connaitre B; pour ¢ € Q alors par continuité c’est connaitre B;
pour tout t € R.

On note F; = 0((Bs)s<t) €t Foo = 0((Bs)s>0)
Exemple 6.3.3. Considéront A = {3t € [0,1] : B; > 1}. En écrivant naivement
A = Usepo,1){ Bt > 1} on ne peut pas déduire que A € F;. Cependent si il existe

t B, > 1, alors pour ¢, — ¢t on a B;, > 1 a partir d’un certain n. En choisissant
notre suite ¢,, € Q alors il existe t' € Q By > 1 et donc

A == Ut/e[(],l]ﬂ@{Bt/ > 1}
qui est I'union dénombrable d’ensemble F; mesurable donc F; mesurable.

Remarque 6.3.4. On parle aussi de « Mesure de Wiener » sur ’espace des fonc-
tions continues munie de la tribu borelienne associée a la norme ||.||s. Il s’agit
de la mesure p sur

p(A) = P((Bt)iefo,1) € A)-
Proposition 6.3.5. Soit (B;)i>0 un mouvement brownien. Alors
1. — By est un mouvement brownien,
2. Pour touty > 0, B} := %Bw% est un mouvement brownien. (changement
d’échelle)
3. Pour tout s > 0, Bt(s) = Bits — Bs est un mouvement brownien. Indé-
pendant de Fy (Markov simple)
Démonstration. Cela découle directement de la définition du mouvement brow-
nien
1. (exo).
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2. Puisque B; est continue t — %B,th est bien continue. Soit t1 < tg < -+ <
tg, on considére les (B}, — By) = %B,y - %B«/Zti = %(B72t1+1 -
B.2y,). Par la propriété du mouvement brownien B pour Vi < P <
= (By24,,, — By2¢,) sont des gaussiennes indépendantes et de variance
Y2 (tiy1 —t;) et donc %(B,Y — B.24,) est de variance (t;41 —t;) (Donc
B est un mouvement brownien.)

2tiq1

2ti41

3. Puisque By est continue B;;s — By est bien continue. Soit t; < to <

by Bgf)) = (Bt,;14s — Bt,+s). Par propriété

du mouvement brownien B pour les temps t; +s < ta +s < ---. On

a (Bi,,,+s — Bi,+s) sont des variables gaussiennes indépendantes et de
variance t; 11 + s — (t; + 8) = tiv1 — t;.

-+~ <ty , on considére (B

O

Proposition 6.3.6. (Loi du tout ou rien)
On définit
.7:0+ = ﬂ5>of5.

La tribue Fo+ est grossiere ie pour tout A dans Fo+, P(A) =0 soit 1.

Cette proposition peut sembler un peu abstraite mais on peut la comprendre
ainsi : Les accroissement du mouvement brownien sont indépendants. Aussi, en
connaissant le mouvement brownien proche de ¢ = 0, on ne peut pas prédire
quoi que ce soit sur son évolution. A la limite ¢ — 0, on ne dispose de fait
d’aucune information sur le processus.

Démonstration. Soit A € Fp+. On utilise un fait général de la théorie de la
mesure : Pour toute fonction f, F. mesurable (bornée), on peut trouver t; <
ty--- <t et F: R¥ — R continue borné tel que F(By,, By,, -+ , By, ) approxime
f. Dans la suite on ne considére que des fonctions de cette forme ci. Calculons

E(lAF(BtuBtzv T ’Btk))'
Puisque F est continue, B; est continue et By = 0

E(IAF(BtuBtza to 7Btk)) = lE)%]E(]‘AF(Bh - B, Bt2 — B¢, 7Btk - Be))

De plus A € F, pour tout € > 0 donc

E(lAF(Btl _367 Btg_BEﬂ T 7Bt

k
car les accroissements sont indépendant de F.. A la limite on obtient
E(IAF (B, Bry,s -+, By,.)) = P(A)E(F(By,, By, -+, By,))-

On en déduit que Fo+ et o((Bt)i>0) sont des tribus indépendantes. Or pour
tout s Fs C o((Bt)i>0) et donc Fo+ C o((Bt)e>0) soit Fo+est indépendante
avec elle méme et donc elle est grossiére : P(A) = P(AN A) = P(A)? et donc
P(A) =0 ou 1. O

_Be)) = P(A)E(F<Bt1 —Be¢, Bt,—Be, - - »Btk _Be))
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Voici quelques affirmations que I'on peut déduire de cette loi du tout ou rien.

Proposition 6.3.7. Soit § > 0
1. P(supg<s<s Bs > 0) = 1 et P(info<s<s Bs <0) =1
2. P(supg< Bs = +00) =1 et P(info<s By = —00) = 1

Démonstration. Soit € < 6.

A= ﬁs>0{sup By > O}
t<e

On remarqge que A € Fy+. Soit s > 0 alors pour € < s on a {sup;. By > 0} =
Utefo,gnoiB: > 0} € F,. Donc A € F, et donc A € Fy.. Par la loi du tout ou
rien on a P(A) =0o0ul. On a

P(4) = lim P{?}ip B; > 0}

mais puisque P{sup,.. By > 0} > P{B. > 0} = 1/2. On en déduit P(A) = 1.
Puisque—B; est aussi un mouvement brownien on a également

P -B =1=P( inf B, =1
(2, =B > 0= 1= R 2L Be <0)

2 : Soit C' > 0 montrer P(supy<, Bs > C) = 1. Soit v > 0
P(sup B; > C) = P(sup B] > C) = P(sup B2, > 7C) = P(sup B, > 7C)
0<s 0<s 0<s 0<s
Donc en particulier

P(sup B; > C') = lim P(sup B; > yC) = P(sup Bs; > 0) = 1.
0<s 70 o<s 0<s

Et on conclue le dernier point comme précédemment en utilisant que—B; est
un mouvement brownien. O

6.4 Propriété de Markov forte.

Définition 6.4.1. Temps d’arret T est un temps d’arret ssi {1 < t} € F;.
Exercice 6.4.2. Montrer que {T < t} € F;.

Exemple 6.4.3. T, = inf{t > 0: B, = a} est un temps d’arret. En effet

{T,<t}={3s<t:Bs=a}={ inf |Bs;—a|=0}¢€F.
s€[0,¢]NQ

Comme pour les modéle a temps discret on définit la tribu associé au temps
d’arret.
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Définition 6.4.4. Tribu du temps d’arret T. A € Fr ssi AN{T <t} € F.

Théoréme 6.4.5. Propriété de Markov forte : Soit T un temps d’arret fini
presque surement alors
B{" = Bry. — Br

(T)

est un mouvement brownien. Deplus B;”’ est indépendant de Fr.

Démonstration. On a immédiatement que Bt(T) est continue.
Soit 0 < t; < -+ <t, et F:R" — R continue et soit A € Fr. On veut
montrer que

E(L4F(B{,--- ,B{".,)) =E(14)E(F(B,, -, B,,)) (6.1)

n

on obtiendra ainsi que BT a la méme loi que B et I'indépendance avec Fr.
Soit m € N, on a

B(T) Z 12m <T< k2¢n1 (BT+t BT)
keN

on approxime B ) de la maniére suivante

Bng Zl Bk+1+t Bk+1).

27n < 2m ST ST
keN

. T T . .
On a bien Bg ™, Bt( ) pour m — oo car le mouvement brownien est continue.

E(LaF(B;™ -+ B{I™.)) = > E(lal 4 cqposet F(Bigay =Bis), -+ (Biza |, —Busr)).

2m 2 27
keN

Puisque A € Fr, An{T < ’“2)'[}} est .7-'k+1 mesurable et donc 141 & e <<k

est Fri1 mesurable. Par propriété de Markov simple : Brir . — Bk+1 est un
= = =
mouvement brownien et est indépendant de Fry1.
b

T,m T,m
E(LaF(B™, - B{™,) = 3 E(lal 4 cp e JE(F((Bi,,-++ , By,)) = EQA)E(F((By,, -+ , By,)).
keN

Enfin lorsque m — oo ]E(lAF(B(T m B(T ™) ) — E(lAF(B( ). 731531)))

t1
par continuité et on peut donc conclure (6 1) O

6.5 Feuille d’exercice 6 : Martingale et mouve-
ment brownien

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.
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Exercice 6.5.1. On considére une boite B = [—3, 3] x [—3,3] N Z? et son bord
9B = [(z,y) € Z*/B,3(a",y') € B : |(z,y) — («,y')| = 1]
On définit sur 0B la fonction ¢ :
4 (z,9) € {4} x[-3,3]NZ
g(z,w{ (2,9) € {4} x [-3.3]
0 sinon

On considére le probléme de Dirichlet (discret) sur B dont la valeur au bord est
donné par g :

Au(z,y) =0 (z,y) € B,
u(z,y) = g(z,y) (z,y) € OB

ou
1
Auwy)=7 Y ulely) - ulwy)
(@’ y") = (z:y)|=1

Alors

— La marche aléatoire standard sur Z? issue de (0,0) touche OB p.s.

— ullz= < 4.

— u(0,0) = 1.

— u(z,y) := 1(z +4) est une solution.

Exercice 6.5.2. Soit X et Y des variables aléatoires telles que pour tout a, 8 €

R
E(eaX-i-,BY) _ 62a+a4+[32
— X et Y sont indépendantes.
— E(X) =2.
— E(Y?) =1.

— Y est une gaussienne.

Exercice 6.5.3. Soit (§;);>1 des variables gaussiennes iid avec E(&) = 0 et

— Pour tout k1, ,ky, €N, (Sk,,- -+, Sk, ) est un vecteur gaussien.
- (517 - 55) et (512 — Sg) sont indépendants.
m . . . . 9 3
— > _;—1 S est une variable gaussienne centré de variance o= = m~.
— # >, S; converge en loi vers une variable gaussienne centrée de va-
riance 1

3
Exercice 6.5.4. Soit (§;);>0 des variables aléatoires Bernoulli iid P(§&; = 1) =
et P(& = —1) = f%. Et on pose Sy = % et Sp+1 = Sp + signe(S,)&n+1 0
signe(S,) =1s1 5, >0et —15si S5, <0.

— OnalS, =3+ &l

— 5, est une chaine de Markov.

— Pour tout ny < ng, Sy, et S,, — Sy, sont indépendantes.

1
2
u
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— En écrivant St(n) = ﬁslnth alors pour tout 0 < t; < to < -+ < t
(S’t(?)7 Sgl), SRR St(:)) converge en loi lorsque n — oo vers (U, , Uy, -+, Us,)

ol (U,gl.+1 — Uy, ) sont des gaussiennes de variance t; 11 — ¢;.



Chapitre 7

Construction du Mouvement
Brownien

Dans cette section, nous donnons une construction du mouvement brownien
avec des fonctions triangulaire sur [0, 1] et des variables gaussiennes indépen-
dantes.

7.1 Espace Gaussien

Le mouvement brownien contient implicitement une infinité de variables
gaussiennes. La bonne notion pour aborder cela est ce que 'on appelle un es-
pace gaussien qui peut étre vu comme la généralisation des vecteurs gaussien en
dimension infini. On aura besoin pour cela d’un espace de Hilberts, par exemple
(L%(2, 1)). Quelques rappels :

Définition 7.1.1. On appelle un systéme orthonormé (base orthonormé) une
famille (1;);e; € H' tel que

L]l =1

2. (ni,nj) =0sii#j

3. Pour tout f € H, Y, (i, f)mi-

Quelque soit espace de Hilbert séparable H, il existe une telle base. Cette base
est trés pratique par exemple on a

(f9) =D (mi» £)(nir 9)-

3

En effet
<Z<m,f>myz<m,g>m> = Z(mﬁ Zm,g)(m,m) = Z<m,f><m,g>

car (n;,n;) = 0si i # j. En particulier

42
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1717 = CF ) = D s PP

Définition 7.1.2. Soit un ensemble de probabilité (Q, F,P) engendré par un
ensemble dénombrable de variables gaussiennes iid N; centrées de variance 1.
L’espace gaussien E est le sous espace linéaire fermé dans L?(Q2,P) engendré
par les NV;. On appelle mesure gaussienne 1'application 8 : H — E définie par

BU) =D _{fm)Ni.

7

Exemple 7.1.3. (Elémentaire)Si H = R? avec la base orthorgonal ((1)> , (1) .

Soit X,Y deux variables gaussiennes iid, on a E = {aX + bY : (a,b) € R?} et
pour tout (a,b) € R? 3((a,b)) = aX + bY.

Voici quelques propriétés de la mesure gaussienne :

1. Pour tout f, B(f) est une variable gaussienne centré.

2. Pour tout f, E(3(f)?) = ||f||>. En effet

E(B(£)%) = B(Q_(fm)N)?) = D m) E(N)?) = D (fm)? = 1P

K2 ? K2

car les NV sont indépendantes et de variance 1.
3. Pour tout f,g € H, E(B8(9)B(f)) = (f,g).En effet

E(B(£)B(9)) = > _(£mi)(g, n))E(NiNG)) = > _{fomi) g, mi) = (£, 9)

1,7 [
car les N; sont indépendantes et de variance 1.

4. Pour tout f,g € H B(f) et B(g) sont indépendant < f et g sont ortho-
gonatux.

En effet par la propriété précédente : (f,g) = 0 ssi E(8(g)3(f)) = 0. On uti-
lise alors propriété des vecteurs gaussiens : la covariance nulle est équivalent
I’indépendance.

7.2 Construction du mouvement brownien sur [0, 1].

Soit H = L?([0,1]) et on introduit le systéme orthonormé (1, (hf)m) ol

, n
(h?)i<2n =272 (1 20 241 — 12041 2442 )
an+12on+1 on+179n+1

pour n € N et 0 <4 < 2™. On définit alors
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(t = gr) it € [, 5]
(et — 1) sit e [ 3]

sinon

[NEENE

. 2
g (1) = / B (s)ds = { 2%
0 0

On pose

=tN_| + Z Z g, nz (7'1)

neN;<2n

ou N_; et les NV, ; sont des gaussiennes iid de variance 1.

Théoréme 7.2.1. Le processus (Bi)i>o définit par (7.1) est un mouvement
brownien.

Démonstration. Tout d’abord montrons qu’il a la méme loi. On remarque que
gi'(t) = (lj0,49, hj") et on peut donc écrire

By = (1p,,1) 1+ZZ 0,45 1§ YN i

neN <27
Conclusion on a
By = B(110,4)
ot 3 est la mesure gaussienne définit sur L2([0, 1]). Soit 0 < ¢; < - -+ < t,,. Pour
tout i <noa
Bti+1 - - ﬁ( [0,ti41] ) ﬁ(l[o,tl]) = ﬁ(l[ti,tprﬂ)'

On en déduit alors que
1. Pour tout i, (B,

2. Les (By,,, — By,) sont indépendantes car (1, 4,11, Lit;.,,,)) = 084 # j.
En effet les supports des 1, ¢, ) sont disjoints.

3. ]E((Bt11+1 - Bti)Z) = ||1[ti,ti+1]| 2
Montrons maintenant la continuité. On écrit

t):= Y giON,

i<an

.11 — By,) est une variable gaussienne.

=tit1 — ti.

soit

By i=tN_1+ Y _ Gult)
neN
On va montrer la convergence L de ) -\ Gy(t). Puisque la limite L de
fonction continue est une fonction continue, cela nous permettra de conclure.
Calculons

n 20+1 26 1
[ ||L°°— SUP ‘an|x‘|gz ||L°°— SUP |Nn1|><2 (2n+1 W): SUP |an|x2n/2+1
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Lemme 7.2.2. Si N est une variable gaussienne centré de variance 1 alors
P(IN| > a) < exp(—a?/2)

On admettra ce Lemme dont la preuve est un simpe calcul. Montrons alors
que, avec une probabilité proche de 1, |Gy, ||~ ne peut pas étre trés grand.

P((|Gr Lo =27 /) <P( sup [N | > 27/%)
1<2n—1

=P(3i < 2" —1: [Nyl =2V
S QnP(an,il Z 2n/4)
< 2" exp(—2"%/2)
1
< 2" x —
4n
1
<
S om
On a donc
S E([Gulle > 27) < oo

Par le lemme de Borel Cantelli, p.s il existe un nombre fini de n tel que
|Gl > 27/% . Conclusion p.s il existe C > 0

S IGnlle <C+> 27 < o0,

Conclusion tN_1 4+ > .y Gn(t) = By dans L™ p.s et donc (By)scjo,1) est
continue p.s. O

7.3 Fonction harmonique, mouvement brownien
et probléme de Dirichlet.

Définition 7.3.1. (Mouvement Brownien en toute dimension).

Soient (Bt(l)), I (Bt(d)) des mouvement brownien indépendant et on pose
B
B, =
B@

qui est un mouvement brownien dans R?.

Proposition 7.3.2. Pour (B;) : R, — R?, ceci est équivalent

1. B; est continue
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2. Pour tout t; <ty < --- <ty les (By, ., — By;) sont indépendants

3. (Bt;,, — By,) sont des vecteur gaussien (dans RY), de covariance Cqp, =
tiz1—t; sia=0b
_Bti)a(BtH»l _Bti)b) = o ’

E((B: 0 sia#b

C = (tix1—ti)1a

i+1
ot I, est la matrice identité.

Proposition 7.3.3. Le mouvement brownien est isotrope : c’est a dire pour
A € ORY) (le groupe orthogonal sur RY) et B, un mouvement brownien en
dimension d alors (ABy)i>0 est un mouvement brownien en dimension d.
Démonstration. On a

1. Continuité oui AB; est continue,
i1 ABt7 = A(Bt - Bti)a

3. Combinaison linéaire d’'un vecteur gaussien est un vecteur gaussien. La
matrice de covariance

2. Incrément indépendant AB; .

éllb = E((A(Btri+1 - Bti))a(A(Bti+1 - Btl))b)

on a

C= ]E(A(Bti+17Bti))(A(Bti+liBti))T) = AE((Bti+1iBt7‘,))(Bti+1*

O

Corollaire 7.3.4. Soit r > 0, T = inf{t : |B;|| > r} = inf{t : B; € S71(0)}.

Alors la loi de Br est la loi uniform sur S¢=1.

Démonstration. La loi uniforme sur la sphére est I'unique mesure de proba sur
S2-1 qui soit invariante par rotation (par 'action de O4(R)). On peut conclure
avec la proposition précédente. O

7.4 Probléme de Dirichlet et fonction harmonique.

Soit © C R? ouvert. On note A le Laplacien : Pour toute fonction f €
C2(RLR), Af = YL, 2

i=1 61? .

Définition 7.4.1. (definition classique) Soit f : @ — R, on dit que f est
harmonique si Af = 0.

Définition 7.4.2. (definition via la moyenne) Soit f: Q@ — R, on dit que f est
harmonique si pour tout = € Q , pour tout r > 0 tel que B,.(xz) C Q

f(@) = /S T Wns @)

ol f1g, (z) est la mesure uniforme sur S, (z).

B))")AT = (tig1—t:) AAT = (i



CHAPITRE 7. CONSTRUCTION DU MOUVEMENT BROWNIEN 47

Remarque 7.4.3. (def moyenne)=-(def classique).

Démonstration. Soit f qui est harmonique pour la moyenne, montrons que
Af = 0. On suppose f € C3(Q)

Soit z € Q.
d 1 d d
F@) = £@)+ Y 00 fla-(y=2)it 5 Y Y v, flo(y=2); (y=a)i+o(ly—2]*)
i=1 i=1 j=1
’ (7.2)
O
d 1 d d
f(z) = /S ( )f($)+23xifx-(y—$>i+§ZZamimjflz(y—x)j(y—w)#()(IIy—wIIQ)usT@)(dy)
T i=1 i=1 j=1

Ona fST(w) f(z)du(dy) = f(x) car p est une mesure de proba et f57.(:v) o||ly—
z||?)dp = o(r?). Ensuite

/ (y — x)ip(dy) =/ yip(dy) =0
Sr(x) S,.(0)

car y; est antisymétrique. De méme si i # j
/ (y —2);(y — x)ipldy) = / yiy;p(dy) =0
Sr(x) S (0)

encore une fois par antisymétrie de y;y;. Il reste le cas ¢ = j. Par simétrie entre
les indices on a

1 r?

2 2
y'udy:*E:/ Vu(dy) = —.
/S’T(z) 3 ( ) d - ST(I) 3 ( ) d

L’équation (7.2) devient alors

d
@) = 1) 10 53 X Dl + 0l

soit )
_r 2
OfQ—dx E Oza f e + 0o(r?).

On peut donc conclure Af = >~ 04,0, f = 0.
Définition 7.4.4. (Probléme de Dirichlet.) Soit g : 92 — R continue. On dit
que h est une solution du probléme de Dirichlet si

1. h est harmonique sur €2,

2. Pour tout x € 9Q lim,_,, h(y) = g(x).
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2

Théoréme 7.4.5. Supposons €2 borné et “sympa”. Soit By un mouvement brow-
nien. On note B, pour la loi du mouvement brownien issue de z (ie : Wy =
Soit T = inf{t : W, € 0Q}. On pose

h(z) = E.(9(Wr))
alors h est solution au probléme de Dirichlet. De plus elle est unique.
On ne définira pas ce que « sympa » veut dire, les conditions optimales pour

que ce théoréme soit valide sont loin d’étre élémentaire. Cependant on pourra
supposer ici que 0 est lisse.

Démonstration. Montrons que h est harmonique : Soit z € Q, et 7 > 0 tel
que Bl(z) C Q. S = inf{t : W, € S.(2)}. BYz) = {y e R : ||y — | < r}
SiHx)={y eR: |y — x| =r}

On a § < oo p.s. On a toujours S < T car le mouvement brownien doit
sortir de la sphére pour toucher 9.

h(z) = E.(g(Wr)) = E.(g(Wr — Ws + Ws))

On sait que W1 g — Wg est un mouvement brownien par la propriété de
Markov forte. W; = Wirs — Wg + Wg c¢’est un mouvement brownien issue de
Ws.

T=T-S=if{t>0: W, 35— Ws+ Wg €N}

h(z) = By (Bws (9(W5)))) = Eo(h(Ws))

Puisque la loi de Wg est la loi uniforme sur S¢~1(z) on

)= [, hn

et donc h est harmonique.

Lemme 7.4.6. Soit xq € 0. Si Q est « sympa » alors pour tout 6 > 0 la
probabilité que le mouvement brownien issue de x sorte de ) sur l'intervale de
temps [0,0] temps vers 1 lorsque x — ¢ € Of).

Démonstration. Idée de la preuve. On suppose ici que le bord de € est régulier,
alors quitte a appliquer une translation et une rotation on peut supposé que zy =

0 etle vecteur normale a la surface de Q en g est égale a i = (1,0,---,0). Alors
P(3t € [0,6] : (z+ Wy <0) =P3Et € [0,6] : W) < —2y) — Plinf,<s W <
0) =1 lorsque z — o O

Alors on a T' — 0. Par continuité de W, Wr est dans un petit voisinage de
x et de z¢. Enfin puisque g est continue g(Wr) — g(zp) et on peut conclure

E.(9(Wr)) = g(z0)-



CHAPITRE 7. CONSTRUCTION DU MOUVEMENT BROWNIEN 49

7.5 Feuille d’exercice 7 : Martingale et mouve-
ment brownien

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.

Exercice 7.5.1. Soit (B;);cr, un mouvement brownien.
i ]E(Bng) =sAt.
— (2By1 — By, B1 + B3, By — B3) est un vecteur gaussien
— fol Bgds est une variable gaussienne de variance 1.
— By — sBy et By sont indépendants.

Exercice 7.5.2. Soit (B;);cr, un mouvement brownien.
— ]P’(supte[0 1) Bi > M) — 0 lorsque M — oc.
(supte 0,4] Bt > AM) = (SuPte[o,l] B, > M).
P(lim sup;_, o+ tBt o0) = 1.
P(supsefo,1) Bt > M, sup;e(y 9 Be > M + B1) = P(sup,¢(o1 Br > M)?

Exercice 7.5.3. Soit (B);er, un mouvement brownien. Soit T = inf[t >
1, B, =0).
— Pour tout § > 0, p.s. il existe 0 < t1,t2 < I tel que By, > 0 et B, < 0.
— Pour tout § > 0, P(3t < 6, B, =0) = 1.
— Pour tout 6 > 0, P(3t < §, Bry+ =0) = 1.
— Pour tout 6 > 0, p.s pour tout ¢t € R, tel que By = 0, il existe t < t/ < t+0
tel que By = 0.

Exercice 7.5.4. Soit (By)icr, , (By)ier deux mouvements browniens indépen-
dant. On définit le processus (W;)i>0 par Wy = 0 et Wy = tBy; .
— B, := Bj_; — B; ala méme loi qu'un mouvement brownien sur [0, 1].
— 2(Bi+ B,) est un mouvement brownien.
— E(W, W) = s At,
— W, converge en proba vers 0 pour ¢t — 0.

7.6 Feuille d’exercice 8, Martingale et mouvement
brownien

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.

Exercice 7.6.1. Soit (B;);cr, un mouvement brownien. Pour tout u > 0 on
note Ty, = inf{t : By = u}

— Soit 0 < a < b, T, et T, — T, sont indépendants.

— Pourtout a >0ett >0, P(T, <t)=P(T1 < %) = IF’(T% <1.

— Pour tout s < t, P(T € [s,t]) = 2( floo =T /2t dp_ floo e*IQ/Zde)

1 1
V2t \V27s
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— E(Tl) < 00.

Exercice 7.6.2. Soit (B;);cr, un mouvement brownien, 7, = inf{t : B, = a}
et W, = tBl/t.

— Pour tout € > 0, P(SUPte[o,M] B; > eM) — 0 lorsque M — oc.

— W; est un mouvement brownien.

— Soit a > 0, pour tout t >0 P(Vs > t: B, < as) =P(T, > 1)

— Pour tout A >0, 5 >0, P(3s € (0,6) : B, > As'/?) =1.

Exercice 7.6.3. (Pont Brownien) Soit (P;)e[o,1] un pont brownien. C’est & dire
qu’il a la méme loi qu'un mouvement brownien (B;)icr, conditionnellement a
B; =0.

— (Pt)iefo,1) @ la méme loi que (P1_¢):ep0,1] (Symmétrie).

— Pour tout 0 < t; <--- <ty <1, (P, -, P, ) est un vecteur gaussien.

— Py /5 est une gaussienne de variance 1 /2.

— Pour tout 0 <t; <---<t, <1, (P,,, —F,) sont indépendants.

K

Exercice 7.6.4. (Girsanov) Soit (Bi):e[o,1] un mouvement brownien, b € R
et W5 = Bg + bs (mouvement brownien avec dérive). Soit X,Y deux variables
gaussiennes avec E(X) =0, E(Y) =b, E(X?) =E((Y —b)?) =1
— Pour tout 0 < 1 < -+ <t , (Wy,,, — Wy,) sont des gausiennes indépen-
dantes de variances t; 11 — ;.

MS/S =bp.s.

— Pour tout A C R, E(lyGAe’bY+§) =E(lxeca)
2
— Pour tout U C €(]0,1]) (mesurable), E(lyycpe ™1 +7) = E(1pey)

i+1

T hms—>oo



Troisiéme partie

Martingales Continues
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On considera des processus a temps continue (M;)cr, - A la difference de
processus discret (M, )nen, 1l faut beaucoup travailler pour formaliser correc-
tement ces objets et comprendre ce qui est «mesurabley, « prévisible », inté-
grable... Dans toute la suite on considéra essentiellement des processus & tra-
jectoires continue qui simplifiront beaucoup ce formalisme et nous ne nous at-
tarderons pas dessus. Si I’exemple de base pour les martingales continues est
la somme de variables iid de moyenne nulle, I’exemple de base des martingales
continues est sans aucun doute le mouvement brownien.



Chapitre 8

Quelques propriétés des
martingales continues

8.1 Définitions et exemples

Ici on utilisera le mot « continue » dans les deux sens, ces processus seront
aussi & trajectoire continue, c’est a dire que Vw : t — M;(w) est une fontion
continue de Ry — R. Formellement la définition d’une martingale continue est
la méme que celle d’'une martingale discréte.

Définition 8.1.1. Soit (€2, (F;)ser, ,P) un espace de probabilité avec une filtra-
tion. On dit que (M;);er, est une martingale (resp surmartingale/sousmartingale)
si

1. M; est F; mesurable
2. E(|M,]) < oo
3. Pour s <t E(M|Fs) = M (resp > M, ou < M)

Remarque 8.1.2. On a

1. On supposera toujours que (M;);>o est continue & droite (cad) c’est a
dire pour tout ¢

2. Pour tout 0 < t; <t9 < ... <t, < ...sion pose N, := M, c’est une
martingale discréte pour la filtration G, = F;,.

3. Si on définit
M™ = M a0 (8.1)
i

on a alors
M™ = M,

p-s lorsque n — oo par continuité & droite.
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Exemple 8.1.3. Des martingales continue

1. Le mouvement brownien est une martingale continue :
E(Bt|]:8) = ]E(Bt - Bs =+ Bs‘Fs) = E(Bt - Bs|-7:s) + Bs = Bs

car B est Fs mesurable et B; — B; est indépendante de F; et de moyenne
nulle.

2. Soit (Z¢)+>0 un processus a accroissement indépendant. Pour t > s, Z; —
Z est indépendante de F.

(a) Z; —E(Z;) est une martingale.
(b) Si E(Z;) =0, alors Z? — E(Z?) est une martingale.

(c) Le processus

et

est une martingale (sous condition que les intégrales soient bien défi-
nis).

Exemple 8.1.4. On a en particulier

1. B? —t est une martingale

,\{2

2. e"B:=rt est une martingale

Démonstration. Ce sont des cas particuliers de l'exemple précédent. On a en
effet B(B?) =t et E(e?Br) = 77/, O

8.2 Quelques propriétés

Pour les martingales discrétes on a montré les théorémes suivant

— Convergence p.s

— Convergence L?

— Le nombre de monté de Doob,

— L’inégalité maximale de Doob

— Le theoréme de ’arret.
Le but de cette partie du cours est de vérifier que ces propriétés restent valident
lorsque ’on considére des martingales en temps continues. On peut commencer
par « Jensen » :

Proposition 8.2.1. (Jensen) Si M; est une martingale et f une fonction
conveze alors f(M;) est une sousmartingale.

Si My est une sousmartingale et f une fonction convezxe et croissante alors
f(M,) est une sousmartingale.

Démonstration. (Méme chose que pour le cas discret.) O



CHAPITRE 8. QUELQUES PROPRIETES DES MARTINGALES CONTINUES55

Soit n € N, dans le cas discret il est évident que maxg<, E(|My|) < oo
puisque pour chacun des termes E(|My|) < co. Dans le cas continue c’est lége-
rement moins évident puisque l'on considére une infinité de terme. C’est le but
de la proposition suivante

Proposition 8.2.2. Soit M; une martingale, alors pour tout t > 0

sup E(|Mg|) < oo

0<s<t

) . . x six>0 .
Démonstration. La fonction f(x) = 0 s est convexe croissant. Donc
sinon

f(My) = (M) est une sousmartingale. On a | M| = 2(M,)* — M
E(|M;|) = 2E((M;)™) — E(M;) = 2E((My)") — E(Mp) < 00
car E(M) < oo et E((My)") < E(|M;]) < o0 O

Proposition 8.2.3. (Nombre de montés de Doob) Soient a < b, et (Ms)s>0
une sousmartingale (cad) et soit

Ne=max{n:3s; <t1 <sa <ta< - <t, <t:Vi<n:M, <a et My, >b}
(le nombre de fois que My fait des aller retour entre a et b.) Alors
(b— Q)E(N) < E((M; — a)") — E((My — a)*).

Démonstration. On pose

Mt(") = M 2y

P
alors M (L") est une martingale discréte. On note Nt(n) le nombre de monté pour
o

M(ﬁ). Donc on a
(b—a)E(N™) < E((M;" —a)")~E((Mg"™ ~a)*) < E((M—a)")~E((Mo—a)*)
)

n .
Remarque c’est Nt( est croissante en n car

k k
{==:keNyc{—=:keN}
2n 2m
si m > n. De plus on a que
N™ S N,

p-s. En effet on a Nt(n) < N; car {2% : k€ N} C Ry. Soit 81 < t1 < 89 <
g <o <ty <t:Vi<p: M, <aet My > b alors puisque M; est continue
a droite il existe € tel que pour tout s € [s;,8; + €] My < a et t € [t;,t; + €]
M, > b. 1l existe n tel que 2% < e donc il existe k1 < q1 < ko < g2--- tel que
b€ [si, 8+ €| et & € [t t; + €] pour tout i < p. Conclusion
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et donc Nt(n) = N; pour n suffisament grand. Pour finir
E(N;") = E(Ny)
par convergence monotone et donc E(N;) < E((M; —a)t) —E(Mg—a)*). O

Corollaire 8.2.4. Si il existe C > 0 tel que pour tout t > 0 E(|M|) < C alors
M; converge p.s.

Démonstration. (Méme chose pour le cas discret) O

Proposition 8.2.5. (Inégalité mazimale de Doob)
Soit My une sousmartingale alors pour tout t >0 et A > 0

1. on a
AP(sup M, > \) < E(|Mo|) + 2E(|M;])

s<t

p P
E(sup |M.J?) < () E(M,P).
s<t p—= 1

Démonstration. Déja on a par continuité & droite de M

sup My = sup M,
s<t s€QN(0,t]u{t}

par I'inégalité maximale de Doob dans le cas discret on a

NB(sup My, > ) < E(|Mo]) + 2E(My))

et
p
B(sup 1 17) < (2 ) BasP)
p

On peut conclure avec
sup |M & | — sup | M|
k< 2 s<t
ar <
p-s lorsque n — 0 par continuité a droite. O

Corollaire 8.2.6. Soit p > 1. Si il existe C > 0 tel que pour tout t > 0
E(|M¢|P) < C alors My converge p.s et dans LP.

Démonstration. (Méme chose pour le cas discret) O
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8.3 Temps d’arret

On rappelle la définition donné dans la partie du mouvement brownien.

Définition 8.3.1. On dit que T': @ — R4 est un temps d’arret si {T" < t} est
F: mesurable. Et on définit la tribu du temps d’arret

Fr={A:Vt, An{T <t} € F,}

En temps discret exemple typique du temps d’arret est Ty = inf{n : X, €
A} avec X, un processus adapté. En temps continue, c’est un peu plus délicat
parce que l'union ou lintersection d’un nombre non dénombrale d’ensembles
n’est & priori pas mesurable. Il faut ajouter des conditions de régularité sur le
processus et on ne peut pas choisir n’importe quel ensemble A non plus.

Proposition 8.3.2. Soit (X;);>0 un processus adapté (c’est a dire X, est Fy
mesurable pour tout t) sur un espace métrique O. Soit A C 0

Typ:=inf{t>0: X, € A}

alors
1. Si A est ouvert et X; est cad alors Ty est un temps d’arret.

2. Si A est fermé et X; est continu alors T est un temps d’arret.

Démonstration. Si A est ouvert, alors

{Ta<t}= |J {X.eA}u{X,c4}
s€QN[0,¢]

Le terme de gauche est inclu dans le terme de droite trivialement.

Si il existe s < t tel que Xy € A alors il existe une petite boule de centre
X, de rayon § tel que Bs(Xs) C A car A est ouvert. Par continuité a droite il
existe € > 0 tel que pour tout s’ € [s,s + €], Xs» € Bs(Xs) C A. Donc il existe
s €[s,s+€NQ, Xy € A. Et on a donc le terme de droite inclu dans le terme
de gauche.

Conclusion {T4 <t} € F; et donc T4 est un temps d’arret.

Si A est fermé.

{Ta<t}= {se[{ﬁfm@d(){“ A) =0}
en effet puisque A est fermé d(z, A) =0 < z € A.

Supposons inf¢ (o 4ng d(Xs, A) = 0 alors il exist (¢,) € QN tel que d(X,,, A) —
0. [0,] est compact, donc il existe s € [0, 1] tel qu'une sous suite gy4(,) converge
vers s. Puisque (X;) est continue alors

X — X

¢ (n)
et donc d(X;, A) = 0 soit X; € A.

On en déduit que {T4 <t} € F; car inf¢cjg4)ng d(Xs, A) est F; mesurable.
O
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Théoréme 8.3.3. (Théoréme de larret.) Soient S, T deux temps d’arret telle
que S <T et T < o0 p.s et (Ms)s>o une martingale alors

1. Miar est une martingale.
2. SisupE(|My]) < oo alors E(Mrp|Fs) = Ms.
3. Si il existe C > 0 tel que T < C p.s alors E(Mr|Fs) = Ms.

Démonstration. Idée de preuve : On considére
My =3 % 1 csemal it cpotnMr
ko1

on approxime T et S par l;—,} et %

On travaille comme en discret.
On regroupe le tout lorsque n — oo et en utilisant la continuité de M;. O

respectivement.

Exercice 8.3.4. Soit a < 0 < b et (By);>0 un mouvement brownien. On pose
T, =inf{t : B; < a} et T, = inf{t : B; > b}. Ce sont des temps d’arret par la
proposition 10 et (—oo, a], [b, 00) sont fermés.

1. Montrer que
b

b—a’

2. En utilisant que B? — t est une martingale, calculer

P(T, < T}) =

E(T, A Ty)

Onnote T =T, ATy,. On a T < oo p.s

2 by

P(vt: B € [a,b]) SP(B € [o,b]) =F(Br € [, —

o~

lorsque t — co. (S = 0) On a alors
0 = E(Br) = E(1r—r1, Br + 17—1,Br)
=aP(T, <Tp) + bP(T, > Tp)
=aP(T, <Tp) +b(1 —P(T, <Tp))

on a alors P(T, < T,) = —5.

0=E(B3,, —TAt)
donc (par convergence monotone et convergence dominé).

E(T) = E(Bilr=r, + Bilr=m,)

b —a
— 2 b2
ab—a+ b—a
~ab(a—b)
 b—a

= —ab.
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Au bout du compte on peut voir que sans trop de changements, les propriétés
des martingales discrétes sont toujours valides pour les martingales continues.
Cependant il manque encore le Lemme 3.0.9 qui est peut-étre le plus important
de tous. On verra qu’il va mener a la définition de I'intégrale stochastique.

8.4 Feuille d’exercice 9, Martingales continues.

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non et justifier pourquoi.

Exercice 8.4.1. Soit (By);>o un mouvement brownien, a > 0 > b et T, =
inf{t : By = a} et T, = inf{t : B, = b}.

— Ty, ATy, < o0 p.s.

— P(T, <T) = .

* E(B%QAT,) = E(Ta A Tb)

— E(T. ANTy) = |bla

Exercice 8.4.2. Soit (M;);>0 une martingale continue positive tel que M; — 0
p-s, My = a > 0 et on note T, = inf{t : My = b} pour b > 0.

— Pour tout b > 0, T < oo p.s,

— Pour tout b > 0, E(Mry,) = a,

— Soit b > a alors P(sup,~q M; > b) = ¢,

— P(supyso(Bi — pt) > b) = e 0.

Exercice 8.4.3. Comme dans le premier exercice (By);>o un mouvement brow-
nien, a > 0 > b et T, = inf{t : By = a} et Ty, = inf{t : B; = b}.
2 2
— Pour tous a € R, ?(Br=a) =5t 4 ¢=7(Bi=0)=t ot une martingale

2
— Sia = |b| alors E(e= 7 TeATs) = cosh(—ag‘blv)

2 b
%Ta/\Tb) _ cosh(2Hbly)

— Pour a,b quelconque E(e™ = e
cosh(==5—7~)

— Pour tout A > 0, E(e*a"Tb) < 0.

Exercice 8.4.4. Soit th une famille de martingales continues indexée par
~v € R et “analytique” en 7 c’est & dire qu'elle peut s'écrire M = 3. ~iN;
ot N} sont des processus continues, bornés dans L' sur tout intervalle de temps
[0,2].
_22 2
— BT E = 14+ 9B 4 (B — 1) + O(7?),
— B} — 3tB; est une martingale continue.
— Pour tout i, N} est une martingale continue.
2
— Pour tout k, %[673‘_%t“7:0 est une martingale continue.



Chapitre 9

Processus a variation finie

Il se trouve que les martingales continues ont un comportement semblable &
un mouvement brownien dans la mesure ot sur un intervalle de temps, elles res-
tent & peu prés a leurs place mais oscillent énormément. En calcul stochastique
on décomposera des processus sous la forme

Xt:At+Mt

avec M une martingale continue, elle contiendra les « oscillations rapides » de
X et A; un processus plus régulier et qui reflétera la tendance moyenne du
processus. On demandera en fait que A; soit & « variation fini ».

9.1 Fonction a variation fini

Définition 9.1.1. Soit a : [0,1] — R. On dit que a est a variation fini si il
existe C' > 0, tel que pour 0 < t; <ta <---<t, <lona

> laltiyr) —a(t:)| < C.
=0

C’est équivalent a il existes p4 et u— des mesures finis sur [0, 1], p = py —p—
(mesure signeée) tel que

a(t) — a(0) = / u(ds) = ([0, 1)

Exemple 9.1.2. On a que
1. Les fonctions Lipschitziennes sont & variation fini. En effet, si a est
k—lipschitzienne. Alors pour tout i |a(t;+1) — a(t;)| < Kl|tip1 — ti] et
alors

n n
D laltivn) = a(t) < D Altirs —ti] < .

=0 =0

60
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Les fonction C1([0,1]) sont a variation fini.(elles sont lipschitziennes)

a(t) = 1 n’est pas & variation fini.

a(t) = tcos(}) n'est pas & variation fini (exo).

A

Les fonctions croissantes (ou décroissantes) bornées sont a variations finis.
On a directement

Z|a 1) —alt Za i+1) — a(t;) = a(1) — a(0).
=0

Remarque 9.1.3. a est a variation fini ssi il existe g croissant et f décroissant
(bornés) tel que a(t) = f(t) + g(t).

En posant £(t) = u_([0,1]) et g(t) = o ([0, 1]).
Remarque 9.1.4. On peut choisir 4 et p— de tel sorte quelles soient a support
disjoint.

On introduit v = p4 + p—. p est « dominé » par v (c’est a dire v(A) =0 =
w(A) = 0). Theoréme de Radon Nikodym. Il existe h fonction [0, 1] — R tel que
p(dx) = v(dz)h(z). On peut alors choisir

fit = vh(z)1p(2)>0

fi- = —vh(z)1p@)<o

on peut vérifier quelles sont & support disjoint et que p = iy — fi—.

Démonstration. Montrons que les deux définitions sont équivalentes :
On note |u| oy + .
Si a(t fo (ds) alors pour tout 0 < t; < --- <t, <1on

Supposons que il existes C' > 0 tel que pour tout 0 < t; < ---<t, <1lona

Y lativn) —a(t:)| < €
=0

Construisons .
On peut construire

s 1)) == sup Z|a (tie1) — a(ty)

s<t1 < <tn<t

¢a définit bien une mesure. On vérifie que c’est cohérent. Soit s < s’ <t¢. On a

o([s,t]) = o([s, ') + o([s', 1))
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De plus # est une mesure finie. On construit h : [0,1] — R tel que p(dz) =
h(z)dp(dz) .

oty —att) = [ = [ wispotas

i i

On pose

n z+1) (tZ)
™ (s Z Lucltotisn) —op s ]

([tutl-&-l)

On choisit tl(-n) = 2% On remarque h(™ est une martingale sur [0,1], pour la

filtration J,, = o([55, ) pour l'espace de proba ([0, 1], (F,), 7). —1 < AW <

1. Alors h(™) converge p.s sur [0,1] et dans L'. On peut vérifier que

a(t):/o h(s)v(ds)

En effet pour tout i,n

. 27"
a(3)—al0)= [ B (i(as)
et on a alors pour tout ¢ en prenant n — co. O

Définition 9.1.5. (Intégrale) Soit a une fonction a variation fini et p sa mesure
associé. Soit f tel que fol |f]]|(ds) < co. On note alors

/fda /f

Proposition 9.1.6. Soit f continue sur [0,1], et soit 0 < t]
tel que max;<,, |t§il -1, n)| — 0. Alors

Pn 1
S FE) @) — a(t™)) / £(s)da(s)

1=0

M) <k <

Démonstration. On pose f(™(t) = f(tgn)) pour tgn) <t< t(n) c’est 'approxi-

mation de f par une fonction constante par morceau (sur les [t(”), tii)l])

Dn Pn tiv1
> atelt) o) = X ™) [ dn
=0
Pn i+1
-y / £ (s)du(s)
i=0 7t

- / £ (3)dp(s).
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Puisque max; <, |t§i)1 — tEn)| — 0 et f est continue on a f(™ — f sur [0,1].
Par convergence dominé (f est continue donc bornée)

/01 £ (s)du(s) — /O1 f(s)u(ds) = /01 £(s)dal(s).

O
Définition 9.1.7. Soit f tel que fol |f]]¢](ds) < oo alors
¢
ey s= [ foutas)
est & variation fini.
Démonstration. La mesure f(z)u(dz) est fini. O

Soit t € Ry, la définition « & variation fini » et les propriétés associés de
généralisent de maniére élémentaire aux fontions définies sur [0,¢]. On dira éga-
lement qu’une fonction définie sur R4 est a variation fini si pour tout ¢ > 0,
cette fonction restreinte a [0,¢] est & variation finie.

9.2 L’intégrale de Stieljes (discussion)

Avec yl(n) € [tl(»n),tl(»?l].

S A () — ™)) -2 = / £(s)da(s)

=0

Ce que l'on vient de voir : OK si f continue et a & variation fini.

Question : Pour quel conditions a t on que la limite est bien définie ?

Une condition possible c’est f est p-Holder et a est g-Holder avec p > 1/2
et g >1/2.

9.3 Processus a variation

Définition 9.3.1. On dit que A est un processus & variation fini si pour tout
w € N, t = A¢(w) est une fonction a variation fini.

Contre exemple : Le mouvement brownien n’est PAS & variation fini. On
verra pourquoi dans la suite.
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9.4 Feuille d’exercice 11, Variation finie et p-variation.

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier alors ou donner un contre exemple.

Exercice 9.4.1. Soit a une fonction & variation fini sur [0, 1]et g une fonction
CH(R,R) et b une fonction bornée alors

— g o a est & Varlatlon fini.

— fo ) est & variation fini.

— hmm zkzlgm( a(¥) —a(k51)) = J, g(s)das
30> 0, [ S, b5 a(B) —a(55) ~ S, b a(E) —a(t2) < ©

pour tout n € N*,

Exercice 9.4.2. Soit a et b des fonctions sur [0, 1] respectlvement Holder et

é Holder.
— a est & p-variation.
— Si p < q alors a est de g-variation nulle.
— Si%—i—; > 1alors > (a(%) —a(E1)(b(E) —b(E2)) — 0.

) —
— Soit (t,(C ))nEN k<n tel quek L < t(") < k . Alors si L + % 1

iS]

S (a(E) - aE= L)

k=1

admet une limite pour n — oo indépendamment du choix de (t](cn))neN,k:gn-

Exercice 9.4.3. Soit (Y;);en des variables iid avec E(Y;) = 0 et E(Y;?) = 1. On

pose S5V = \le , Y;. Soit € > 0.
— dM, P(Zkzl |S,(€N) —S,(g)l| < M) > 1—e pour tout N suffisament grand.
— 3dM, P(Zszl |S,(€N) — S,(CIX)IP < M) > 1 — e pour tout N suffisament
grand.
— K, = (S;N))2 - E((S,(lN))Q) est une martingale.
— Pour N — oo, Pour tout ¢; < to < --- <ty ((Sfxzj) - ((Sfxt J)Q)Z»Sn
converge en loi vers (Bt2 —ti)i<n.

Exercice 9.4.4. Soit B; et Bt deux mouvements brownien indépendant et A;
un processus & variation fini.

— B? est a variation fini.

— Pourp>2,%, 1B — B%\P — 0 en proba.

— S0 (Bx — By )(Bx —BQ) — 0 en proba.

t R . .
— K; = fo B,dA, est un processus & variation fini.
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Variation quadratique des
martingales continues

Dans toute cette partie et dans la suite du cours, pour tout martingale M
on supposera queE(M?) < oo pour ¢t > 0. Une martingale continue oscille beau-
coup, de fait la variation absolu de la partie précédente n’est pas adaptée pour
appréender les fluctuations de M. Le bon objet sera la variation quadratique :

SEuI)) Z(Mf1 - Mti—l )2
te i

On verra que ceci converge vers un processus (M, M) qui décrit alors Uintensité
des fluctuations M .Comme pour le mouvement brownien on peut penser une
martingale continue comme, dans une certaine limite, une somme d’un grand
nombre de petite variables aléatoire de moyenne (conditionnelle) nulle. A la
limite , les particularités de ces variables s’effacent et in fine, seules leur variance
compte. La «variation quadratique» (M, M); de la martingale peut étre vu
comme le processus aléatoire décrivant la variance de ces petites variables. De
maniére informelle on a (M, M)y qr — (M, M), = E((Myyar — My)?|Fe).

De fait la variation quadratique apparait naturellement pour les martingales
continues comme on peut le voir dans la simple proposition suivante.

Proposition 10.0.1. Soit M; une martingale continue telle que t > 0 E(M?) <
oo alors

1. Pour tout s <t on a E(M? — M2|Fs) = E((M; — M;s)?|Fs),
2. Pour tout s = tg < t1 < -+ < t, =t on a E(M? — M2|Fs) =
E(Z?;Ol(Mti+1 - Mti)2‘fs)7
En particulier B(M2 — M2) = E(X 1) (My,,, — My,)?).
Démonstration. On écrit My = (M; — M) + M et donc .

B(M? — M2|F,) = E((M; — M,)? + 2M,(M; — M,)|F,)

65
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On a aussi
E(M@(Mt - M9)|-7:9) = MSE(Mt - M€)|f9) = MS(E(Mt|-F9) - Ms) =0

car (M,;);>0 est une martingale.

n—1 n—1
E(Z(Mti+l - Mti)2|]:3) = E(ZE(Mti+1 - Mti)2‘]:ti) ]:S)
i=0 =0
n—1
=E()_E(M?,, - M2|F,)|Fe)
1=0

n—1

=E() M}, — M|F.)
=0

= E(M{, — MZ|Fy).

O

J’ai plusieurs fois répété qu'une martingale continue oscille beaucoup. C’est
ce que dit le lemme suivant : sauf cas trivial, une martingale continue n’est pas
& variation fini.

Lemme 10.0.2. Soit (M,);>0 une martingale continue avec My = 0 tel que Vt
E(M?) < oo, a variation finie alors

Mt - O
p.s pour tout t.

Démonstration. Supposons M; soit « uniformément & variation finie ». Il existe
C p.s pour tout w € Q la variation de M;(w) est borné par C. Pour tout
O<th1 < - <th1 <t

1

n

E(MtQ) = Z E((Mti+1 - Mtz‘)z)
=0
n—1
< E(Z Sl<1p ‘Mtz‘+1 - Mti . Mti+1 - Mti )

i—g i<n
n—1
= E(Sgp ‘Mti+1 - Mti | Z |Mti+1 - Mti |)
r=n i=0

< C’E(SEP |My,y, — My,|)

i

Puisque M; est continue E(sup,<,, |M;,,, — My, |) — 0 pour max [t;1 —t;| —

i

0. Conclusion E(M?) = 0 c’est a dire My = 0 p.s.
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Pour le cas générale on pose T} := inf{t : sup;, > |M;,,, — M| > k}. Alors
la variation de M;a7, est uniformément borné par k. Donc My, = 0. Pour
finir T}, — oo lorsque k — oo p.s car M est a variation fini. Alors 0 = Map, —
M;. O

Définition 10.0.3. Soit (M;);>0 une martingale continue avec V¢ E(M?) <
oo. On appelle variation quadratique (M, M), 'unique processus (issu de 0) a

variation finie tel que
Mt2 - <M7 M>75

soit une martingale.

Exemple On a vu que B? —t est une martingale donc si M est le mouvement
brownien alors (M, M), = t.

Démonstration. L’unicité : Supposons M; uniformément borné. Soit (M, M >§1>
et (M, M>,E2) deux processus & variation fini tel que M2 — (M, M),El) et M? —
(M, M >§2) soient des martingales. Alors

1 2 2 1
M2 — (M, M) — M2+ (M, M) = (M, M)P — (M, )Y

Le terme de droite est une martingale, le terme de gauche est & variation fini donc
c’est une martingales continue a variation fini donc (M, M),EQ) — (M, M),El) = 0.
Pour le cas général on pose T¢ := inf{t : My > C}. Alors le résultat est vrai
pour Miat., et on I’étend & M; en passant & la limite C' — oo O

Proposition 10.0.4. Pour 0 <t; <---<t, <t ona

n—1
Z(Mti+1 - Mti>2 - <M, M>t
=0

en proba lorsque max |t;+1 — t;| — 0.

n—1
2 Z Mti(Mti+1 - Mt7) - Mt2 - <M’ M>t
=0

en proba lorsque max |t;1 1 — t;| — 0.
Démonstration. Idée de la preuve
M? — M? = 2M (M; — M) + (M, — M,)?

Par itération immeédiate on obtient

Mt2 =2 Z Mti (Mti - Mti+1) + Z(MtL - Mti+1)2

t; <t

On pose
Xs(n) =2 Z Mt'i (Mt'i/\s - Mti+1AS)
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Z =3 (Mg ps — My ns)°
Observer alors que
1. X™ est une martingale.
2.1 — Zt(in) est croissante donc a variation finie.
Proposition 10.0.5. X, et Z; converge en probabilité.
O

Définition 10.0.6. (Crochet de Martingale continue)
Soit M et N deux martingales continues bornées dans L?. On note (M, N);
I'unique fonction & variation finie tel que

MiN; — (M, N);
est une martingale.
Remarque 10.0.7. 2(M,N); = (M + N, M + N); — (M, M); — (N, N);.
Proposition 10.0.8. Pour 0 <t; <---<t, <t ona

n—1

Z(Mti+1 - Mtz)(Nti+l - Nti) — <M’ N>75
=0

en proba lorsque max |t;11 — t;| — 0.

Définition 10.0.9. On dit que X; est une semimartingale continue ssi il existe
M, une martingale et A; un processus a variation fini (adapté), issu de 0 tel que

Xt:Mt+At

Remarque 10.0.10. C’est décomposition est unique.

10.1 Feuille d’exercice 12, Variation quadratique
martingale continue.

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier alors ou donner un contre exemple.

Par défaut on supposera que les martingales satisfont E(M?) < oo pour tout
t>0.

Exercice 10.1.1. Soit (Bi)¢>0 et (Bt)tzo deux mouvements brownien indépen-
dant et (My)i>0, (IVi)1>0 deux martingales continue issues de 0.

— Si (M, M) = (N,N) p.s alors M = N p.s.

i hmn_,oo |ZZ:1 BE(BE 7BQ) — ZZ:lBﬂ(Bﬁ 7BQ)| =1.

— (B,B); =0.
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— (2B - B,2B — B); = 3t.

Exercice 10.1.2. Soit (M;);>0 une martingale continue, X; un processus conti-
nue et S, = inf{t > 0, (M, M); > €}.

— Silim, e EQ \X% — X1 |?) =0 alors X; = Xg p.s

— E((Mins. — Mp)?) < e

— {{(M, M), =0} C {M; = Mo} p.s.

— {M; = My} C {{M,M); =0} ps.

Exercice 10.1.3. Soient (X;)¢>o, (Yz)i>0 des semimartingales continues issue
de 0.
— E(XiY1) =E(X,Y)1).
— Si pour tout s > 0, lim, E(Z;B:H |V — Yio1]?) = 0 alors YV est a
variation finie. ! !
— Si il existe A un processus a variation finie tel que X = Y + A alors
(X,)Y)=(X,X)=(,Y).
— Si X, Y sont des matingales avec (X,Y); = 0 alors X et Y sont indépen-
dantes.

Exercice 10.1.4. Soit (M;);>o une martingale continue avec My = 0. Pour
n € N* on pose T,, = inf{t > 0: |M;| > n} et S, =inf{t >0: (M, M); = n}.
— {limy 00 M; existe et est finie} = (J,, cy{7n = o0}
— T, = o0} C {{M, M)o < 0} p.s.
— Pour tout n, E(M2g ) < oc.
— {limy_,o0 M; existe et est finie} = {(M, M), < oo} p.s



Chapitre 11

Intégrale Stochastique

On rappel que pour une martingale discréte (M, )nen martingale et (H,)pen
un processus prévisible c’est a dire (F,,_1). Alors

(H M), =Y Hi(M;— M;_y).
i=1
est une martingale.

On aimerait avoir un Lemme semblable pour M; une martingale continue et
soit H; un processus adapté. Le but est de définir

t
(H - M), :/ H,dM, =?
0

que l'on appellera Intégrale Stochastique. Un point essentielle sera de traduire
la notion de «prévisible» dans le cas continue. Remarquer aussi M; n’est pas a
variation fini et donc la définition de 'intégrale au sens des variations finies ne
peut pas étre utilisé ici. Il s’agit donc de définir une nouvelle notion d’intégrale,
adaptée aux martingales continues.

Définition 11.0.1. Soit M; une martingale continue et H; un processus adapté
p-s constant par morceau. C’est a dire qu’il existe 0 = t) <t <ty < -+ <ty
et (H;)i<n—1 des variables respectivement F;, mesurables tel que

n—1

Ht(w) = Z Hi(w)l]tiyti+l]

=0

pour tout w € Q. On définit alors

(H : M)t = Z Hi(Mtq',+1/\t - Mti/\t)

Démonstration. Vérifions que (H - M); est bien une martingale. Tout d’abord
pour s € (t;,t;+1) Hs est Fy, mesurable. Ensuite puisque la somme de martingale
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est encore une martingale il suffit de montrer que HZ-(MtiH/\t — M, at) est une
martingale. et

0 sit <t
(MtiJrl/\t — Mti/\t) = (Mt — Mtl) Si tz <t < ti+1
Mti+1 — Mti sit Z ti+1

Soit s < t. Montrons que E(Mti+1At _Mti/\t‘]:s) = Mti+1/\s _Mti/\s- Sit< tz
alors on immédiatement H; (Mg, n¢ — My n¢) = 0 et Hy(My, s — My ps) = 0.
Sit; <s<t <ty alors

E(Hi(M; — M;,)|Fs) = Hi(E(My)|Fs) — My,) = Hy(Ms — My,).

Sitipr <s<t, My ne — Myne = Hi(My,,, — My,) = My, ns — My ns et
les autres cas sont triviaux. On a donc bien une martingale. O

Dans la suite on supposera toujours My = 0.

Proposition 11.0.2. Soit (Q, F, u) et une filtration F;. On note H ’ensemble
des martingales continues uniformément borné dans L?. Alors H est un espace
de Hilbert pour le produit scalaire

E(MOONOO>
0t Moo, Noo est la limite dans L? et p.s de My et N,.

On note Foo = 0((Ft)t>0) On a toujours pour les martingales continues
uniformément borné dans L? M; = E(M|F;)

En particulier ||M]|?> = E(M2) = E((M, M)..). Ot (M, M), est la limite
de (M, M), pour t — oc.

En effet M? — (M, M), est une martingale donc pour tout t, E(M?) —
E({(M,M);) = 0 On peut conclure par convergence L? de la martingale et par
convergence monotone de (M, M),.

De méme on a

E(MxNy) =E((M,N)s)
ot (M, N) est la limite de (M, N);.

Définition 11.0.3. Soit M une martingale continue : on note L?(M) I’ensemble
des processus H; adaptés tel que

o0
]E(/ H2d(M,M);) < oo
0
(ici c’est 'intégrale a variation fini car (M, M), est & variation fini). Et on
note £(M) C L?(M) le sous ensembles des processus constant par morceaux.

On munit L?(M) du produit scalaire

IE(/Ooc H, K d{M, M),)
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et donc de la norme
1 lsen = B[ 1240 30))

Proposition 11.0.4. On a
1. E(M) est dense dans L*(M)
2. L’application E(M) — H définit par H — (H - M) est une isométrie.

Théoréme 11.0.5. (Définition de 'intégrale stochastique). Il existe une unique
isométrie de L?>(M) — H qui étend H — (H - M) définit sur E(M) — H.

Preuve de la proposition 11.0.4. Puisqu’il s’agit d’un espace de Hilbert £(M)
est dense dans L2(M) est équivalent a £(M)L = {0}. Soit H € £(M)*. On
pose

t
Xt:/ Hy (M, M),
0

Puisque

E(/Ooo HEd(M, M);) < oo

on a presque surement fooo H2d(M,M); < cco. En particulier fot |Hg|(M, M), <
oo pour tout ¢t. On en déduit que X, est & variation fini sur [0, 7.

tit1 tit1 T
S XXl =3 / Ho (M, M)y <30 / \HL|(M, M), = / HL|(M, M), < .

Montrons que X; est une martingale c’est a dire que E(X; — X(|F,) = 0.

t 00
X, — X, :/ Hy (M, M), :/ K H, (M, M),
s 0

ouon a pose Ky = 1(, ) (u). Soit F' une fonction F, mesurable alors F K € £(M)
Donc

E( / T PR HLA(M,M),) = 0 = E(F(X, - X.))

Conclusion pour toute fonction F' F,; mesurable 0 = E(F(X;— X)) on en déduit
que E((X; —X;)|Fs) = 0. Donc X; est une martingale c’est donc une martingale
continue et & variation fini. On en déduit que X; = 0. Et alors H; = 0 u presque
surement ol y est la mesure associé a la fonction & variation fini (M, M),. Donc
H =0 dans “L?(M)".

Montrons maintenant (H — (H - M) définie par

(H-M), = ZHi(Mtz‘+1/\t — My, nt)

est une isométrie de L*(M) dans H.
-c’est bien une application linéaire.
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-(H - M) est bien une martingale.
-Elle préserve la distance :

I(H - M)|[E = E((H - M)Z,) = E(Z Hi(M,,, — My,))*

B ZZE(HjHi(th = My )(My,,, — My,))

= Z]E(HE(MHH - Mti)Q) + QZE(HjHi(Mti+1 — My, )(Mtj+1 - Mtj))
] i<j
puisque My, ,, My,, H; et H; sont F;, mesurable
E(HjHi(Mti+1 _Mti)(Mtj+1_Mtj)) = ]E(HjHi(MtiJrl_Mti)]E((Mthrl_Mtj)‘ftj)) =0

car M est une martingale. On a donc

||(H M H]HI - ZE Mt it1 Mti)Z)

—Z]E HX(M? — M}))

+1

:Z]E (H2((M, M), — (M, M),,))

i1

tLl

_Z]E d(M, M)y)

— B / HZd(M, M),)

= [1H || 22 ar)
En effet M? — (M, M), est une martingale donc

E(H} (M}, — M}?) =E(HE(M?, — M |F,)
=E(HE((M, M)y, ., — (M, M), |F,)
= E(H}((M, M), — (M, M),,))
et finalement H — H - M est bien une isométrie de £(M) et H. O

Proposition 11.0.6. Soit M, N € H et soit H € L>(M) alors
t

(M), Ny = [ HAMN) =1 QLN),
0

Remarquer ici que l'intégrale et le « - » de droite est au sens de la variation
finie . Alors que le « - » de gauche est une intégrale stochastique.Remarquer
également que cette propriété est élémentaire pour des martingales discrétes :

=H-(M,N),



CHAPITRE 11. INTEGRALE STOCHASTIQUE 74

Démonstration. Pour H = Hl-l(t“tiﬂ) avec H; F;, mesurable.

0 sit <t
(HM)t: Hz(Mt_Mt,) sit; <t <tiyr
Hl(Mt — Mm) sit Z ti+1

il
donc

0 sit<t;
(H-M),NY, =  HiM, Ny — (M,N)y)  sits <t<tin
HZ<MvN> _<M’N>ti,) Sitzti-i-l

tit1
soit

0 sit<t; t
<(HM),N>25: ftind<M>N>s Siti<t<ti+1 :/ Hd<M,N>S
SO Hd(M,NY, sit >t 0

Par linéarité on a donc la proposition pour les fonctions constantes par mor-
ceaux (H € E(M)).
Par continuité on étend la proposition a tous les H € L?(M). O

Proposition 11.0.7. (associativité ) Soit M € H, K dans L*>(M) et H €
L*(K - M) alors HK € L?*(M) et

(H- (K -M)) = (HK) - M

11.1 Feuille d’exercice 13 : Integrale stochastique

Rappel : Pour M une martingale continue borné dans L2, A un processus
A variation fini et H € L?(M) un processus adapté, on notera fot H,dM, =
(H - M) lintégrale stochastique associé & H et M et f(f H,dA(s) = (H - A),
I'intégrale pour la variation finie associé a H et A.

Pour chacun des exercices suivant, dites si les affirmations correctes ou non.
Expliquer ou donner un contre exemple.

Exercice 11.1.1. Soit A un processus & variation finie, M une martingale
continue bornée dans L2.

— Soit F; := fot cos(M,)dA(s). Alors (Fy)i>o est & variation finie p.s.

— (Fy)i>0 est une martingale.

— Pour tout ¢t >0 : E(fot sin(My)dM) =0

— sin(My) = fg cos(Mg)dMs.

Exercice 11.1.2. Soit M, une martingale continue uniformément bornée dans
L? et un processus adapté Hs € L*(M).
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— (H-M); = fot H,dM, est une martingale continue uniformément bornée
dans L2.

— E((H - M)?) = B(fy | H[d(M, M),)

— Siil existe C' > 0 tel que H, < C pour tout s > 0 p.s alors il existe C’
tel que (H - M), < C pour tout s > 0 p.s.

— ((H-M),(H - M)); converge p.s. et dans L'.

Exercice 11.1.3. Soit B, un mouvement brownien. Soit (H)s>¢ un processus
adapté uniformément borné.

— E((H-B)}) = [y E(|H,[*)ds

— Supposons Hs = 1p_>¢. Alors pour tout s on a (H - B)s > 0 p.s.

— B? =2 [ BydB.

— 2 [ BydBs = B} —t

Exercice 11.1.4. Soit a un processus & variation finie, My une martingale
continue bornée dans L? et H, un processus adapté uniformément borné (3C >

0 : |Hs| < C p.s pour tout s > 0) et continue. Soit 0 < tg") < t(zn) < <
tz(ffl) = ¢ une segmentation de [0, ¢]. On supposera que max;<y, \tgi)l - tl(-n)| -0
lorsque n — co. Pour tout n on choisit une suite 0 < y§") << y;(f,f) <t tel
que yfn) € [tgi)l, tz(-n)] pour tout ¢ < p,,.

— Quelque soit le choix des y(”)

;  ON a pour n — 00

pn—1

¢
Z H, e (A — Aoy ) —>/ H,dA(s)
i=0 ' ot 0

en probabilité.
(n)

— Quelque soit le choix des y; ’ on a pour n — oo

pn—1

t
> Hy@(MtﬁMtj_l)%/ H,dM,.
i=0 0

en probabilité.
— Si pour tout n,i y

9

(n) _ tl(z)l alors Ky, := E?:o H o (M, — My, ) est

une martingale discréte.
() _ 4(n)
K3

— Supposons M borné. Si pour tout n,% y, alors pour n — oo

Pn—1
E ( Z Myl(") (Mt7 - Mti—l)) - E(<M7 M>t)
i=0

Exercice 11.1.5. Soient M and N deux martingales continues bornées dans
L? et K, H des processus adaptés et bornés.

— (K- (H-M)), = (H-(K-M)),

— (H-M,N),=(M,H-N), = [} Hid(M,N),

— (H- (M +N),K-N)y=(HK)-(M,N)¢ + (HK) - (N,N),

— Si (By)>0 est un mouvement brownien alors (B, B - B), = tB,



Chapitre 12

Formule d’Ito

La formule d’Ito est I'outil de base du calcul stochastique. C’est I’équivalent
du principe fondamental de ’analyse pour les processus stochastiques. Elle in-
dispensable, utilisée tout le temps et partout. Le point essentiel est qu’il faut
rajouter & l'intégrale un terme qui dépend de la variation quadratique.

12.1 La formule d’Ito, enoncé et exemples simples.

Théoréme 12.1.1. (Formule d’Ito : En dimension 1)Soit (X)i>0 une semi-
martingale et f : R — R dans C?(R) alors

F(X0) = F(Xo) /f dX+/f” X),

Théoréme 12.1.2. (En dimension d)Soit (Xt(l), e ,Xt(d))tzo une semimar-
tingale et f : R? — R dans C*(R?) alors

f((Xt(l)a 7Xt(d))
d t
— XD XD 9f x
f((Xy 0 )Jr,;/o 9 k(

Exemple 12.1.3. Appliquons la formule d’Ito sur des cas simple :

1. Considérons (B?)i>o. Ici f(z) = 2?2, f/(z) = 2z, f"(x) = 2 et la variation
quadratique (B, B)s = s (ce qui donne d(B, B); = ds)

d(X® xOy
Z/ 8%81:1 < ’ >

k:ll

t 1 t t
0 2 0 0

Remarquer que 1'on retrouve bien le fait que B? — t est une martingale.

76
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2. Considérons (B3);>¢. Ici f(x) = 22, f'(z) = 322, f"(z) = 6 et toujours
(B,B)s = s. On a donc

t t
B§:0+3/ deBs+3/ Bids
0 0

Lemme 12.1.4. si

t t
Xt:/ Hdes+/ P,dA,
0 0
alors « dXy = HydM + PydAg » et «d(X,X), = H2d(M, M), ».

Démonstration. En effet pour tout K processus adapté on a
t t
/ KdX;=(K -X); =K -(H-M));=(KH) M), :/ K HydM
0 0

et méme chose pour P;dA,. On a également
((H-M),(H-M)),=H*-(M,M),
O

Exemple 12.1.5. Considérons B} et appliquons la formule d’'Ito de deux ma-
niére différente soit X; = By et f(z) = x? soit Xy = B? et f(z) = 2.
Pour le deuxiéme cas X; = 2 fot BydB; + t donc par le Lemme précédent on
a dX, = 2B,dB, + ds et d(X,X), = 4B%ds. Avec f(x) = 2%, f'(z) = 2u,
1" (x) = 2 on obtient

¢ t t ¢ t
1
(B})? :o+/ 2Bf><ZBSdBS+/ 235d5+7/ 2><4B§ds:4/ B;des+6/ BZds

0 0 2 Jo 0 0
Dans le deuxiéme cas avec f(x) = z%, f'(x) = 42% et f’(x) = 1222 on a
directement

i t
33:4/ B;deerﬁ/ B2ds
0 0

Passons a la preuve de la formule d’Ito. Voici 'idée générale, on peut considé-
rer Pexemple simple (M;)?. Par définition de I'intégrale stochastique (M - M) =
| MydM, est une martingale alors M} est une sousmartingale. La formule naive
M? = M3 +2 fg MdM, est donc fausse ! En fait on a construit la variation qua-
dratique (M, M) exactement de tel sorte que I'on ait M? = Mg +2 fot MdM+
(M, M); ou plus généralement M? = M? + 2]; MdM, + (M, M), — (M, M),.
C’est En considérant une fonction quelconque f, si f est C? alors localement
on peut toujours écrire f(z) ~ ax? + bz + c. C’est ce qui va donner en fin de
compte la formule d’Ito.
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Démonstration. Pour le cas d = 1.Pour tout 0 =1ty <t; <--- <1, =tona

F(X0) = Z F(Xe) )

Puisque f € C%(R), par développement de Taylor (exact) on a pour tout x,y, il
exists z* € [z, y] tel que :

Donc il existe des Y;* € [ Xy, ,,X,] tel que

060 = 1) = 3 (0, = X () +

%

L, - Xt,.,_1>2f"<n>)

(12.1)
Lorsque on choisit des segmentations de plus en plus petite Hy, , = f'(X3,_,)

Z(X — Xy, t“—>/f

Il reste le deuxiéme terme. Il faut montrer que

Z — X )A(Y) = = /f” X)s. (12.2)

Par construction de (X, X') pour toute fonction plateau 1;¢[4 on a la conver-
gence en proba

,Z Xt, 1 ltl 1€[a,b] — = / X X>

On pourrait alors obtenir (12.2) en utilisant
1. la densité de ’espace vectoriel des fonctions plateaux.
2. 1f"(Y;) = f"(Xt,_,)| = 0 car f” est continue.

On peut alors conclure : equation (12.1) donne
1) = 1) = 0 = [ raax. 3 [ reca ),

O

Il existe également une formule d’intégration par partie pour 'intégrale sto-
chastique. Sans surprise, il faut ajouter un terme utisant la variation quadra-
tique, (ici un crochet de martingale).
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Proposition 12.1.6. “Intégration par partie” Soit (X;)i>0 et (Yi)i>0 deux se-
mimartingales continues

t t
/ XY, = (X,Y; — Xo¥o) — / YodX, — (X,Y),
0 0

On peut comparer cette formule & I'intégration par partie en « analyse réellex.
Pour f,g € C' on a

/ ’ f(x)g(x)dz = [f(y)g(y) — £(0)g(0)] — / ’ f(@)g' (x)dx
0 0

On peut écrire 7df (z) = f/(x)dx” et "dg(z) = ¢'(x)dx”. On remarque qu'il s’agit
donc bien de la méme formule mais auquel on a ajouté le crochet de martingale.

Démonstration. On pose f(x,y) = xyona %(:c,y) =y, %(x, y) =z, %(z,y) =

0, g%’;(m,y) =0 aa;{z (x,y) = %(w,y) = 1. D’apreés la formule d’Tto (en di-

mension 2) on a
t t 1 t 1 t
Xth:XOYO+/ stXSJr/ Xdeeri/ 1><d<X,Y>S++§/ 1xd(Y, X),
0 0 0 0
soit

t t
XthzXon/ stXs+/ XY, + (X, Y),
0 0

Conclusion

t t
[y, = (- Xoo) - [ X, - (xy),
0 0

12.2 Applications de la formule d’Ito

On énonce ici quelques conséquences de la formule d’Ito.
Pour B; un mouvement brownien et x € R on avait vu que exp(uB; —
2
&-t) est une martingale continue. Ce qui suit en est une généralisation pour les
martingales continue

Lemme 12.2.1. Soit M; une martingale continue et p € R alors
2

E(uMy) = exp(uMy — %(M, M)y)

est une martingale. (sous les conditions d’intégrabilité.)
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Démonstration. Soit f(x,y) = exp(/wc—“—;y). Alors %(Ly) = pf(z,y), g—g(x,y) =

2 2 2 2
—Ef(z,y), %(x,y) = p?f(z,y). Il est inutile de calculer aigy (z,9), %(x,y)

car ((M,M),(M,M)), =0, et (M,{(M,M)), =0. D’aprés la formule d’'Ito avec
Xt :Mt et 1/;5 = <M,M>t :

2 t
exp(ty — - (M, 20)0) = expuddo) + [ (M.},
0

t 2 1 t
- / B E(uM,) (M, M), + / J2E (UM )d(M, M),
0 0

Conclusion

2

t
exp(s — 5 (M, M) = explto) + [ ()b,
0

C’est donc une martingale car M; est une martingale et la définition de l'inté-
grale d’Ito pour les martingales. Plus généralement si f satisfait

af 102%f
87/(%3/) = —5@(%31)

alors f(My, (M, M);) est une martingale. O

Théoréme 12.2.2. (Levy) Soit (My)>0 une martingale continue avec My = 0.
Alors
M est un mouvement brownien < (M, M), =

(En dimension d) Soit (My);>0 une martingale continue dans R? avec My =
0. Alors
) . t T
M est un mouvement brownien < <]\4[(’)7 M(J)>t — { 31. =7
0 sinon

Démonstration. Soit (M,;);>o une martingale continue avec My = 0 tel que
(M, M); = t. Comme échauffement, montrons que M; est une gaussienne de
variance t. On calcule (la transformé de Laplace)

E(etMe) = E(e“Mﬁét)e%t = E(e“Mﬁ%(M’M”)e%t

2
b (M, M),

Par le Lemme précédent on a e*Mi— est une martingale et donc

]E(eHMt_%UVIvMN) — E(e“MO) -1

2
. Br . N
On a alors bien que E(e#Mt) = ¢! qui est la méme chose que pour une gaus-
sienne de variance t.
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Montrons que M; est un mouvement brownien. Tout d’abords trivialement
on a que M; est continue. Ensuite soit 0 < t; < t5 < --- < t,, montrons que
M, — M, , sont des gaussiennes indépendantes. On calcule

E(eulMtl Fpo(Mey — My )+ +pn(Ms, _Mtn_l))

2 2
(eulMtl o (Myy =My )+ A pon (M, =My, )=t —tn 1 )e%tn_tnfl

E

2
E(E(~|Fi,,))eT
E

2
(e’“Mfl Fpo(Mpy—Myy )+t pn—1 (M, 7Mtn,2))e“7ntn_tnfl

2
My— 52 (M, M),

car eHn est une martingale. Par direct itération on obtient :

2
E(eﬂlﬂﬁl+M2(Mt2*Mt1)+~-+,un(Mtn*Mtn,l)) _ He%ti_ti—l _ HE(eHi(Mti*Mti,l))'

On obtient alors un produit et cela est vrai pour tout p1,---,u, € R. Donc
les incréments sont indépendant. De plus ce sont bien tous des gaussiennes de
variance respectivement t; —¢;_1. ]

Remarque 12.2.3. On peut comparer ce résultat au théoréme centrale limite pour
les martingales discrétes. L’hypothése(M, M), = ¢ remplace ici 1 Y E((M; —
M;_1)?|F;—1) = 02 et on obtient alors également une gaussienne a la limite.

Théoréme 12.2.4. Soit M; une martingale continue My = 0 et (M, M)y — o0
p.s Alors il existe un mouvement brownien (By)i>o tel que

My = By,
Théoréme 12.2.5. Soit B; un mouvement brownien et F; la filtration cano-

nique associée & B. Soit Z Feo-mesurable borné dans L?. Alors il existe un
unique processus adapté H tel que

Z =E(2) +/ H,dB,.
0
Démonstration. Idée : Z; := E(Z|F;). On a

t
Z, =E(2) +/ H,dB,
0

12.3 Feuille d’exercice 14 : Formule d’Ito

Pour chacun des exercices suivant, dites si les affirmations correctes ou non.
Expliquer ou donner un contre exemple.
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Exercice 12.3.1. Soit X = M + A une semimartingale avec A un proces-
sus & variation finie et M une martingale continue bornée dans L?. Et B; un
mouvement brownien.

— exp(yB; — %Qt) =1+ fot exp(vBs — gs)st.
— sin(M,;) = [ cos(My)dM, — 1 [ sin(M,)ds.
— X} - X3 =3[ X2dX, +3 [; X, d(M,M),
— [ sdB, = tB; — [; Byds.

Solution 12.3.2. En effet

1. Non, Il manque juste le facteur v devant l'intégrale. Plus généralement
. 2

c’est la martmgazle de la forme exp(yM; — %-(M, M),) = exp(yMy) +

v fot exp(yMs— % (M, M) )dM,. On peut refaire le calcul avec la formule

d'Tto : f(x,y) = e”’ﬁ% O f =7f, 0yf = 77272f Opf =2 et alors

¢ 2 2
exp(yB; — —t 1+7/ exp(yBs — %s)dB — — | exp(yBs — el
2
'Y 0
— d{B,B
> [ ewtn. - s, B.
2
/ exp(y f;s)st.

2. Non, La formule d’Ito donne f(x) = sin(x), d,f = cos(x) et O f =
—sin(z).

sin(My) :/0 COS(MS)dMS—%A sin(M;)d{M, M).

3. Oui, Avec f(z) = 23 0,f = 322 et Opnf = 62. Et on a que (X, X);
(M, M),. La formule d’Ito donne bien

t t
X} - X3 = 3/ X2dX, + 3/ X d(M, M),
0 0

4. Oui, C’est l'intégration par partie avec Xy = By et Yy =tou (X,Y); =0
car Y est & variation finie. On aurait pu aussi simplement utiliser la
formule d’'Tto avec f(z,y) = zy.

Exercice 12.3.3. Soit X = M + A une semimartingale avec A un processus a
variation finie et M une martingale continue bornée dans L?. Et f une fonction

c2.
ML = Mo Jp sign(M.)dM,.
— f(Xt) 3 1y " F(X,)d(X, X), est une martingale.
— X? — M} est une martlngale
— XM, = XoMo + 2 [} MydM, + [ MydA, + (M, M),.

s)ds
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Solution 12.3.4. En effet
1. Non, La formule d’Ito n’est valide que pour les fonctions C%et ne peut
pas étre utilisé pour z — |z|. En particulier ici
2. Non, il rest le terme de varation fini de dX.
3. Non, Par exemple M =0 et A; =t.
4. Non, La formule d’Tto avec f(x,y) = xy donne
t

t
XiM; = XoMy +/ (M + Ag)dM, + M,dA,
0

0
t
+ [ ataae g [acan.+ g [ aanx)..
0
t t
:X0M0+2/ Mdes+/ M,dA,
0 0

t
/ AgdMg + (M, M),
0

Exercice 12.3.5. Soit B; = (Bt7Bt) un mouvement brownien dans R2, 0 <
e<1,T=inf{t:||B;+ 1| =€} et sign(z) =1siz>0et —1 sinon

— [ BydBy = B,B, — [ BydB,.

— log || B¢ar + 1| est une martingale.

— fot (1r<¢ — 1p>¢)dB;s est un mouvement brownien.

— fg sign(B;)dBs est un mouvement brownien.

Exercige 12.3.6. Soient MS,J\Z/S des martingale continues bornée dans L? issue
et H,, H, des processus adaptés et borné.

— (H-M)? = [ H?dM, + % [§ H2d(M, M),.

— E((Jy HodM,)(Jy HodM,) = E(f,"" HH, (M, M).).
— F((H-M)e) = fO)+ [y Hof (H-M)g)dM+5 g H2f"((H-M),)d(M, M),
— E(((H - H)- (M - M))}) <E((H - H)})E(M — M)).

Exercice 12.3.7. Soit M, une martingale continue uniformément bornée dans
L? issue de 0 & accroissement indépendant et un processus adapté Hy € L2(M).
— (M, M), = E(M?) p.s. .
— Eexp(y(M, — M,))) = exp(LE((M; — M,)?)).
— My — M, est une gaussienne.
— Avec E(M?) dérivable et dont la dérivée F, = £E(M?) > € pour tout ¢
pour un certain € > 0. alors (% - M) est un mouvement brownien.



Chapitre 13

Equation differentielle
stochastique

13.1 Equation differentielle stochastique

Lorsque l'on parle d’équation différentielle au sens usuelle on pense en géné-
rale 4 une fonction y fonction C' satisfaisant

dy

—(t) = b(t, y(t

% 1) = bt y(e)

équation que l'on peut également écrire comme dy = b(t,y(¢))dt ou sous forme

intégrale y(t) = y(0) + fot b(s,y(s))ds.

Une équation différentielles stochastiques (EDS) est formellement la méme
chose sauf que I'on considére y une semimartingale et que ’on ajoute un terme
de « bruit blanc », formellement la dérivé du brownien

dy = b(t,y(t))dt + o (t, y(t))dBy
ou il faut comprendre cette équation avec la forme intégrale y(¢t) = y(0) +

fot b(s, y(s))ds—l—fg o(s,y(s))dBs ou le dernier terme est I’équation stochastique.
Plus formellement une EDS c’est :

Définition 13.1.1. Soit b: Ry x R? — R? et 0 : R, x R? — R4X™_ On note
E(b, o) I'équation differentielle stochastique

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt

Une solution d’une équation différentielle stochastique consiste en
— Un espace de probabilité avec une filtration Q, F, F;, p

— Un mouvement brownien (B;) adapté de dimension m (B; € R™)
— y une semimartingale sur R? qui satisfait

t t
X, =Xo+ / b(s, Xs)ds + / o(s, Xs)dBs
0 0

84
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On peut aussi imposer une condition initial X = z.

Puisque la solution est un processus aléatoire il convient de rappeler qu’en
probabilité il peut y avoir plusieurs sens a ’égalité : égalité en loi / égalité p.s.
On aura donc aussi plusieurs sens quand on parle d’unicité de la solution :

Définition 13.1.2. (Unicité)
— On dira qu'il y a unicité faible si pour tout X' et X? solution de E(b, o),
X' et X? ont méme loi.
— On dira qu'il y a unicité trajectorielle si pour tout X' et X2 solution de
E(b,0) ayant le méme espace de proba et le méme mouvement brownien
alors X} = X? presque surement pour tout ¢.

Il se trouve que unicité trajectorielle = unicité en loi. Mais ’autre sens n’est
pas vrai comme on peut le voir dans ’exemple ci dessous

Exemple 13.1.3. Soit §; un mouvement brownien on pose

t
B, = / signe(8,)dB,
0

ou signe(f;) = 1is B > 0 et signe(f;) = —1si By < 0. Ici

t

¢
= 1 2 = =
<B,B>t—/0 signe(Bs)°d{(B, B)s /Olds t

Par théoréme de Levy B est un mouvement brownien. Considérons maintenant
I’EDS

dXt = signe(Xt)dBt

Quel que soit la solution & cette équation on montre par le méme argument
que c’est un mouvement brownien. On a donc l'unicité faible. Cependant on
peut remarquer que(; et —[; sont solution de cette équation stochastique.
En effet dB; = signe(8;s)dfs et donc signe(fs)dB; = dfs. De méme on a
signe(—fs)dB; = —dfs. Il n’y a donc pas unicité trajectorielle.

13.2 Cas Lipschitzien

Dans cette partie on montre ’existence et I'unicité trajectoriellle sous des
hypothéses Lipschitziens :

On supposera qu’il existe K > 0 tel que

— |b(t,7) — b(t,y)| < K|z —y| pour tout t >0, x,y € R?

— |o(t,z) — o(t,y)| < K|z —y| pour tout t >0, 2,y € R?

— b(t,r) < K(1+ |z|) o(t,z) < K(1+ |z|) pour tout t >0, z € R?

Théoréme 13.2.1. Sous hypothése Lipschitzienne on a existence et unicité
trajectorielle de E(b, o).
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Dans la suite on supposera d = 1, mais la preuve fonctionne également dans
le cas d > 1. On se restreint a Uintervalle ¢ € [0,1]. Si pour chaque intervale
[n,n+1] on montre lexistence et 'unicité trajectorielle, on pourra ensuite coller
les solutions aprés les autres pour obtenir ’existence et I'unicité sur 'intervale
[0, 00).

13.2.0.1 Preuve de 'unicité

Soit X! et X? solution E(b,c). Calculons E(|X} — X?|?). Puisqu’ils sont
solution de £ on a

Eww—xﬁ>:E«Ab@Xb—Mm@ww+Aawxb—omxﬂﬁm%

en développant le carré on obtient

E(| X} —X7|?) < 2E ((/Ot b(t, X1 — b(t,Xf)ds>2> +E ((/Ot o(t, X - a(t,Xf)st>)

On rappelle que

E <</Ot o(t, X - a(t,Xf)st)2> =E (/Ot(a(t, X1 —o(t, Xg))%ls)
< &? [ B(x! - X2

Par Cauchy Swartz

E ((/Ot b(t, X1 — b(t,Xf)ds>2> <E (/Ot b(t, X1 — b(t,X§)|2ds)

<K [ B(X! - X2P)ds
0

Finallement .
Mﬁ—ﬁﬁﬂﬁ/ww—ﬁwk
0

Lemme 13.2.2. (Gronwall) Soit h une fonction borné dans [0, 1]

h(t) <a+ b/t h(s)ds
0

alors
h(t) < ae®.
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Démonstration. Puisque h(s) < a+b [ h(u)du

t t s
h(t) < a+b/ h(s)ds < a+tba+b2/ ds/ h(u)du
0 0 0

En itérant la formule n fois on obtient
1 212 1 nin ! 3 o
h(t) < a+tba+ Zat™b” + -+ —at™b" + h(u)dsidsg - - -
2 n: o Jo 0

Le derniére terme converge vers 0 pour n — oo et finalement h(t) < ae®. O

Pour utiliser Gronwall, il faut que I’on ait une fonction bornée. On pose alors
T=inf{X}! >C,X}>C}ona

t
(X} — X2,0%) < 4K° / (X! — X20[?)ds

Par Gronwall avec a = 0 on a finallement E(| X}, — X2 1|?) = 0.
il suffit maintenant de prenant C' — oo, T — oo pour avoir E(| X} —X?|?) =0
c’est & dire | X} — X?|?> = 0 p.s. ce qui conclue la preuve de I'unicité.

13.2.0.2 Preuve de ’existence

L’idée est la méme que pour une équation différentielle ordinaire : on utilise
un point fixe de Picard. Plus précisément on construit une suite de processus
aléatoires

— X =z

— X} =z+ fg b(s, X%)ds + fot o(s, X2)dBs

— X =z+ fot b(s, X" 1)ds + fot o(s, X" 1)dBg pour tout n > 1
Remarquer que par récurence immédiate pour tout n, X™ est adapté. Si main-
tenant cette suite de processus X" converge vers un certain X°° alors ce X*°
sera solution de E(b, o).

Commengons par montrer qu’il n’y a pas explosion de la solution et montrons
que pour tout ¢, il existes (Cy,)nen € R tel que E(|X[*|?) < C,,. On fait cela par
récurence : en developpant le carré on a

BT E) <36+ B(( | b5, X27)d9)) + B(( | (s, X2 )aBLP)
donc

t

E(X7P?) < 3(a® + KK / (14 X2 )2ds) + K2E(( / (1+ | X71))2ds)

<322 +2K2(1 4 Cpq) + 2K%(1 4 Cpmy)
=C,
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Montrons maintenant pour un ¢ > 0 suffisament petit, le processus (X7 )o<s<¢
converge pour n — co. Pour cela on calcule E(sup, <, | X" — XIF1?).

S

E(sup | X7 — X7*12) < 2B(sup | [ b(u, X2V)du — / b(u, X7)dul?)
s<t s<t Jo 0
S
+ 2E(sup |

a(u,Xg—l)dBu—/ o(u, X™)dB,|?).
s<t Jo 0
On a

E(sup | b(u,Xg—l)du—/ b(u, X™)du|?) < K2]E(/ sup | X7t — X7 2du)
s<t Jo 0 0 u<t
< K2tE(sup [ X771 = X7[?).
s<t

On rappelle que pour tout M; martingale et p > 1 on a

B(sup M) < (24 ) E(MLP)

s<t

Par défintion de Dintégrale stochastique [ o(u, X2~ 1)dB, — [; o(u, X1)dB,
est une martingale et donc avec p =2 on a

S

S
E(sup | o(u7X]}_1)dBu—/ o(u, X™")dB,|?))
s<t Jo 0

< 22JE(|/ o(u, X"1)dB, —/ o (u, X")dBa[2))
0 0
S
<4B( [ KX - X0Pdu)
0
<4K*E(sup | X" — X7%)
s<t

Conclusion on a

Efsup | X7 — X2 [2) < 5K2E(sup | X2 — X7J2)
s<t s<t

On choisit alors t < 5% De tel sorte que
E(sup | Xy — X ) < kE(sup | X771 — X['?)
s<t s<t

avec k < 1. On a immédiatement

E(sup | X7 — X[1?) < w"E(sup [X] — X, [*) = 0
s<t s<t
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qui est sommable. Finallement pour tout m > n

m—1
E(&i}t) ‘ng o X;n|2)1/2 < Z E(SUE) |Xf _ X§+1|2)1/2
s< k>n ERS

< (1= RY2) R B sup | X0 — X12)2
s<t

—0

ol on a utilisé

Zlik = HnZHk =(1—r)"k"

k>n k>0

La suite (X™)o<s<; forme donc une suite de Cauchy dans L?. 1l existe donc

(X2)o<s<t telle que X™ converge vers X,



Quatriéme partie

Corrections des Exercices et
Examens
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Chapitre 14

Corrections des Exercices

14.1 Feuille d’exercice 1 : Rappel de probabilité.

Cette premiére série est assez longue et doit étre vu a la fois comme une fiche
de révision sur vos précédents cours de probabilités et comme une boite & outils
qui pourra étre utilisée tout le long du cours. Il y a beaucoup de questions et
beaucoup de notions donc prennez le temps pour les revoirs et les réassimiler.

Dans chacun des exercices suivants dites pour chacune des affirmations si
elle est vrai ou fausse et expliquer pourquoi.

Exercice 14.1.1. (Espaces mesurables) Soit € un ensemble. Les tribus et fonc-
tions ci dessous sont définies sur €2.

1. Soit F; et Fy deux tribus telle que F; C Fo alors toute fonction JFi
mesurable est F5 mesurable.

2. Soit F et Fo deux tribus et o(Fy, F2) la tribu engendrée par Fy et Fo.
Alors pour tout A € o(Fy,Fz), A€ Fp ou A € Fo.

3. Soit X une variable aléatoire, o(X) la tribu engendrée par X et f une
fonction continue R — R. Alors f(X) est une fonction o(X) mesurable.

4. Soit (fi)ien une suite de fonction F mesurables et f une fonction telle
que Yw € Q lim; o fi(w) = f(w). Alors f est F mesurable.
Exercice 14.1.2. (Espérance)
1. E(exp(X)) < exp(E(X)).
2. L2(Q) C LY(Q) (ie : si E(]X|?) < oo alors E(|X]) < o0).
3. E(liminf X,,) <liminf E(X,)
4. Si X >0, alors P(X > 2) < LE(X).

Exercice 14.1.3. (Convergence)
1. Si X,, — X presque surement alors E(X,,) — E(X).
2. Si X,, — X dans L? alors E(X,,) — E(X).

91
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3. Si X, = X en loi alors E(f(X,,)) = E(f(X)) pour tout f : R — R

continue.

4. Si X,, — X dans L' alors X,, — X en probabilité.

Exercice 14.1.4. (Indépendance)
1. Pour X, Y indépendants Var(X +Y') = Var(X) + Var(Y).

2. X et Y sont indépendants si et seulement si E(f(X)g(Y)) = E(f(X))E(g(Y))
pour tout f, g mesurables et bornées.

3. Si X et Y sont indépendants, X et Z sont indépendants et Y et Z sont
indépendants. Alors X, Y, Z sont indépendants.

4. Soit (X;)ien une suite de variables aléatoires iid tel que E(X;) = 0 et
E(X2) < oo. Alors limy_ e E((% S Xi)Q) = 0.

Exercice 14.1.5. (Lois aléatoires usuelles)

1. La somme de 3 variables de bernoulli indépendantes de paramétre p
donne une loi binomiale B(3,p).

2. Soit (X;);en des variables de bernoulli iid. On définit 7' = inf{i : X; = 1}
(ie : la premiére apparition d’un 1). Alors T suit une loi géométrique.

3. La somme de deux variables aléatoires gaussiennes est une variable aléa-
toire gaussienne.

4. La somme de deux variables aléatoires de Poisson indépendantes est une
variable aléatoire de Poisson.

14.2 Feuille d’exercice 2 : Espérance condition-
nelle

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non et justifier pourquoi.

Exercice 14.2.1. Soit X, Y deux variables alétoires quelconque alors :
— 3X* + 2 est 0(X) mesurable
— 0(X) C 0(X?) Faux
— Y est o(Y?) mesurable
— (X 4+Y,X-Y)=0(X,Y)

Solution 14.2.2. En effet

1. Oui, pour toute fonction f : R — R mesurable (pour la tribu borélienne),
f(X) est o(X) mesurable.

2. Non, par exemple si X = £1, alors X2 = 1 et o(X?) est la tribu grossiére.

3. Oui, pour tout t € R : [Y < t] = [Y3 < 3] € o(Y3). Et reciproquement
pour tout u € R [Y? < u] = [Y < signe(u)|u|'/?] € o(Y).
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4. On a immédiatement que X +Y et X — Y sont o(X,Y) mesurable.
Donc o(X +Y,X —Y) C o(X,Y). Deméme X = (X +Y + X —Y)
et Y = L(X +Y — X +Y) sont (X +Y,X —Y) mesurable. Donc
o(X,)Y)Co(X+Y,X-Y).

Exercice 14.2.3. On pose f(z) = |z| — 1 pour = € [-1,1], F est la tribu bo-

rélienne sur [—1, 1] avec la mesure p(dz) = Sdz et B = 0([1%, %)ke[_13712}mz).
On note g = E(f|B) :

— E(g) =-1/2

— g est négatif.

— infg > -1

— g est continue sur [—1, 1] Faux

Solution 14.2.4. En effet
1. Oui, on a E(E(f|B)) =E(f) = & [}, |2 —1=-1.

2
2. Oui f <0 sur [-1,1], alors E(f|B) <0

3. Oui f > —1sur [—1,1] alors E(f|B) > —1

4. Non, g est une fonction étagée constante sur les intervales [ ktl

k
13> 13)

Exercice 14.2.5. Soit les tribus B’ ¢ B C F.
— Soit Z bornée et B mesurable et (X,,)nen € L (2, F,p).. Si X,, = Y p.s.
alors E(E(X,,|B)Z) — E(E(Y|B)Z) p.s. Faux
— E(E(X|B")|B) = E(X|B).
— Si X € L3(Q, F,u) et Y € L?(, B, p) alors E((X —E(X|B))?) < E((X —
Y)?)

~— SiX >e>0etY est B mesurable. Alors E(%|B) > W. Faux

Solution 14.2.6. En effet

— Non, Par exemple avec Z = 1 et B = F, il faut une condition supplé-
mentaire (monotone, convergence dominée,...) pour que la convergence
p-s implique la converge de ’espérance.

— Oui E(X|B’) est déja B mesurable puisque B’ C B. On a donc imédiate-
ment E(E(X|B')|B) = E(X|B)

— Oui il s’agit d’une propriété de la projection orthogonal : elle minimise
la distance L? par rapport au sous espace. On peut la redémontré ainsi :

E((X —Y)?) = E((X — E(X|B))*) + 2E((X — E(X|B))(E(X|B) - Y))
+E((E(X|B) - Y)?)

Or E(X|B) — Y est B mesurable et par défintion de l’espérance condi-
tionnelle :

E((X — E(X[B))(E(X|B) - Y))
= E(X(E(X|B) - Y)) - E(E(X|B)(E(X|B) - Y))
=0

et donc E((X —Y)?) > E((X — E(X|B))?).
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— Non, contre exemple Y = —1 et B la tribu grossiére. Cependant la formule
est correcte si Y est positive. En effet Puisque Y est B mesurable on a
E(§|B) = YE(5|B). Alors par Jensen puisque = est convexe

1

1
E(x18) = g8y

Exercice 14.2.7. Soit B; et By deux tribus indépendantes.
— Si X est By mesurable alors E(X|By) = E(X) p.s.
— Si X est a la fois B; mesurable et By mesurable. Alors X est constante.

— Pour tout Z o(By, B2) mesurable on a E(Z?2) = E(E(Z|B1)?)+E(E(Z|Bz2)?).
Faux

— Si E(X|B2) = E(X) p.s. alors X est indépendant de Bs. Faux

Solution 14.2.8. En effet
— Oui. Puisque X est B; mesurable pour tout Z By mesurable, X et Z sont
indépendants. On a alors bien

E(XZ) = E(X)E(Z) = E(E(X)Z)

et donc E(X|B;) = E(X) p.s par unicité de 'espérance conditionnelle.
— Oui. Si X est a la fois B; mesurable et By mesurable alors elle est in-
dépendante avec elle méme et est donc constante. Pour la preuve soit
acR
P(X > a) = P({X > a} N {X > a}) = P(X > a)?

donc P(X > a) =0ou 1.

— Non. contre exemple Z = 1 donnerait 1 =1+ 1.

— Non. Contre exemple sur {1,2,3,4} avec p la mesure uniforme, X (1) =
1,X(2) = -1,X(3) = X(4) = 0et B ={0,{1,2},{3,4},{1,2,3,4}}.
Alors on peut vérifier que E(X) = 0 et que E(X 1y ,93) = E(X1(343) =0
et donc que E(X|B) = 0. Mais que que X n’est pas indépendant de B
puisque P({X = 1} 1 {1,2}) = £ # u(X = Du({1,2})

14.3 Feuille d’exercice 3 : Martingales discrétes
et temps d’arret

Pour chacun des exercices dites si les affirmations sont correctes ou non et
justifier.

Exercice 14.3.1. Soit X,, des variables iid telles que E(X;) = 0, et on pose
Fn = 0((Xk)r<n) la filtration canonique associé a X,,. Dans ce qui suit martin-
gales, surmartingales ou sousmartingales sont sous entendus pour la filtration
(]:n)neN-

— A, =>"7_, 3X}, est une martingale.
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— B, = Zi; kX est une martingale. Faux
— C, = ZZ:1 k%X, — 3n est une sousmartingale. Faux
— D,, = (A,)* est une sousmartingale.

Solution 14.3.2. En effet
1. Oui, (3X,,)nen sont des variables indépendentes de moyenne nulle.
2. Non B, n’est pas JF,, mesurable

3. Non, E(Cy41|Fn) = Cpn — 3 < C,, est une surmartingale et non une
sousmartingale

4. Oui, puisque A,, est une martingale et x — z* est une fonction convexe
(Jensen).

Exercice 14.3.3. Soit F,, une filtration et G,, un processus adapté.
— Ty = min(k € N|Gj, > 1) est un temps d’arret.
— Ty =min(k > T1|Gk < 0) est un temps d’arret.
— T35 = max(k € N|G, = 0) est un temps d’arret. Faux
— Ty = 0 ?1 Go<0 est un temps d’arret.
4 sinon

(temps d’arret évidement sous entendu pour F,,.)

Solution 14.3.4. En effet

1. Oui, comme dans le cours {Th = n} = Ng<n{Gr < 1} N{G,, > 1}est bien
Frmesurable.

2. Oui, {Ts = n} = Uicn[{Th = 1} Ni<ken {Gr > 0} N{G,, < 0}] est bien F,
mesurable. En régle général, le temps de la k-iéme visite d’un processus
adapté est également un temps d’arret.

3. Non, voir cours.

4. Oui, Ty est Fo mesurable. Donc en particulier pour tout k, {T, = k} €
Fo C Fk.

Exercice 14.3.5. Soit F,, une filtration et (M, )nen une martingale et (Ny,)nen
une sousmartingale , soit R,, et P, des processus predictibles positifs.

— A, = >0 (M), — My_1)Mj, est une martingale. Faux

— B, = > (M}, — My_1)Mj_1 est une martingale.

— Cp ==Y 1_,(Ny — Ni_1)2R), est une sousmartingale. Faux

— Dy =31 (N — Nk_l)(Zle P,) est une sousmartingale.

Solution 14.3.6. En effet
1. Non, M}, n’est pas prévisible.
2. Oui Mj_; est prévisible.

3. Non, puisque —2Rj, < 0 finalement C), est une surmartingale et non une
sousmartingale.

4. Oui, (X1, P,) est prévisible positif.
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Exercice 14.3.7. Soit F,, une filtration, (M, ),en une martingale avec My = 2
p-s. et T un temps d’arret fini p.s.
— IE<]\4n/\T) =2
— E(Mr) = 2 Faux
— Si3C > 0,Vn € N||M,| < C p.s, alors E(Mr) =2
— Si3C > 0,Vn € NJE(|M,|) < C alors E(My) = 2 Faux
Solution 14.3.8. En effet
1. Oui, puisque M, o7 est une martingale, on a toujours E(M,ar) = E(Moar) =
E(My) =2

2. Non, les hypothéses sont ici insuffisantes. Contre exemple : la marche
aléatoire sur N, My = 2 avec le temps d’arret min(k : My, = 0). Alors
E(Mr) = 0.

3. Oui, on a M7 — My car T est fini p.s. Donc par théoréme de conver-
gence dominé : 2 = E(M,ar) — E(M7) et donc E(Mt) = 2.

4. Non, méme exemple qu’au dessus : E(|Myar|) = 2 mais E(Mr) = 0.
Exercice 14.3.9. Soit X,, une suite de variables aléatoires iid tel que P(X; =
—1)=petP(X; =1)=1—pavecp > 1/2 et F, la filtration canonique pour
(Xn)nEN :

— A, =>_}_, X) est une martingale Faux

— B, =10+ Y_, Xi + (2p — 1)n est une martingale

— Soit T'=inf[k € N, A + 10 =0]. Alors T < o0 p.s.

_ _10

— E(T) =55
Solution 14.3.10. En effet

1. Non, E(A,41|Fn) =3 X + E(X 1) = 4, — (20— 1) < A,..

2. Oui, E(Byy1|Fn) = 104+ 37, X+ (2p— Dn+E(Xp1)+(2p—1) = B,

3. Oui, Pour T, on peut remarquer que 0 < E((10 + A)(,41)a7) < E((10 +

A)par) —P(T > n)(2p — 1) et donc ), . P(T > n) < oo.

4. De méme on a en fait E((2p 4+ 1)(n AT)) — E((10 + A)par) = 10 car B
est une martingale. De plus

E((2p+1)(nAT)) = (2p+ DE(T)

par croissance monotone et E((10 + A),ar) — 0.

14.4 Feuille d’exercice 4 : Convergence de mar-
tingales discrétes.

Pour chacun des exercices suivant, cocher les affirmations correctes.

Exercice 14.4.1. Soit (My),>0 une surmartingale
— Si pour tout n, M, > —10 alors il existe M, telle que M,, = M, dans
L' Faux
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— Si pour tout n M, < 10 alors il existe M, telle que M,, — M, p.s Faux
— Supposons que (M,),cn uniformément bornée, alors il existe M, telle

que M,, = My, p.s.

— Supposons que (M, )nen uniformément bornée, alors il existe M, telle

que M,, - M, dans LP pour tout p > 1.

Solution 14.4.2. En effet

1.

Non, prenez par exemple M,, la marche aléatoire sur Z et le temps d’ar-
ret T = inf[k : M} = —10]. Alors M, A7 est une martingale donc sur-
martingale et elle ici converge vers M, = —10 p.s. mais pas L'(Vn
E(Miar) = M)

. Non, une sousmartingale converge p.s si est est borné supérieurement et

une surmartingale converge si elle est bornée inférieurement. Ici ni I'un
ni 'autre et on peut construire le contre exemple suivant. Soit X,, est
la marche aléatoire sur Z et on pose M, = —|X,|. Alors x — —|z| est
concave, donc M, est une surmartingale. Et il est facile de vérifier que
M,, ne converge pas (et M,, < 10 pour tout n).

Oui, borné implique borné dans L' et donc convergence p.s. puisque M,
est une surmartingale.

Oui, borné implique borné dans LP et donc convergence LP puisque M,
est une surmartingale.

Exercice 14.4.3. Soit f une fonction de [0,1] — R, fol |f(t)|dt < co. On pose

alors

2" —1

=3 (0 f

k=0 27

f(t)dt) L i) (@)

27y 21 )

— fn— f pssur [0,1].

— f. — f dans L.

— Supposons de plus que fol |f(t)|?dt < oo, alors f,, — f dans L.
— Supposons de plus que fol |f(t)|?dt < oo, alors f,, — f dans L2

Solution 14.4.4. En effet

1.

Oui, avec F,, = o(([£, BEL))o<h<on_1) on a bien f, = E(f|F,). De

ony 9n

plus pour tout n, E(|f,|) = E(|E(f|F%)|) < E(|f]). On a donc bien une
martingale borné dans L' qui converge donc p.s.

2. Oui : voir cours d’aujourd’hui
3. Oui, de méme E(|f,]?) = E(|E(f|F.)?) < E(|f]?). Et donc f, est une

martingale uniformément borné L2. On a donc f, — f dans L2. Or sur
un espace de proba convergence en L?implique convergence en L.

Oui, voir ci dessus.



CHAPITRE 14. CORRECTIONS DES EXERCICES 98

Exercice 14.4.5. Soit u une mesure positive sur [0,1], x([0,1]) = 1. On pose

2" —1

fole) = 3 2l A1 @)

27]67 on 3,
k=0

— Il existef tel que f,, — f p.s sur [0,1].

— 1l existef tel que f,, — f dans L'. Faux

— Si g = 012 la mesure de dirac en 1/2, alors f, — 0 p.s. sur [0, 1]

— Si = ;2 la mesure de dirac en 1/2, alors f,, est borné dans L?. Faux

Solution 14.4.6. En effet
1. Oui, avec F,, = o(([£%, BEL))g<p<an_1) on a bien f, = E(f|F,). De plus

ony 9n
pour tout n, f, > 0 et E(f,) = 1. On a donc bien une martingale borné

dans L' qui converge donc p.s.

2. Non, on a toujours E(f,) = 1, et on devrait alors avoir E(f) = 1. La
question suivante donne un contre exemple.

3. Oui, soit = € [0,1] avec  # % alors il existe N tel que |z — 1| > k.

|
Alors pour tout n > N, on a f,(z) = 0. On a donc bien f,(x) — 0
vz € [0,1]/{3}.

4. Non, f,(z) =2" sur [1,1 + %) et 0 sinon, donc fol | fo(2)|?de = 5 %
227 = 2" qui diverge. Autre preuve : avec la question précédente on a
pas la convergence L', on ne peut donc pas avoir la convergence L%. Et

donc f,, n’est pas borné dans L2.

Exercice 14.4.7. Soit M,, une martingale & accroissement indépendant avec
My =0 et on pose X,, = exp(M,,)/E(exp(M,)).

— X, est une martingale

— X, converge p.s.

— P(3k: X >2) < 3.

— P(Hkl < ko < kz: Xk1 > 2,Xk2 < 17Xk3 > 2) < i
Solution 14.4.8. En effet

1. Oui, c’est un exercice vu précédement. E(eMn+1|F,) = E(e((Mnt1=Ma)+Ma)| 7y —

(M1 =M B (M) F,) = E(eM+) gy
2. Oui, une martingale positive converge p.s.

3. Oui, c’est 'inégalité maximal de Doob. On peut refaire la preuve soit 7}
le temps d’arret Ty = inf[k : Xj > 2] alors P(Fk : Xy, > 2) = E(lp <o) <
1E(In <o X1y) < 3E(Xpamy) = 3

4. Oui, ici il faut introduire également Ty = inf[k > T : X < 1] et T3 =
inf[k > T : X}, > 2]. Alors d’aprés la question précédente E(1p,<ooXr,) <
E(lr,coo) < P(Th < 00) < % Et donc avec Hy, = lp,<n<ry, (H - X) est
une martingale et donc pour tout n,E(17, <oo (X7, +(H-X),)) < 3 et fina-
lement P(T3 < o0) < %E(1T3<OOXT3) < %E(1T2<m(XT2+(H~X)n)) < i.
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Exercice 14.4.9. Soit &, des variable aléatoires iid tel que E(&;) = 0 et E(£2) =
o?. Soit (a;);>1 une suite de réel tel que > ., |a;| < oo et S, = Y1 ; +&.

— A, =Y | a;&; converge dans L?

— A, = >, a;& converge p.s.

— S, converge p.s

— S, converge dans L'

Solution 14.4.10. En effet

1. Oui, Y a;| < oo donc |a;| — 0 et il existe I tel que |a;|* < |a;| pour
tout i > I et donc Y o, |a;|* < co. Maintenant E(A2) = Y7 | a?0? <
02372 lail* < co. De plus, il est facile de voir que A,, est une martingale
qui est donc borné uniformément dans L2. Elle converge donc dans L?.

2. Oui, martingale borné uniformément dans L? donc converge p.s

3. Oui, méme chose > 7~ k% < 00, S, est donc une martingale uniformé-
ment borné dans L? qui converge donc p.s et dans L?

4. Oui, convergence dans L? implique convergence L'.

14.5 Feuille d’exercice 5 : Chaine de Markov et
fonction harmonique.

Pour chacun des exercices suivant, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.

Exercice 14.5.1. Soit (X,,)nen = ((Xn, Yn))nen la marche aléatoire usuelle sur
VA
1
P( X1 =(x+1,y)|X, = (2,y) =P(Xpy1 = (z,y £ 1| X, = (z,9)) = y
et 0 dans les autres cas. On note () la matrice de transition. Soit la fonction
h(z,y) = 1y>1. On suppose Xy = (0,0).
— P(yp > 1) = L. Faux

V() € 22, S ez QU ), (@ y))QUE Y @ §)) = 1.

— @1 =1 (la fonction sur Z? constante égale a 1).
— [@21](0,0) = 3. Faux
Solution 14.5.2. En effet

1. Non, En comptant tous les chemins de longeur 2 issus de (0,0) dont
Parrivée satisfait y > 0 on trouve P(y > 1) = 5/16

2. Oui puisque c’est une matrice de transfert : }°; - 7. Q((2,y')(Z, 7)) =
Let 3 yneze QU y), (2,y) = 1.

3. Oui cette égalité est toujours vrai quelque soit la chaine de Markov. Elle
découle directement de >_ ., /)72 Q((2,9), (¢',y)) = 1.
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4. On peut calculer [Qh](z,y) = $1y—0 + 31,—1 + 1,2 et ensuite

1 5 11 15
2
h =—1,—_ —1,= —1,= —1,= 1 .
[@7hl(z,y) = glv=—1+ 1lu=0 + Jely=1 + g lo=2 + Ly2s
En particulier [Q2?h](0,0) = 1—56. Plus simplement on peut aussi utiliser
que
5
[Q%h](0,0) = Exy—(0,0)(h(X2)) = I

Exercice 14.5.3. Soit une chaine de Markov (X,,)nen sur N avec Xg = z et la
matrice de transition () définit par

Qy,y+1)=p, et Qyy—1)=gq,

avec py + ¢y = 1, py,qy > 0 pour tout y > 0, Q(0,0) =1 et Q(y,2) = 0 dans
tous les autres cas. On pose Ty = inf[k : X, = 0] .
— Sipy < L pour tout y > 0, alors X,, est une surmartingale.
— Sip, < 5 pour tout y > 0, alors P(Tp < 00) = 1.
— La fonction q
foy = IT *
1<y<n PV
est harmonique sur N*. Faux
— Dans le cas p, = % et g, = % pour tout y > 0 et x = 3 alors

]P(TO < OO) = %
Solution 14.5.4. En effet

L Oui E(X, 11| Fn) = px, (Xpn +1) +¢x,(Xn — 1) = X, + (px,, —ax,) =
Xn + (prn — 1) S Xn.

2. Oui une surmartingale positive converge. Ici la seul limite possible est 0
car si X;, =y > 0 alors X,,41 =y £ 1. Donc X,, — 0 p.s et puisqu’elle
est & valeur entiére elle est constante égale & 0 & partir d’'un certain rang.
Donc P(Ty < o0) = 1.

3. Non le développement ne fonctionne pas.

4. Oui on peut vérifier que h(n) = 27" est harmonique.

2 1
3 X2 g x0T

Alors 27%» est une martingale. Elle est positive est uniformément borné.
Elle converge donc p.s et dans L!. Les seules limites possibles sont 0 (qui
correspond & X,, — 00) et 1 (pour X,, — 0). Le deuxiéme cas correspond
a Ty < 00. On a alors

9-3 — E(Q_XO) — E(Q—Xn/\TU) — E(Q—Xn/\TO 1To<oo) + E(Q_anTD:oo)-

Pour finir E(27 %A% 17, <o) — P(Tp < 00) et E(27 %7 1q,—o0) — 0.
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Exercice 14.5.5. Soit F un arbre régulier infini de racine z(. Sauf a la racine
tous les sommets ont le méme nombre d de voisins . Soit (X,,)nen la marche
aléatoire (standard) sur cet arbre. A chaque étape, elle saute d’un sommet & un
sommet voisin de maniére équiprobable : P(X,,1 = y|X,, = z) = 1 si (z,y) est
une aréte du graphe et 0 sinon. On note r : ' — N la distance dans le graphe
par rapport a la racine (r(z) =nombre d’arétes du plus court chemin de x & xg).
On note Ty = inf{n : X,, = 2o}

— (r(Xy))nen est une sousmartingale.

— La fonction h(z) = (d — 1)~"(®) est harmonique sur E \ {zo}.

— Si Xg =, P(Ty < 00) = (d —1)7"®),

— La fonction g(z) = P(Tp < oo|Xo = x) est une fonction harmonique sur

EN\ {x0}.
Solution 14.5.6. En effet
1. Oui, il y a (d — 1) aréte qui s’éloigne de la racine et seulement une qui
s’en rapproche donc

d—1 1 d—2

E(r(Xn41)[Fn) = == (r(Xa)+1)+ 2 (r(Xn) =1) = r(Xn)+———= 2 1(Xn)

2. Oui On calcule

: ;*1 (d—1)7r@-1 4 %(d — 1) = (d =17,

3. Oui Méme raisonnement que la question 4 de I'exercice précédent..

4. Oui cela découle directement de la question 2 et 3. On peut également
utiliser le théoréme du cours :

9(2) = By (1y<oou( X))

est une fonction harmonique. Ici on choisit u(zg) = 1.

Exercice 14.5.7. Soit (X,,)nen une chaine de Markov sur E un ensemble dis-
cret avec matrice de transition Q. On dit que (X, )nen est irreductible si pour
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tout x,y € FE, il existe n tel que P(X,, = y|Xo = =) > 0. On dit que X,, est
recurrente si P(3n > 0, X,, = 2| Xy = x) = 1 (le processus retourne a son point
de départ presque surement). On admettra que si la chaine de Markov est irre-
ductible et récurrente alors elle visite tous les points de E une infinité de fois
presque surement.
— La marche aléatoire usuelle sur Z est récurrente.
— La fonction h(n) = n est harmonique sur Z pour la marche aléatoire
usuelle.
— Soit (X, )nen une chaine de Markov irreductible et recurrente. Alors toute
fonction harmonique sur F et bornée inférieurement est constante.
— Soit (X, )nen une chaine de Markov irreductible et recurrente. Alors toute
fonction harmonique sur E est constante.

Solution 14.5.8. En effet

1. Oui c’est un résultat trés standard. Vous pouvez vous amusez a le redé-
montrer en utilisant la convergence de martingale et/ou le théoréme de
Parret.

2. 0uin=3(n+1)+1i(n-1)

3. Oui, Soit h une fonction harmonique bornée inférieurement donc quitte
a4 ajouter une constante on peut supposé h positive. Alors h(X,,) est une
martingale positive qui converge donc p.s. Puisque X, visite une infinité
de fois chacun des points de E, pour tout € E, h(zx) est une valeur
d’adérence. Or puisque h(X,) converge il n’existe qu’une seule valeur
d’adérence. Conclusion h est constante.

4. Non, la marche aléatoire usuelle sur Z donne un contre exemple (question
1 et 2).

14.6 Feuille d’exercice 6 : Martingale et mouve-
ment brownien

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.

Exercice 14.6.1. On considére une boite B = [—3, 3] x [—3, 3] NZ? et son bord
OB = [(x,y) € Z*/B,3(2',y') € B : |(z,y) — («',9)| = 1]

On définit sur 9B la fonction g :

0 sinon

g(z,y) = {4 (z,y) € {4} x [-3,3]NZ

On considére le probléme de Dirichlet (discret) sur B dont la valeur au bord est
donné par g :
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Au(z,y) =0 (z,y) € B,
w(z,y) =g(z,y) (x,y) € 0B
ou 1
Au(z,y) = 1 Z w@',y') —u(z,y).
(@ y")—(z,y)|=1
Alors
— La marche aléatoire standard sur Z? issue de (0, 0) touche 9B p.s.

— u(0,0) = 1.
— u(x,y) := 3(z +4) est une solution. FAUX

Solution 14.6.2. En effet,

1. Oui, la marche aléatoire sur Z?, X,, = (z,,,y,) visite des points de plus
en plus éloignés lorsque n — oo. Plus formellement par le théoréme
centrale limite ﬁxn converge vers une gaussienne donc pour n grand

P(|z,| < ey/n) < Ce et donc P(|z,| < 4) — 0. Autre méthode, avec
T = inf{X,, € OB} zp,ar est une martingale bornée donc elle converge
p.s. et & valeur entiére donc constante & partir d’un certain rang et les
seuls limite possibles sont donc les points du bord : T' < oc.

2. Oui, on a la formule

u(a:, y) = IE(30,1,/) (g(XT))

qui est I'unique solution au probléme de Dirichlet car T < oo p.s. On a
donc pour tout (z,y) € B, |u(z,y)| < ||glle < 4.

3. Oui. On aici un carré. Par la symmétrie du probléme on a que X, touche
en premier les cotés du haut, du bas, de la gauche ou de la droite sont
équiprobable donc égale & i. Alors

1 1 1 1
u(0,0) = E(g,0)(9(X1)) = 1 X4+Z XO+Z XO+1 x 0.

4. Non, u ne vérifie pas les conditions au bords u(—3, —4) = 0 par exemple.

Exercice 14.6.3. Soit X et Y des variables aléatoires telles que pour tout

a, B €R
e2a+a4+52

E(eaX-i-BY)

— X et Y sont indépendantes.
— E(X)=2.

— E(Y?) = 1. FAUX

— Y est une gaussienne.

Solution 14.6.4. En effet,
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1. Oui, on a pour tout E(e®X+8Y) = ¢2ata®cf” — F(e2X)E(efY) donc
les variables sont indépendante. (Remarque : La classe des fonctions ex-
ponentielle est tout & fait suffisante pour caractérisé la loi aléatoire et
vérifier I'indépendance. Si elle est plus rarement utilisée que les fonctions
caractéristique c’est surtout parce que pour beaucoup de variables aléa-
toires 'exponentielle n’est pas intégrable. Si vous souhaitez malgré tout
utiliser les fonctions caractéristique poser L(a) = E(e*X) pour a € C,
on peut vérifier que L(«) est une fonction holomorphe et L(a) = e* sur

2a+a4 (eiaX) — 62ia+a4.)

R conclusion L(a) = e sur C et en particulier E

2. Oui, c’est une astuce trés courante “les moments sont donnés par les dé-
rivées de la transformée de Laplace” : SLE(eX)|q— = E(e™¥ |, 0)

E(X). On a utilisé ici la convergence dominée. Donc E(X) = e 2atat la=0

2.
3. Non, méme chose £ E(e”Y)|g_o = E(Y2¢"Y |5_9) = E(Y2). Donc E(Y?) =
2
e =0 =2# 1.
4. Oui, comme mentionner précédement la transformé de Laplace suffit a

caractérisé une variable aléatoire et ici elle est égale a celle d’'une gaus-
sienne de variance 2.

Exercice 14.6.5. Soit (&;);>1 des variables gaussiennes iid avec E(&;) = 0 et

E(f%) =let S, = Z?:l &i-

— Pour tout &y, ,km €N, (Sk,, -+, Sk, ) est un vecteur gaussien.

— (817 — S5) et (S12 — Sg) sont indépendants. FAUX
— Y™ S; est une variable gaussienne centré de variance o2 = m3. FAUX
— # >t S; converge en loi vers une variable gaussienne centrée de va-

: 1
riance 3.
Solution 14.6.6. En effet,
1. Oui, car (Sk,,- -+ ,Sk,, ) sont des combinaisons linéaire de variables gaus-

siennes iid.
2. Non E(S17 — S5) = 3,74 E(&) =0, E((Slz - 59)) Y20 E(&) =0 et
E((S17—55)(S12—50)) = Y1210 E(€)+ 321210 Xoi 6 i E(€:5) = 3 # 0.

3. Non, 3300, S = 3000, Ds1 Lj<i€y = 2052, (m+1—j)E;. Puisqu'on a ici
des variables centrée indépendente

]E((Z m-+1— j{} Z]E m+1—j)2 Z 2m+1)é —&—l)m.
=1 j=1

. . . . 2m+1 1
4. Oui —475 >°i" | S; est donc une gaussienne centré de variance @mADm+1)m _,
m 1= 6m

1
5 lorsque m — oo.
Exercice 14.6.7. Soit (§;);>0 des variables aléatoires Bernoulli iid P(§; = 1) =

% et P(& = —1) = —%. Et on pose Sy = % et Spi1 = Sy + signe(S,)En41 ou
signe(S,) =1s1 S, >0et —15si S, <0.



CHAPITRE 14. CORRECTIONS DES EXERCICES 105

— OnabS, =|3+Y1,&| FAUX
— 5, est une chaine de Markov.
— Pour tout ny < ng, Sp,et Sy, — Sy, sont indépendantes.

— En écrivant St(”) = LSLMJ, alors pour tout 0 < t; <ty < -+ < U
(St(ln ,St:), i, St(k )) converge en loi lorsque n — oo vers (Uy, , Uz,, -+, Us,.)
ou (Uy,,, —U ,,) sont des gaussiennes de variance t;11 — ;.

Solution 14.6.8. En effet,

1. Non, par exemple P(S; < 0) = 3

2. La loi de S,41 ne dépend que de S,, et non des temps précédent.

3. Si je note (gn)neN avec Sp = % et §n+1 = S, + &na1 la marche aléatoire

usuelle. On remarque que S,, a la méme loi que S,,. Donc en particulier
Sn,et Sp, — Sp,sont indépendantes.

4. Meme chose que précédement, S, a la méme loi que S,, et par le cours
1

aln . P . o .
P ,St(k )) convergent vers les gaussiennes décrites ici.

14.7 Feuille d’exercice 7, Martingale et mouve-
ment brownien

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.

Exercice 14.7.1. Soit (B;);er, un mouvement brownien.
— E(BsB:) = s At.
— (2B — By, By + B3, By — B3) est un vecteur gaussien
— fol Bgds est une variable gaussienne de variance 1. FAUX
— By — sBp et By sont indépendants.

Solution 14.7.2. En effet .
1. Oui, Si s <t on a E(BsB;) = E(B2) + E(Bs(B; — Bs)) = s+ 0 car By
est de variance s et Bg, By — B, sont indépendants de moyenne nulle.

2. Oui, (By, B, B3) est un vecteur gaussien donc ses combinaisons linéaires
sont aussi des vecteurs gaussiens.

3. La variance n’est pas correct. (Bs) est une fonction continue donc on peut
écrire I'intégrale comme une somme de Riemann fol Byds = limy,_yo0 + p Z é B k.
Pour tout n,

|
—

1k—

i

n

n—2
(Bitx — By) = > (n—i)(Ba — By)

= =0

ﬁ:
n

0

M3

=
Il

c’est donc une gaussienne comme somme de gaussienne indépendante,

) . -2 , -1
centrée et de variance Y, (n — )21 ~ 2. Donc la (£ 377 Bx) est

une suite de gaussienne centrée dont la variance converge vers %
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4. Oui, E(B1(Bs—5sB;)) = E(B1B;) —sE(B?) = 0. Donc puisqu’on a affaire
un vecteur gaussien, Bs — sBy et By sont indépendants.

Exercice 14.7.3. Soit (B;);er, un mouvement brownien.
— ]P’(supte[o 1) Bi > M) — 0 lorsque M — oo.
(supt6 0,4] Bt > AM) = (supte[o_’l] B; > M). FAUX
P(limsup,_,+ $B; = 00) = 1.
P(supyepo,1) Br > M,supyepi o) Bt > M + B1) = P(supyepo1) Bt > M)?

Solution 14.7.4. En effet .

1. Oui, Pour tout w € Q Bs(w) est continue donc bornée., autrement dit
{w 1 VN € N,sup,¢(o,1) Be(w) > N} = 0. Alors

lim P( sup Bi(w) > M) =P(NyendN, sup Bi(w) > N}) =0.
M=o “te(o,1] t€[0,1]

2. Non, on a

P( sup By > AM)=P( sup Ba; > AM)
te[0,A] te[0,1]

1
=P( sup —Ba; > VAM
(te[O,l] \/Z A )

=P( sup B, > VAM)
t€[0,1]

3. limsup,_ o+ tBt = oo est Fg+ mesurable donc sa probablhte est soit 0,
soit 1. Et pour tout M et € > 0 on a P(SUPte[o,e] 1By > M) >P(1B. >

M) ZIP’(%B1 > M) — 1 pour € — 0.

4. Oui, (B; — B1)>1, est un mouvement brownien indépendant de F; donc

P(sup By > M, sup By > M + By) =P( sup B; > M)P( sup (B; — B;) > M)

te[0,1] te(1,2] tef0,1] te(1,2]

=P( sup B; > M)>?
t€(0,1]

Exercice 14.7.5. Soit (B;);cr, un mouvement brownien. Soit T" = inf[t >
1,B, =0).
— Pour tout 6 > 0, p.s. il existe 0 < t1,%2 < J tel que By, > 0 et B, < 0.

— Pour tout 6 > 0, P(3t € (0,4), By =0) = 1.

— Pour tout § > 0, P(3t € (0,6), Brys =0) = 1.

— Pour tout 6 > 0, p.s pour tout ¢t € R, tel que By = 0, il existe t < t/ < t+0
tel que By = 0. FAUX

Solution 14.7.6. En effet .

1. Oui, pour tout 6 > 0, on P(supte[o)(;] B; > 0) = 1 et par symmétrie
]P)(infte[o,é] B; < 0) =1.
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2. Oui, Puisque B, et continue et que avec probabilité 1 il existe 0 < t1,ts <
0 avec By, > 0 et By, < 0, alors par le théoréme des valeurs intermédiaires
il existe 0 < t < § avec B; = 0.

3. Oui par la propriété de Markov Forte Bpi; — Br est un mouvement
brownien. Avec By = 0 on a donc

P(3t € (0,6), Byt — By = 0) =P(3t € (0,6), B, = 0) = 1.

4. Non, contre exemple, soit S = sup{s € (0,1) : Bs = 0} (ce n’est pas
un temps d’arret). Puisque By # 0 avec probabilité 1, S < 1 et donc
par définition B, # 0 pour tout s € (S, 1). En fait si une fonction conti-
nue vérifiait cette propriété alors elle serait constante égale a 0. Si cela
peut sembler en contradiction avec les propriétés précédentes il se trouve
Pensemble des points dans (0,1) tel que Bs = 0 est un ensemble non
dénombrable et donc que I'on peut avoir une propriété presque sur pour
chacun des zéros mais pas presque sur pour tous les zéros.

Exercice 14.7.7. Soit (B;)er, , (Bt)teR deux mouvements browniens indépen-
dant. On définit le processus (W;)i>0 par Wo = 0 et Wy =tBy; .
— B, := B;_; — B; a la méme loi qu’un mouvement brownien sur [0, 1].

— 1(B; + B) est un mouvement brownien. FAUX

— E(WSWt) =5 A t,

— W, converge en proba vers 0 pour ¢ — 0.
Solution 14.7.8. En effet .

1. Oui, on a bien que B, est continue, que pour tout 0 < t; < -+ < &,
(Bty,- -+, By,) est un vecteur gaussien et pour s < t,

E(B,B;) = E(By_,By_; — B1_yB; — By_; By + B?)
=1-t)-1-5)—(1-t)+1

=S

C’est donc bien un mouvement brownien.

2. Non, On aE((%(Bt‘i’Bt)Q) = i(E(Btz)+E(Bt2)) = 3. Par contre %(B“L

B,) est bien un mouvement brownien.
3. Oui, E(W,W,) = stE(B1B1) = st
4. Oui, W; est une gaussienne de variance ¢, donc converge en proba vers 0
lorsque t — 0.

Faxl(s,t) = min(s, t).

14.8 Feuille d’exercice 8, Martingale et mouve-
ment brownien

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier si c’est le cas ou donner un contre exemple.
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Exercice 14.8.1. Soit (Bt)t€R+ un mouvement brownien. Pour tout « > 0 on
note Ty, = inf{t : By = u}

— Soit 0 < a < b, T, et Ty, — T, sont indépendants.

— Pour tout @ > O et t > 0, P(T, < t) =Py < %) = ]P’(T% < 1).

— Pour tout s < ¢, P(T € [s,t]) = 2(\/% I e’$2/2tdx—\/21? I e~ /23 dg)

— E(T1) < co. FAUX
Solution 14.8.2. En effet

1. Oui, Par la propriété de Markov forte Byir, — Br, est un mouvement
brownien indépendant de Fr,. Donc T' = inf{t : Byy1, — Br, = b—a} est
indépendant de T,. Puisque B, = a, on a alors que T = inf{t : By 1, =
b} =T, — T,.

2. Oui, on a

P(T, <t)=P(sup Bs;>a)
s€10,t]

1
=P( sup —Bgz, >1)
u€l0, 5] ¢

=P( sup B, >1)
u€l0, 5
t

ou on a utilisé le changement d’échelle du mouvement brownien. On a
également

P(T, <t)=P(sup Bs; > a)
s€[0,t]

=)

=P( sup Btu >
u€l0,1] \[ \/>

=P( sup B, )
u€(0,1] J

=P(Ts <1)

3. Oui on

P(Ty < 1) = P( sup B, > 1)
u€|0,t]

=2P(B: > 1)
o0 2
e~ 7 /Qtdx

- V2t
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De méme P(7T7 < s) = \/% I e=*"/23dy; et donc

P(Ty € [s,1]) = P(Ty < t) — P(Ty < s)

2 > —x” /2t 2 /00 —x?/2
e dx — e " 2t gy
V2t /1 V2nt J1

4. Non, Pour ¢ > 1 on a

2 ! 2
P(Ty >t)=1-P(Th <t)= / e 2y oy [ =
0

V27t Tt
Alors
o0 o0 2
E(Ty) = / P(Ty > #)dt ~ 20 = oo
0 0 7t

Autre preuve : Par symmeétrie on a E(T) = E(T_1) et P(Ty < T-41) =
P(T_; < Ty) = 3. On écrit

E(Th) = E(Thlr <7 ) +E(T 17, <1y) = E(TAT-1)+E(Th —T-1)17_, <1,)

Par propriété de markov forte B, 7, —Br_, est un mouvement brownien.
On pose T = inf{t : Byyr_, — Br_, > 2} Puisque By, = —1 on a
T=(Ty—T-1)si T_1 <Ty.De plus T a la méme loi que T, et donc

E(T) = E((Ty — T1) + Ty) = 2E(T1).
Conclusion en utilisant que P(T_; < Ty) = % et que T est indépendant
de Fr_, ona

E(Ty) =E(Ty AT-,) + %E(T) =E(Ty AT_1) +E(T})

absurde si E(T) < cc.

Exercice 14.8.3. Soit (B;);er, un mouvement brownien, T, = inf{t : B; = a}
et Wt = tBl/t~
— Pour tout € > 0, P(sup;epoa) Bt > €M) — 0 lorsque M — oo.

— W, est un mouvement brownien.
— Soit a > 0, pour tout ¢t > 0 P(Vs >t : By, < as) = P(T, > 1)
— Pour tout A >0, § >0, P(3s € (0,6) : B, > As/?) =1.

Solution 14.8.4. En effet
1. Oui,

1
P( sup By >eM)=P(sup —Bpy >evVM)=P( sup By > eV M)
te[0,M] tefo,1] VM te[0,1]

qui tend vers 0 pour M — oo.
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2. Oui, on a déja vérfié que (Wy,, -+, Wy ) est un vecteur gaussien avec
E(W;W,) = min(s,t) pour tout s,t et que (W)se(0,00) €st continue. Il
reste juste a vérifier la continuité en 0. On a

sup W; = max sup Wy < max2™" sup By
te(0,8) n€EN te(s2-n-1 52-n) neN te(s2n,62n+1)
mais on a
6271/2 e2on—1

P sup 27"By >¢€) =P( sup B > < exp(—
(te(52",52"+1) ! ) (te[l,z] ' \6 ) ( 0 )

done >, oy P(Supseson son+1y 27" By > €) < 0o et méme converge vers 0
lorsque § — 0. Donc pour tout €, P(sup;e (g 5 Wi > €) — 0 lorsque  — 0.
Ainsi W, est bien continue en 0.

3. On a

1
P(V3>t:Bs<as):P(Vu<z:uBl<a)

1
ZP(Vu<Z:Wu<a)

1
=P(T, > ;)

car W,, est un mouvement brownien.

4. On P(Nyen{3s € (0, 3), %BS > A}) = 0ou 1 car c’est un ensemble Fy+
mesurable. Et

1.1 . 1, 1

> lim P(VNB1 > A})
N—o0 N
= lim P(B; > A})
N—oc0
>0
Donc P(Nnen{3s € (0, 2), %Bs > A}) =1.

Exercice 14.8.5. (Pont Brownien) Soit (P;)¢[o,1) un pont brownien. C’est a dire
qu’il a la méme loi qu'un mouvement brownien (B)iecr, conditionnellement &
B; =0.

— (P¢)tejo,1) @ la méme loi que (P1_¢)e(o,1) (symmétrie).
— Pour tout 0 < ¢; < --- <t, <1, (P, -, P, ) est un vecteur gaussien.

— Py /5 est une gaussienne de variance 1/2. FAUX
— Pourtout 0 < t1 < -+ <t, <1, (P, , —F,) sont indépendants. FAUX

i+1

Solution 14.8.6. En effet
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1. Oui, B;_; — Byest un mouvement brownien. Donc conditionnellement &
B; = 0 on a bien que B; et By_; ont la méme loi et donc que P; et
P;_; ont la méme loi. Autre preuve avec la construction du mouvement

brownien
Pt = Z Z gn’ka,n

n k<27
qui est bien symmétrique sur [0, 1] (car gn k(t) = gnon—r(1 —t)).
2. Avec la construction du mouvement brownien

Pt = Z Z gn’ka,n

n k<2n

donne immédiatement que (P, , - , P, ) est un vecteur gaussien car Ny ,,
sont des gaussiennes indépendante. Autre preuve on a la densité

ntl ()2

P(Btl S [$171'1+dx1], s 7Btn+1 S [xn+17xn+1+dxn+1]) = H e 2ti~ti-1 dg;
i=1

Donc en imposant, t,+1 =1 et By =0on a

N (wi—wio1)?

:r,n2
P(P,, € [x1,214dx1], -+ , P, € [#n, 2p+dz,]) = (He Tt ) x e 2t da;
i=1
qui est bien une loi de vecteur gaussien (ie : de la forme exp(“polynome
a n variables de degré 27)
3. Non toujours avec la construction du mouvement brownien Py /5 = go,1 (%)J\fo,1 =

%NOJ a une variance de 1/4. Autre preuve, avec la formule de la question
précédente on a

P(Py )y € [x1, 71 + dx1]) = 2 du;
1
L

4. Non, par exemple (Py/5 — Py) = Pija = —(P1 — Py2).

qui est une loi gaussienne de variance

Exercice 14.8.7. (Girsanov) Soit (By)¢c[o,1) un mouvement brownien, b € R
et Ws = B, + bs (mouvement brownien avec dérive). Soit X,Y deux variables
gaussiennes avec E(X) =0, E(Y) = b, E(X?) = E((Y —b)?) =1
— Pour tout 0 < t1 < -+ <ty , (W, , — Wy,) sont des gausiennes indépen-
dantes de variances t; 41 — t;.
— lim,_ o WT =bp.s.

— Pour tout A C R, E(IYEAe_bY‘*‘%) =E(lxeca)
2
— Pour tout U C €([0,1]) (mesurable), E(lyepe ?™1+7) = E(lgey)

i+1

Solution 14.8.8. Voir cours.
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14.9 Feuille d’exercice 9, Mouvement Brownien

et probléme de Dirichlet. Correction

Pour chacun des exercices suivant, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier ou donner un contre-exemple.

Exercice 14.9.1. Soit (B;);>¢ un mouvement brownien, a,b > 0 et T, =
inf{t : By = at + b}

Pour tout o € R,]E(e"‘B‘_gt) = 1. VRAI
2
Soit s < t, E((B, — B,)e®B—%1) = 0. FAUX
E(1 aBi—ft) = 2 [ o~%ids VRAI
Az, ,<te®P ™) = 2= [[" e 2 ds. VR

V2
Sia,b> 0 alors P(T,, ;, = 00) >0 VRAI

Solution 14.9.2. En effet

1.

2.

Oui, c’est ’égalité standard. Pour rappel puisque B; est une gaussienne
de variance t on a

2
«
Tt

_ (zfa)2
2 dr =1.

— [ e dr = — / e
V2t /]R V2nt Jr

a2
Non, On note Q, la probabilité¢ P multipli¢ par le poid e*Bi=%t Par
Girsanov B; := B; — at est un mouvement Brownien pour la probabilité

Qa-

E((B, — By)e*P—%t) = g (B, — B,))
=Eq, (B; — Bs + a(t — s))
=aft—s)#0

Oui avec la méme notation que précédement pour @ = a on a

a2
E(lr, ,<¢e® ™7 = Eqg, (17, ,<¢)

=Q.,(3s<t:Bs=as+0)
=Q,(3s<t:B;=10)
= Qq(sup By > b)

s<t

olt on a de nouveau utilisé Girsanov et que sup,; Bs a la méme loi que
|B:| (principe de réflection).

Oui, On a P(lim;_,oc Bt = 0) = 1 (voir feuilles d’exercices précédentes)
et donc P(limyoo By — at = —o0) = 1. Alors il existe C > 0 tel que
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P(sup;>q Bt — at < C) > 0. On a également que P({Vs < 1,B; < b} N
{B1 < =C%}) > 0. Finallement
P(Vt > 0, B, = at +b)
>P({Vs <1,B; <b}N{B1 < -C}N{Vs>1,Bs —as < 0})
>P{Vs<1,B; <b}N{B1 < -C}N{Vs>1,Bs— By —as < C})
>P{{Vs<1,B;<b}nN{B; < —C})]P({SI;I(Q)),BS —as < C})

0

V

On a utilisé que par la propriété de Markov simple B; — By est un mou-
vement brownien indépendent de F;.

Exercice 14.9.3. Soit (By):>0 un mouvement brownien.
— Pour tout @ > 0

B B
P(lim sup i > a) = P(limsup ! > a).

t—oo /2tloglogt — t—0 /Qtlogilog *% >

VRAI

— Pour tout a > 0, P(limsup,_, ., >a)=0o0ul. VRAI

By
V2tloglogt =
—a2loglogt _
— P(B, — Byjp > Viloglogt) > 5 VRAI

— Y1 P(Ban — Bya1 > (1 —€)27/2\/loglog 27) = oo VRAI
Solution 14.9.4. En effet

1. Oui, On note u = % et alors

imsup ————— > a) = P(limsup —2——
t—oo /2tloglogt u—0 2uloglog

et on peut conclure car par inversion du temps W, := uB1 est aussi un
. u
mouvement brownien donc

> a)

uB 1

v/2uloglog +

uB 1
>a)=0oul.

du 0-1. P(limsup,,_,q \/W >

3. Oui, Pour une gaussienne de variance t/2 on a

1 > 7£d 1 e ,ﬁ,m,ﬁd
I e tds = — 3 t t ds
\/7Tt/:; \/H/o

— o0 5
/ e "t ds
0
e” TVt

(&
= T 22

2. Oui, On a clairement {limsup,,_,, > a} € Fo+ Donc par loi

g

22
t
(4

22

t

SRV
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Ici avec x = a+/tloglogt on a

e
P(B; — B, /o > ay/tloglogt) > —————
(B b2 = 8 og)_2 7 loglogt

—a? loglogt

4. Oui, Avec t = 2",0n a

e—a2 (log n+log log 2)

P(Ban—Bgn-1 > a2™/?\/log n + log log 2) > ~n

~ 2y/mlogn + loglog 2

Donc la somme diverge si a < 1.

Exercice 14.9.5. Soit V un ouvert borné de R" et h une fonction harmonique
sur V.
— Pour tout r > 0 et z € V tel que B,.(x) C V, h(z) = fBT(I) h(y)u(dy) ou
u est la mesure de probabilité uniforme sur la boule B, (z). VRAT
— Pour tout 7 > 0 et x € V tel que B,.(x) C V h(x) < maxyeg, (2) h(y).
VRAI
— La fonction h(z,y) = ax + Sy + 7 est harmonique sur R?. VRAI
— La fonction h(z,y) = cosh(z) cosh(y) est harmonique sur R%. FAUX

Solution 14.9.6. En effet
1. Oui

/Br(z) h(ZJ)#(dy) = rn A O/Sp(z) h(y)dg(y)pnf dp

car puisque h est harmonique chaque point x est égale & la moyenne sur
les sphéres centrées x.

2. Oui

h(x) = /S o) < e o)

3. Oui %;h =0et aa—;h = 0 donc Ah = 0. On peut aussi vérifier que
I'intérgrale sur une sphére de h donne bien par symétrie la valeur de h
au centre de la sphére.

4. Non h(0,0) est un minimum local strict. Ce il n’est donc pas harmonique.
Autre solution : On peut calculer Ah = 2h # 0.

Exercice 14.9.7. Soit (B;);>0 un mouvement brownien sur R?. On définit le
domaine V = [(z,y) € R? : 1 < 22 +y? < 4], 1 = inf{t : ||B| = 1} et
Ty =inf{t : || B = 2}.

— T =min(Ty,T5) < 0o p.s VRAI

— h(z,y) = log(2? 4+ y?) est une fonction harmonique sur V. VRAI
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— Pour tout (z,y) € V h(z,y) = E¢, ) (9(Br)) avec g(x,y) = 0 si 22 +y? =
1et g(z,y) =log4d si 2% +y? = 4. VRAI
— Pluy)(Th = Tz) = log(2? + y?) FAUX

Solution 14.9.8. En effet

1. Oui, un mouvement brownien ne reste pas borné.
P(T =00) <P(Ty =00) =P(Vt: |B| <2)=0
2. Oui. On calcul

0 2z 0 2y
7 1 2 2 — _ 1 2 2 —_ <
By 082"+ 7)) = 5 7 oy og(e” +y°) = — e
et
92 22 — o2 52 y? — 22
1 2 AR 1 2 2y _J 7
(9.’)32 Og(l' + Yy ) (.’172 ¥ yz)g 8y2 Og(z =+ Y ) (372 + y2)2

2 2
donc (% + 59—%) h=0.
3. Oui, c’est la solution du probléme de Dirichlet.
4. Non. Avec la question précédente on a que

log(z? + y?) =0 x P(T' =T1) +logd x P(T = Ty).

Done P(T; < Ty) = 8t

14.10 Feuille d’exercice 10, Martingales continues.
Correction

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non et justifier pourquoi.

Exercice 14.10.1. Soit (B;);>¢ un mouvement brownien, a > 0 > b et T, =
inf{t: By = a} et T, = inf{t : B; = b}.

— Ty ATy < 0o p.s. VRAI

— P(T, <T)) = 5. VRAI

— IE(B%“ATI)) =E(T, ANTp) VRAI

— E(T, ATy) = |bla VRAI
Solution 14.10.2. En effet :

1. Oui, Le mouvement brownien ne reste pas borné

P(T, ATy >t) =P(Vs <t:b< By < a)
<Pb< B;<a)
a

Vit

b
ZP(7<Bl<

\/z )

— 0

lorsque t — oo.
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2. Oui, puisque B, est une martingale, pour tout t, 0 = E(By) = E(Br, a1, At)-
Puisque T, ATy < 00 p.s et |Br, amyat| < maxa, ||, par convergence do-
minée

0=E(Br,ap,) = aP(T, < Tp) + b(1 — P(T, < T))
et donc P(T, < Tp) = af‘lbl.
3. Oui B? — t est une martingale donc pour tout ¢ > 0,

0=E(Bj —0) =E(B7, aryne) — E(Ta ATy A L).

On a de plus que E(B%, 1, \,) — E(B%, .7, ) lorsque t — oo par conver-
gence dominée avec |Br,ar,at)? < (maxa,|b))? et E(T, ATy At) —
E(T, ATy) par croissance monotone. Conclusion E(B7, 7, ) = E(T, ATy).

4. A partir des questions précédentes

(T, ATy) = a®P(T, < Tp) + b*(1 — P(T,, < Tp))

_ad’ly alb|?
a+1[b|  a+|b
= albl.

Exercice 14.10.3. Soit (M;):>( une martingale continue positive tel que M; —
0 p.s, My =a > 0 et on note T, = inf{t : M; = b} pour b > 0.

Pour tout b > 0, T, < oo p.s, FAUX

Pour tout b > 0, E(M7,) = a, FAUX

Soit b > a alors P(sup,»o M; > b) = §, VRAI

P(sup,sq(B; — pt) > b) = e 210, VRAI

Solution 14.10.4. En effet :

1. Non, Pour b > a ce n’est pas le cas. De fait puisque My — 0 p.s et M,
continue, il existe C' > 0 tel que P(Vs > 0,Ms < C) > 0 et donc en
particulier T = oo sur un ensemble de mesure non nulle.

2. Non, Pour b < a, alors par continuité T, < co p.s et donc E(Mrg,) = b.
3. Oui, On a que pour tout t, E(Mia7,) = E(My) = a. Donc

a = b]P(Tb < t) + ]E(]-Tb>tMt)-

On a P(Ty < t) = P(T;, < o0) = P(sup;»q My > b) lorsque ¢ — oo. Et
par convergence dominée E(1p,~:My) — 0 car |1p,>¢ M| < b et My — 0
lorsque t — oo.

2uBy —2u2t

4. Oui. On considére la martingale M; := e alors My = 1 et avec

la question précédente

P(sup(B; — put) > b) = P(sup e2H(Br=1t) > 2uby — o=2ub,
>0 >0

Exercice 14.10.5. Comme dans le premier exercice (B;);>0 un mouvement
brownien, a > 0 > b et T, = inf{t: B; = a} et T, = inf{¢ : B; = b}.
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2 2
Pour tous a € R, ¢?(Br=a) =zt 4 o=7(Bi=a)= 51 ogt une martingale VRAI
2
Si a = |b] alors E(e=z TanTo) = cosh(%‘bl'y) . FAUX
a+

2 )
Pour a, b quelconque E(e~ = TanTe) = % FAUX

Pour tout A > 0, E(e*e b)) < 0o, FAUX

Solution 14.10.6. En effet :

1.

2 2 2
. Je — I . _ J.
Oui, 7Bt~ 5t et e77B+~ 5! sont deux martingales donc e~ 7®e¥Bi— 3t 4

72

e®Ve~YBi—"rtest aussi une martingale comme combinaison linéaire de
deux martingales.

Non. Simplement le terme de gauche est plus petit On note T' = Ty A Ty.
Par symétrie on a P(T, =T) =P(T, =T) = 1. On a alors

1= E(@’YBtAT_%tATj

2
=E((lr,=r + lTb:T)(e’YBtAT % e—%tAT)

2 et L e @
SR ()
] Donc E(e~27T) =
orsque t — co. Donc E(e™ 2 %) = =0
Non, on peut utiliser la question précédente. Par contre on peut faire un
calcul similaire avec la martingale de la question 1 ol on pose o = ‘%’b

]E(ef'yoz + e'ya) — E(e’Y(BmT*&)*gt/\T + ef'y(BMTfa)fét/\T)
2
= E((Lr,=1 + Ly =p) (7 Pr770) 4 ¢ (Bunt o)) =5 InT)
N E(efﬁT(ev(afa) + ev(bfa)))

et on obtient que

2 cosh( et
E(e z T) ( 2b)).
cosh(%52)
Non, Pour simplifier on va supposer a = —b = 1. et on pose Sy =

Tijo ATy o = inf{t,|B| = 3}. et S = inf{t > S}/, B, = 0}. Alors par
propriété de Markov forte Byyg, ,» — Bs,,, est un mouvement brownien
et donc P(S) < Ty AT_1) = & par symétrie. A Sj) on est revenue au point
de départ donc

E(ez\Tl/\T,l) >\T1/\T,1)

(156<T1/\T71 €

>E

ASL ANTLAT—1 -8},
:E(156<T1/\T716 oe (TAT- 0))
=E

(Lsy<rinr, e’\sc/))]E(eA(TmT,l))

ou on a utilisé la propriété de Markov forte By,s; — Bg; est un mou-
vement brownien indépendent de Fg; et donc que conditionnellement
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So<TiNT_4 on aque Ty ANT_1— S} ala méme loi que Ty AT_;. Puisque
E(136<T1/\T,1 ) — oo lorsque A — o0 il est possible de ch01s1r A tel

que E(1s; < ar_, € e ) > 1 et on obtient une contradiction.

Exercice 14.10.7. Soit M, ) une famille de martingales continues indexée par
~v € R et “analytique” en «y c’est & dire qu’elle peut s’écrire M(A’) im0V N/
olt N} sont des processus continues, bornés dans L! sur tout intervalle de temps
[0,¢].

BB = 14 4B, + L (B2 — t) + 0y50(7%). VRAI

— B} — 3tB; est une martmgale continue. VRAI

— Pour tout i, N ! est une martingale continue. VRAI

2
— Pour tout k, [e'VBf_*tHW:O est une martingale continue. VRAT
Solution 14.10.8. En effet :

1. Oui, on fait le développement limité
A2

Bt + By — 7 + = (VBt - ?t) + O450(¥?).
2. Oui, on peut véfiier a la main
B} = (B, — Bs)* +3(B, — B,)?B, + 3(B, — B,)BZ + B}
Donc
E(B}|F,) =0+3(t —s)B, + 0+ B3
ott on a utilisé que (B, — By) est indépendant de Fs, E((B; — B;)?) = t—s
et E((B; — Bs)*) = 0 pour k impair. On obtient bien que
E(B}|F,) — 3tE(B|F,) = B — 3sB,.
3. Oui On écrit
> 7Ni=
v=>0
E(M|F.)
=Y E(R'N{|F)

v>0
= 2_VENVIF)
v>0

et en identifiant les termes du développement limité lorsqu’on fait tendre
v — 0ona N!=E(N{|Fs). On peut justifier cet argument par récurence.
Soit k le plus petit entier tel que E(NF|F,) # NF alors

E(Nf|F.) — NF =Y+ H(NI = E(N}|F.)) = 0
1>k

lorsque v — 0.
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4. Oui. On peut écrire e¥B¢~ Tt im0V Ni ou L [e”*Bf ¥ =0 = k!N
et on peut conclure avec la question précédente. 7Vous pouver vérifier que
le cas k = 3 redonne la question 2. Conclusion ici pour tout £ € N on a
construit un polynome Py (By, t) de degré k en B; qui soit une martingale.

14.11 Feuille d’exercice 11, Variation finie et p-
variation.

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier alors ou donner un contre exemple.

Exercice 14.11.1. Soit a une fonction a variation finie sur [0,1] et ¢g une
fonction C'(R,R) et b une fonction bornée alors

— g oa est a Varlatlon fini. VRAI

— fo ) est & Varlatlon ﬁm (sur [0, 1]). VRAI

— hmn%o Zk:l 9(5)( a(%) - = Jy o (8 ) VRAI
— 30> 0,352, 000 (al(y) — ( - )) Zk:l ( alE)—a(5) < C
pour tout n € N*. VRAI
Solution 14.11.2. En effet,

1. Oui, Puisque a est & variation finie, I'image de a sur [0, 1] est contenue
dans un compact. Puisque g est C!, alors g est Lipschitz sur Im(a). Soit
K ce coefficient de Lipschitz et C' une borne pour la variation de a. On a

Z lg(a(ti)) — g(a(ti-1))] < Z Kla(ts) —a(ti1)| < rC

pour tout division en sous intervales 0 < t; <t < --- <t, = 1.

2. Oui on note 4 = p4 — p— la mesure associé 'intégrale de a o pq, p—
sont des mesure positives fini et |u| = p4 + p— . Pour tout s < t on a

A(t) = h(s)] S/ l9(s)ldlpl(s)

et donc
S Jhtt) — ht) <Y / )1l () < gl (o) / dlu(s
i<n i<n i

On peut aussi directement dire que si |u| est une mesure fini et g borné
alors |g||u| est une mesure finie.

3. Oui C’est une proposition du cours avec g est continue et a a variation fini.
(Pour refaire la preuve avec g™ =3 g(%)l[ -1, la fonction constante
par morceau qui approxime g. Alors

PTLIVIV I ek SR LR P
>0l a(z) ol D= [ o)t
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Et on peut conclure par convergence dominé puisque g™ (s) — g(s) pour
tout s € [0, 1] lorsque n — oo par continuité.)
4. Oui

S b -
k=1

ou C' est une borne pour la variation de a.

S D) —a ) < 2l
k=1

n

Exercice 14.11.3. Soit a et b des fonctions sur [0, 1] respectivement % Holder
et % Holder.
— a est & p-variation. VRAI
— Si p < q alors a est de g-variation nulle VRAI
— Si g > Lalors 33 (a(y) — a(®2)(0(3) — (%)
— Soit (tl(C ))neN k<n tel quek L < t(") < % Alors si

— 0. VRAI
=1FAUX

_|_
Q=

k=1

admet une limite pour n — oo indépendamment du choix de (t,(cn) JneN,k<n-
Solution 14.11.4. En effet,

1. Oui, Soit « tel que pour tout s < t € [0, 1] M < a. Alors
(t—s)P

> la(ti) —a(ti)IP <> aP|(t —ti- DFP < af

i<n

quelque soit 0 < t; < --- < t, =1 donc a est & p—variation.
2. Oui,

Z|a ) — a(ti—1) |q<2aq|t —t 1>p|p‘t —t;_q|(@P)

i<n

<afsuplt; —t;—1|T7P x 1
i<n

—0
lorsque n — oo avec sup,«,, |t; — ti—1| = 0.

3. Oui, Ceci est toujours vrai pour a et b a p—variation et g—variation
respectivement avec % + % > 1. Ici on peut aussi vérifier directement en

notant 3 tel que Vs < ¢ € [0,1], LU= < g
(t—s)a

n

St —a " Hoed) oty < A 2

1 1

= " n ioinr ne
ofB

=51 <1
np+5_

—0
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lorsque n — oo.

4. Non dans le cas d’égalité %—l—% = 1 ce n’est pas vrai en général. Construire
un contre exemple est un peu difficile L’exemple le plus simple aurait été
de prendre le mouvement avec p = ¢ = 2 et vérifier que ZZ 1(B;c —

Bi-1)Bx et Ezzl(Bk Bk 1 )Bk 1 n’ont pas la méme limite. Malheu-

reusement B n’est pas f—Holder et il faut donc travailler un peu plus.

Exercice 14.11.5. Soit (Y;);en des variables iid avec E(Y;) = 0 et E(Y?) = 1.
On pose ST(LN) = \/% i, Yi. Soit € > 0.
— 3IM, P(Z,ivzl |S’,(CN) - S,(ﬁ)l| < M) > 1—e pour tout N suffisament grand.
FAUX
— M, P(Zi\;l |S,(CN) (N)|2 < M) > 1 — € pour tout N suffisament
grand. VRAI
— K, = (Sy(LN))2 — E((S,(LN))Q) est une martingale. VRAI
— Pour N — oo, Pour tout 1 < ts < --- <t ((S{x),))* = E((S|\}, )?)i<n
converge en loi vers (Bt2 —ti)i<n. VRAI
Solution 14.11.6. En effet,

1. Non, On a
N
S -8 Zw ~ VNE(|V1]) —

p.s par la loi forte des grands nombres. Donc pour tout M > 0 P(Zsz1 |S,(€N)
SN < M) = 0.

2. Oui, Ici encore avec la loi forte des grands nombres

N 1 N

N N
oIS =M = S D IP = E(nP)
k=1 k=1

p-s. Donc il suffit de choisir M > 1.

3. Oui, C’est un cas déja rencontré dans un autre TD : SfLN) est & accrois-
sement indépendant et de moyenne nulle. On peut le revérifier & la main

E((S:")) = &

1
E(SM)2|Facr) = (S + 28 E( | Fus) + ~E(V2Foy)

f N
1
N
(S250)* +
Et on a donc bien E(K,|F,—1) = K,_1.
4. Oui On a bien que E((SEsz)z) = % converge vers ¢ (uniformement

sur R et de maniére déterministe). On sait que (szi J)iSn converge
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vers (By,)i<n en loi. Donc ((SE]IX?:J)Q)ZS” converge vers (B} )<y en loi.

(Rappel de la preuve de cette propriété : Pour toute fonction continue
bornée f:R" - R

E(f((S{N0, ) )i<n)) = E(F((Bt,)i<n))

lorsque n — oo. Soit g une fonction continue bornée g : R” — R. On
pose f(z) = g(z?) alors

E(f((S{ns, ) )isn)
E(f((Bt,)i<n))

E(9((S{x0, )P<n))

+

lorsque n — 0. )

Exercice 14.11.7. Soit B; et B; deux mouvements brownien indépendant et
A; un processus a variation fini.

— B? est a variation fini. FAUX

— Pouwrp>2, 37, [Br - Bi-1 [P = 0 en proba. VRAI

— S0 (Bt — Bx1)(Bx — Bx-1) — 0 en proba. VRAI
— K; = fot BydA, est un processus a variation fini. VRAI

Solution 14.11.8. En effet,

1. Non, Si B? était a variation fini alors B? —t aussi et puisse que c’est une
martingale continue on aurait que B? — ¢ est constant. Absurde.

2. Oui,

(3 1B — Bics ) = nE(|B, ?)
k:1 n n
= n'"PPE(|B1[?)
—0
ol on a utilisé que (Bx — Br-1) a la méme loi que B1 qui a la méme

loi que ﬁBl. On a la convergence dans L' et donc la convergence en
probabilité.

3. Oui, Puisque B et B sont indépendants

E(BtBt|-7:s) = Bsés +E((B: — Bs)|]:s)és
+E((Bi — By)|Fs) Bs + E((B, — B.)(B; — By)|Fs)
= B.B, + E((B; — B,)(B; — B,))
= B,B,
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et donc que B, B, est une martingale. On a alors que (B, B}t = 0 et donc

que
n

Z(Bﬁ —Bﬂ)(gﬁ —B;;l) —0

k=1

en probabilité. Autre preuve :

n

E((Y(Bi — Bis)(Br — Bi))?) = S E(Bx — Buot)(Bx — Bit))?)
k=1 k=1

= 3 E((Bs — Bea))E((By — Bia)?)

k=1 )

1
:Zﬁ
k=1
—0

Donc converge vers 0 dans L? donc en probabilité.

4. Oui, B, est continue donc borné sur [0, 1] et donc fol BydA, est a variation
finie sur [0, 1].

14.12 Feuille d’exercice 12, Variation quadratique
martingale continue. Correction

Pour chacun des exercices suivants, dites si les affirmations sont correctes ou
non. Justifier alors ou donner un contre exemple.

Par défaut on supposera que les martingales satisfont E(M?) < oo pour tout
t>0.

Exercice 14.12.1. Soit (B;)i>0 et (B;)i>o deux mouvements brownien indé-
pendant et (M;)i>0, (Ni)e>0 deux martingales continue issues de 0.
— Si (M, M) = (N,N) p.s alors M = N p.s. FAUX
— limnﬁoo|zz 1Bk (Bﬁ — Bb) —Zzle@(B@ —Bb” = 1. VRAI
— (B, B); = 0. VRAI
— (2B - B,2B — B); = 3t. FAUX
Solution 14.12.2. En effet,
1. Non, On peut choisir M = B et N = B alors (M, M), = (N,N); =t p.s
pour tout ¢.
2. Oui

nanlJZ (Be = Bio1)(Be — Bir )| = (B, B)1 = 1

en probabilité.

3. Oui, on peut vérifier que B;B; est déja une martingale.
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4. Non, On a

(2B — B,2B — B); = 4(B, B), — 4B, B) + (B, B),
= bt.

Exercice 14.12.3. Soit (M;);>o une martingale continue, X; un processus
continue et S, = inf{t > 0, (M, M), > €}.

— Silim, 0 EQ \X% — X1 |?) =0 alors X; = X p.s FAUX

- ]E((]\415/\S5 - MO)Q) S € VRAI

— {(M, M), =0} C {M, = My} p.s. VRAI

— {M, = My} C {(M, M), =0} p.s. FAUX

Solution 14.12.4. En effet,

1. Non, ici on a simplement que la variation quadratique de X est nulle.
C’est par exemple le cas pour X & variation finie.

2. Oui (My — My)? — (M, M); est une martingale. Donc avec S, un temps
d’arret on a

E((Mins, — Mo)?) = E((M, M)¢ns,)
<e

par définition de S..

3. Oui, (rappel notation ’ensemble ici est {w € , (M, M);(w) = 0} C Q).
On réécrit {(M, M)y = 0} = Neso{{M, M) < €} = Neso{Se > t}. Fixons
71,€ > 0. Alors par la question précédent

P({t < 8.} N {|(My — Mo| > n}) < %E(ltgss (M, — Mp)?)
< %E«MMS& — Mp)?)
< %

On a alors que P(Neso{t < S} N {|(M; — Mp| > n}) = 0 quelque soit
1 > 0 et on peut conclure P({(M, M); = 0} N {|(M; — Mp| > 0}) = 0.

4. Non, Par exemple soit B un mouvement brownien et T' = inf{t > 1, B; =
0}. Alors M; := Biar est une martingale continue. On a que P(Msy =
0) = P(T < 2) > 0. Donc P({Mz = Mp}) > 0. Par contre (M, M), =
(B,B)aar =2 AT > 1. Donc P({(M, M)s = 0}) = 0. En particulier on
ne peut pas avoir {Ms = My} C {(M, M), = 0}.
Exercice 14.12.5. Soient (X¢)¢>0, (Y;)i>0 des semimartingales continues issue
de 0.
— E(X1Y1) =E(X,Y);). FAUX
— Si pour tout s > 0, lim,_ E(Z,Eislj |V — Yio1]?) = 0 alors YV est a
variation finie. VRAI
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— Si il existe A un processus a variation finie tel que X = Y + A alors
(X,Y)=(X,X)=(Y,Y). VRAI

— Si X, Y sont des matingales avec (X,Y); = 0 alors X et Y sont indépen-
dantes. FAUX

Solution 14.12.6. En effet,

L. Non, Ceci n’est vrai que pour des martingales (ie si X et Y n’ont pas
de composante a variation finie). Par exemple si X = A et Y = A deux
processus & variation finie. Alors (X,Y) = 0 mais a priori E(X;Y;) # 0.

2. Oui, On écrit Y = M+ A avec M une martingale continue et A & variation
fini. On a que

Lns)
lim E(E Vi — Y |?) = (Y, Y)s = (M, M), =0
n—oo n n

k=1

pour tout s. Donc M = 0 p.s (voir exercice précédent ou utiliser que
E(M?2) =0). Donc Y = A est & variation finie.

3. Oui, On a ici que X = M + AetY = M+ A+ A avec M une martingale
continue et A, A a variation finie. Alors

(M, M) = (X,Y) = (X, X) = (\,Y).

4. Non, On peut construire le contre-exemple suivant. Soit B, B deux mou-
vements browniens indépendants et X une bernoulli : P(X = 0) =P(X =
1) = 1. On pose F; = o((By)s<t: (Bs)s<t, X), en particulier X est F
mesurable. On pose M; = X B; et M, = X B, alors on vérifie que M et
M sont des martingale et que (M, M ) = 0 p.s. Par contre pour tout ¢t > 0
on a

{M, =0} = {X =0} = {M, = 0}
p.s. Les martingale M et M ne sont donc pas indépendantes.

Exercice 14.12.7. Soit (M;);>o une martingale continue avec My = 0. Pour
n € N* on pose T, = inf{t > 0: |[M;| > n} et S, =inf{t > 0: (M, M), =n}.
— {limy 00 M; existe et est finie} = (J,, cy{Tn = o0} VRAI
— {T,, =00} C {{M, M) < <} p.s. VRAI
— Pour tout n, E(M?2,g ) < oo. VRAI
— {limy_, oo M; existe et est finie} = {(M, M) < 00} p.s VRAI

Solution 14.12.8. En effet,

1. Oui, Puisque M est continue,
{tlim M, existe et est finie} C {In € N,Vt > 0, |M;| < n}
—> 00

= U{Tnzoo}

neN
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Inversement soit n € N. Alors Mar, est une martingale uniformément
bornée. Donc elle converge p.s. Donc

{T,, = o0} N {tlim M, existe et est finie} = {T,, = co} N {tlim Miar, existe et est finie}
—00 —00
={T), = oo}

c’est adire {T,, = oo} C {limy_,o0 M; existe et est finie} et donc Upen{T}, =
oo} C {limy_, o, M, existe et est finie} .

2. Oui On a
E(17, =0 (M, M) o) = lim E(17,—c(M, M)inT,)
< 1
< Jlim E((M, M)inr,)
— i 2
= lim EOf2q,)
<n?
< 00
et donc P({T;, = oo} N {(M, M) = c0}) = 0.

3. Oui, on a directement que
]E(MEAS,L) =E(M, M)ps,) <n < oc.

4. Oui, Avec la partie 1 et 2 on a que {lim;_,o M; existe et est finie} C
{{M, M) < oo}. Montrons I’autre inclusion. On a

{{M, M) < 0} = Upen{{M, M)s <n}=Unen{Sn = c0}.
On a que My,s, est une martingale uniformément bornée dans L? donc
elle converge p.s. (et dans L?). Alors comme dans 1,
{8, =o0}N {tll)rgo M, existe et est finie} = {S,, = oo} N {tlif’élo Mips, existe et est finie}
= {Sh = oo}

c’est adire {S,, = oo} C {lim;_, o M; existe et est finie} et donc Uy, en{S, =
oo} C {lim;_, oo M; existe et est finie} .

14.13 Feuille d’exercice 13 : Integrale stochas-
tique. Correction

Rappel : Pour M une martingale continue borné dans L2, A un processus
a variation fini et H € L?(M) un processus adapté, on notera fg H,dMg =
(H - M) lintégrale stochastique associé¢ & H et M et fot H,dA(s) = (H - A),
I'intégrale pour la variation finie associé a H et A.

Pour chacun des exercices suivant, dites si les affirmations correctes ou non.
Expliquer ou donner un contre exemple.
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Exercice 14.13.1. Soit A un processus a variation finie, M une martingale
continue bornée dans L2.

Soit Fy := fot cos(M;)dA(s). Alors (F;);>0 est a variation finie p.s. VRAI
(F})i>0 est une martingale. FAUX

Pour tout t > 0 : E( [} sin(M)dM,) =0 VRAI

sin(My) = fot cos(My)dM,. FAUX

Solution 14.13.2. En effet

1.

Oui, | cos(M,)| < 1 donc Fy est a variation finie p.s. (On a méme ici que
la variation de F} est bornée par celle de A;. En notant v = cos(M)dpu
on a bien que |v| = |cos(M)||p| < || est une mesure finie.)

2. Non. Il s’agit ici d’une intégrale & variation finie.
3. Oui, Par définition de l'intégral stochastique Ny := fot sin(M;)dM; est

une martingale. Donc E(N;) = E(Np) = 0.

. Non, On verra avec plus tard avec la formule d’Ito quelle est la formule

correcte. Ici on peut se persuader que le terme de gauche n’est pas une
martingale. Par exemple si My = —%5 et M, non constante égale a —3
alors on aurait E(sin M) > —1 = E(sin My). Absurde. Autre exemple
avec M, un mouvement brownien alors on peut voir que sin(B;) est borné

mais qu’elle ne converge pas p.s

Exercice 14.13.3. Soit M, une martingale continue uniformément bornée dans
L? et un processus adapté H € L*(M).

(H-M); = fot H,dM, est une martingale continue uniformément bornée
dans L?. VRAI

E((H - M)?) = E(J} |H,[?d(M, M);) VRAI

Si il existe C' > 0 tel que H, < C pour tout s > 0 p.s alors il existe C’
tel que (H - M)s < C pour tout s > 0 p.s. FAUX

((H-M),(H-M)); converge p.s. et dans L'. VRAI

Solution 14.13.4. En effet

1.
2.

Oui, C’est directement la définition de I'intégrale stochastique.

Oui, En ne considérant que les martingales sur I'intervale [0, ¢] et non sur
[0,00) c’est essentiellement I'isométrie entre H avec la norme || M]3 =

E(M?) et I'espace L?(M) avec la norme ]E(fot |H[2d(M, M),).
t
E((H - M)}) = |(H - M)|f = | Hllz2ar) = E(/O |Hy[?d{M, M),).

On aurait pu aussi utiliser la propriété (H - M, H - M), = H? - (M, M),
et donc

E((H - M)?) = E((H - M, H - M);) = E( / HLPd(M, M),).
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3. Non, Par exemple avec M un mouvement brownien et H, = 1jg 1)(s) alors
(H - M)s = Bsa1 est une gaussienne de variance s A 1 et n’est donc pas
bornée.

4. Oui, Par définition (H - M, H - M); est monotone croissante positive. De
plus on a pour tout ¢

B(H M. H M) < B( | HZOLM)) = [H] o < o0
0

Exercice 14.13.5. Soit B, un mouvement brownien. Soit (Hy)s>¢ un processus
adapté uniformément borné.
— E((H - B)?) = [ E(|H,|?)ds VRAI
— Supposons Hy = 1p,>¢. Alors pour tout s on a (H - B); > 0 p.s. FAUX
— B? =2 [ BydB,. FAUX
— 2} BB, = B} —t VRAI

Solution 14.13.6. En effet

1. Oui. On a toujours
t
B(H - B} (| Hd(B.B).)
0
t
—5(/ |#,}ds)
0
t
:/ E(|H,|?)ds

0

ot on utilise Fubini & la derniére ligne (car H? est positive).

2. Non, Par définition (H - B) est une martingale et donc E((H - B);) =
E((H - B)g) = 0. Supposons qu’elle soit positive, alors (H - B); = 0 p.s.
Absurde. (avec probabilité non nulle, B > 0 sur [1,2] donc (H - B) # 0
avec une probabilité non nulle.

3. Non, Par définition de I'intégrale stochastique, fot BsdB; est une martin-
gale et donc E(2 fot BsdB;) = 0 alors que E(B?) = t.

4. Oui. Lors de la construction de la variation quadratique on avait décom-
posé sous cette forme

Mt2 = Z(Mt7 - Mt1—1)2 + 22 Mti—l(Mti - Mti—l)

i<n i<n

et on avait montrer que Y . (M, — My, ,)*> = (M, M); en probablité
lorsque n — oo avec max;<y, |t; — t;—1| — 0. On a également que

t
ZMti—l(Mti _Mti_l) —>/ MdM;.
0

i<n
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Dans le cas particulier ici (B, B); =t et donc
¢

B? :t+2/ B,dB,
0

Exercice 14.13.7. Soit a un processus & variation finie, My une martingale
continue bornée dans L? et H, un processus adapté uniformément borné (3C' >

: |[Hs| < C p.s pour tout s > 0) et continue. Soit 0 < tﬁ”) < t(n) < <

t,():) =t une segmentation de [0,¢]. On supposera que max;<y, \tl(i)l t§")| -0
lorsque n — oo. Pour tout n on choisit une suite 0 < y(") < y](gz) < t tel

() 1)

quey( )G[l s pour tout i < p,,.

(n)

— Quelque soit le choix des y; ’ on a pour n — oo

pn_l

Z Hygn)(At’(:n) t(n) —>/ HdA
1=0

en probabilité. VRAI

— Quelque soit le choix des y( )

on a pour 1 — o0

pn—1

ZHW M, — M, ) —>/HdM
=0

en probabilité. FAUX
— Si pour tout n,1 y(") tl(ﬁ)l alors K := Zf:o Hyin) (My, — My, ) est
une martingale discréte. VRAI

) = +{™ alors pour n — oo

— Supposons M borné. Si pour tout n,i y;"

E ( > My (M, - Mti_n) S E((M, M),)

i=0
VRAI
Solution 14.13.8. En effet

1. Oui. C’est toujours le cas pour les intégrales a variation finies. (Rappel
de la preuve

pn—1 pn—1

| Z Hygn) (Atgn) t(n) Z H.,(”n) t(n) tgi)l)‘ < ?ng |Hﬂ£n) - Hglgm | Z |At7(;n) —A

—0

par uniforme continuité de H.

2. Non, Ici c’est essentielle que y; = t;_1. C’est I’équivalent que le processus
soit prévisible lorsqu’on construit une martingale dans le cas discret. Par
exemple avec H = M = B un mouvement brownien

pn—1 pn—1

Z th(Bt7 - Bti—l) - Z Bti—l(th‘, - Bti—l) - <BaB>t =t
=0 1=0

|
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3. Oui Lemme Fondammental au début du cours. (Juste garder toujours cet
exemple en téte pour la définition de 'intégrale stochastique).

4. Oui, Puisque Z?:o M, (M, —M,, ) est une martingale. E(Zfzo My, (M,,—
M,, ,)) =0 et alors

Pn—1 Pn—1
E (Z Mti (Mti - Mtil)) =E ( (Mti - Mti—l)(Mti - Mtil))
=0

=0
= E((M; — Mo)?)
= E(<M7 M>t)

Exercice 14.13.9. Soient M and N deux martingales continues bornées dans
L? et K, H des processus adaptés et bornés.

— (K- (H-M)),=(H- (K- M)), VRAI

— (H-M,N);=(M,H -N), = fot H,d{M,N)s VRAI

— (H-(M+N),K-N);=(HK)-(M,N); + (HK) - (N,N); VRAI

— Si (Bt)t>0 est un mouvement brownien alors (B, B - B), = tB, FAUX
Solution 14.13.10. En effet

1. Oui. On a
(K- (H-M)), = ((KH) M), = (H - (K- M)),.
2. Oui cela se note également
(H-M,N)y=H -(M,N)y=(M,H-N);

3. Oui, c’est simplement que H-(M+N) = H-M+ H-N puis par bilinéarité
du crochet de martingale.

4. Non Ici on a .
(B,B-B);=B-(B,B); = / Bds
0

14.14 Feuille d’exercice 14 : Formule d’Ito

Pour chacun des exercices suivant, dites si les affirmations correctes ou non.
Expliquer ou donner un contre exemple.

Exercice 14.14.1. Soit X = M + A une semimartingale avec A un proces-
sus & variation finie et M une martingale continue bornée dans L?. Et B; un
mouvement brownien.

— exp(yB; — ";t) =1+ f; exp(yBs — 'Y;s)dBS. FAUX

— sin(M,) = [ cos(M,)dM, — § [} sin(M;)ds. FAUX

— X}~ X§ =3[ X2dX, +3 [} X,d(M, M), , VRAI

— [y sdBy =tB; — [, Byds. VRAI
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Solution 14.14.2. En effet
1. Non, Il manque juste le facteur v devant l'intégrale. Plus généralement
. 2
c’estt la martmga}e de la forme exp(yM; — % (M, M);) = exp(yMy) +
v Jo exp(vMy— % (M, M),)dM,. On peut refaire le calcul avec la formule

dTto : f(z,y) = €25V, 0o f =7f, Oyf = =% f Dpuf = et alors

t 2

2 2
exp(y %s)st - /exp('yBs - ls)ds

exp(yB; — —t =1+~ 5 5

2

42
exp(yBs — ?s)dB

/
% [ et - S oas. B
1 [ e

2. Non, La formule d’Ito donne f(x) = sin(x), d,f = cos(x) et Oz f =
—sin(z).

sin(M;) = /0 cos(MS)dMs—% /O sin(M,)d(M, M),.

3. Oui, Avec f(z) = 23 0,f = 322 et Oppf = 62. Et on a que (X, X); =
(M, M),. La formule d’Ito donne bien

t t
X} - X3 = 3/ X2dX, + 3/ X,d(M, M),
0 0

4. Oui, C’est l'intégration par partie avec Xy = By et Yy =tou (X,Y); =0
car Y est & variation finie. On aurait pu aussi simplement utiliser la
formule d’'Ito avec f(z,y) = zy.

Exercice 14.14.3. Soit X = M + A une semimartingale avec A un processus a
variation finie et M une martingale continue bornée dans L?. Et f une fonction
Cc2.

— M| = |M0| + [ sign(M,)dM,. FAUX

— f(Xy) — f”( s)d(X, X)s est une martingale. FAUX

— X? - M? est une martingale. FAUX

— XM, = XoMo + 2 [} MydM; + [ MydAg + (M, M),. FAUX

Solution 14.14.4. En effet

1. Non, La formule d’Ito n’est valide que pour les fonctions C2et ne peut
pas étre utilisé pour  — |z|. En particulier ici le terme de droite est une
martingale mais pas le terme de gauche.

2. Non, il reste le terme de varation fini de dX.

f0) =5 [ P x), = f)+ [ rengin [
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3. Non, Par exemple M =0 et A; =t.
4. Non, La formule d’Tto avec f(x,y) = xy donne

t
X, M, = X0M0+/(M + Ag)dM, + MdA

[onansd faxon. ] a0,

= XoM, + 2/ ModM, +/ MydA,
0 0
t
+/ AsdMs + (M, M),
0

Exercice 14.14.5. Soit By = (B4, Bt) un mouvement brownien dans R2, 0 <
€<1,T=inf{t:||B;+ (1,0)| = €} et sign(z) = 1 siz > 0 et —1 sinon

— [!B,dB, = B,B, — [\ BdB,. VRAI

— log||Biar + (1,0)]| est une martingale. VRAI

— fo (1r<¢ — 1p>¢)dB;s est un mouvement brownien. VRAI

— fg sign(Bs)dB; est un mouvement brownien. VRAT

Solution 14.14.6. En effet
1. Oui, c’est encore la formule d’intégration par partie avec (B, B)t =0 car
les mouvements browniens sont indépendants.
2. Oui. On peut Vérﬁer que h(z, y) = log(2? 4+ y?) est harmonique sur R? \
2
{(O, 0)} 3£h = w2+y2, awh (x2+y2 2, 3 h 2+y2, ayyh W et
donc Ah = 0. On en déduit que log || Biar + (1,0)|| = 2h(Biar + (1,0))
est une martingale.

3. Oui. On peut remarquer que

Bt SlTZt

W = (lp< — Irs4) - B =
(rge = 1r>0) {2BT—Bt siT <t

Par principe de réflection M est un mouvement brownien. Autre preuve.
On a <VI/7 W>t = ((1T§t — ]-T>t)2 . <B7B>)t = (]. . <B,B>)t = t. Par le
critére de Lévy, W est un mouvement brownien.

4. Oui, De méme on a (sign(B) - B,sign(B) - B) = (sign(B))? - (B, B) =
1-(B,B) = (B, B). Et on conclue avec le critére de Lévy.

Exercice 14.14.7. Soient MS,MS des martingale continues bornée dans L2
issue et Hg, Hy des processus adaptés et borné.
— (H-M)} = [, H2dM, + 1 [ H2d d(M, M),. FAUX
— E((fy HodM.)(f; H.dM)) =E(f;"" HHd(M, 3),). VRAI
— f((H-M)) = F(0)+]; Hsf’((H~M)s)dMs+2 Jo H2f"((H-M),)d(M, M),
VRAI
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— B(((H = H)- (M — M))?) <E((H — H)})E((M — M)?). FAUX
Solution 14.14.8. En effet

1. Non, En notant X; = fot H,dM; on peut écrire dX, = H,dM, et d(X, X )4
H2d(M,M). La formule d’Ito donne alors

t
X? = 2/ XodX, + (X, X),
0
t s +
:2/ (/ HudMs)Hdes+/ HZ2d(M, M),
0 0 0

2. Oui. On note N; = fg H,dM, et N, = fot H,dM, et remarquer que N et
N sont deux martingale issues de 0 . Supposons ¢ < t’. Par définition de
I’espérance conditionnelle

E(N;Ny) = E(NJE(Ny | F)) = E(NN,).
De plus
E(N:N;) = E((N,N);) = E((H - M, H - M);) = E(HH) - (M, M),)

3. Oui, comme pour le 1 pour X = H - M, on note dX; = HsdM; et
d(X,X)s = H2d(M, M),. C’est alors la formule d’Tto.

4. Non, Par exemple on peut choisir H; = H; alors le terme de droite donne
0. Alors que le terme de gauche est a priori strictement positif. (Par
exemple H; = 1 et H; = 1¢>1,. M = B un mouvement brownien et
M =0.)

Exercice 14.14.9. Soit M, une martingale continue uniformément bornée dans
L? issue de 0 & accroissement indépendant et un processus adapté H, € L2(M).
— (M, M); = E(M?) p.s. VRAI
— E(exp(y(M; — My))) = exp(LE((M; — M,)?)). VRAI
— M; — M est une gaussienne. VRAI
— Avec E(M?) dérivable et dont la dérivée Fy = SE(M?) > € pour tout ¢
pour un certain € > 0. alors (% - M) est un mouvement brownien. FAUX

Solution 14.14.10. En effet

1. Oui, ceci n’est vrai bien sur qu’avec la condition “a accroissement indé-
pendant”. (voir feuilles précédente) On sait que M? — E(M?) est une
martingale. Par définition de la variation quadratique (unicité¢) on a
(M, M), = E(M?).

2. Oui, On utilise la martingale exponentielle exp(yM; — g(M, M)y). Ici
cela donne

2 2
2 2 Tl 2
E(e’yMt|]:s)e 5 ]E(M,) — e’yMse 5 E(Mg)

donc

B (VM Mo) | ) = o (M7 (M)
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et on peut conclure avec E(M?—M?2) = E((M;—M,)?) et E(E(e¥(M:~
E(e'Y(Mt_Ms))_
3. Oui, On a bien que la transformée de Laplace est de la forme exp(75- it ).

4. Non. Par contre, on peut vérifier que (T - M); est un mouvement brow—

. t t
n1en.<ﬁ~M,ﬁ~M>t—f<M M)y = [o #-d(M, M), = [y 3-Fids =
t. Et conclure avec le critére de Lévy.

s))



Chapitre 15

Corrections des Examens

15.1 Devoir maison 1 : Martingales Discrétes, Cor-
rection.

15.2 Enoncé

Probléme 15.2.1. Quatres personnes Alice, Bob, Claire et David jouent au
jeu d’argent suivant. Un réel n € (0,1) est fixé pour toute la partie. Alice (resp
Bob,Claire et David) commence la partie avec Ay > 0 argent (resp By, Cy et Dy)
et on note (A,, By, Cy, D,) leur argent respectif au temps n. A chaque temps
deux joueurs sont tiré aléatoirement de maniére équitable. Ces deux joueurs
misent une méme somme égale & nx « l’argent dont dispose le plus pauvre des
deux ». Puis ils parient a pile ou face avec une piéce équilibré et le gagnant
remporte la mise. Le jeux se répéte alors de la méme maniére.

Exemple : & n = 1 Bob et David sont tirés et By < Djy. Ils misent donc
chacun nBy. Bob gagne. Alors By = By +nBy, D1 = Dg—nBy . Rien ne change
pour les autres joueurs A; = Ag et C1 = Cy.

1. Montrer que chaque joueur joue une infinité de fois.

2. Montrer que A,, est une martingale.

3. Montrer A,, (resp (Bp,Chp,Dy)) converge p.s. Quelles sont les limites
possibles 7

4. Justifier que la convergence est dans L'. Quel est la probabilité que A,, —
0 pour n — o0 ?

5. Dans la suite on supposera qu'’il n’y a plus que 2 joueurs Alice, Bob
et qu’au début de la partie Bob dispose d’'une quantité illimité d’argent
Ag =1 et By = co. Justifier que log A,, est une surmartingale.

6. Proposer le comportement asymptotique de %log A,. En déduire une
autre preuve que A, — 0 p.s

7. Avec n = %, pour quel a € R log A,, + an est il une martingale ?

135
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8. Soit T' = inf{A,, < 1071°}. Montrer que wl‘ifglo <E(T) < M.
Est ce cohérent avec le comportement asymptotique de la question 67

Probléme 15.2.2. Soit A = [-L, L] x [-L, L] NZ? avec L € N. On considére
(X )nen la marche aléatoire usuelle sur A, c’est a dire la chaine de Markov telle
que pour tout (z,y), (’,y") € A

st o —a'[+ ]y’ —y| =1
sijle—2/|+ )y —yl>1

(resp %) si (z,y) = (2/,y') et que (z,y)
est sur le bord (resp le coin) de A

P(Xn = (2, y")|Xn1 = (z,y)) =

= O =

Soit T_y, = inf{n : X,, € {—L} x [-L, L]}, Ty, = inf{n : X,, € {L} x [-L, L]},
S_p=inf{n: X, € [-L,L] x {-L}}, Sp =inf{n : X,, € [-L,L] x {L}}. On
notera JF,, la tribu canoniquement associée a (X, )nen-
1. Montrer que T_, 71, et T, AT, = min{T_,, Ty} sont des temps d’arret.
2. Onnote A° = [-L+1,L—1]x[-L+1,L—1]NZ? C A. Montrer que pour
tout a,b,c € R la fonction f: A — R donnée par f(z,y) :=ax + by + ¢
est harmonique sur A°.

3. Supposons Xy = (2, o). Calculer P(T_;, < T1) et P(S_1 < S1).

4. On note OA = A\ A°. Soit u : OA — R, on cherche h : A — R tel que h
est harmonique sur A° et h|spp = u. Proposer une formule permettant de
construire h. Cette solution est-elle unique ?

5. Dans cette question on suppose

6 siz=—L

0 siz=1L

-5 siy=—-Letx¢{-L,L}
3 siy=Letxz ¢ {—L,L}

Soit h comme dans la question précédente. Calculer (0, 0).

6. On pose Y,, = || X,,||? et on note T'=T_;, AT, AS_1, A Sr.. Montrer que
Yoar — n AT est une martingale.

7. Pour Xo = (0,0), montrer que L? < E(T) < 2L2.

15.2.1 Correction
Solution 15.2.3.

1. Notons &4 = 1 si Alice joue au tour n et 0 sinon. (£2),en sont des
variables indépendante iid et E(&{Y) = % = % Par la loi forte des grands

LN A N A ot A
nombres + >, &4 — 5 p.s.et donc o &7 — 00 p.s c’est a dire que

Alice joue une infinité de fois avec probabilité 1. Méme conclusion pour
Bob, Claire et David.
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2. Pour tout n, 0 < A,, < Ag+Bo+Co+ Dy donc E(|A,,|) < oo et A, est F,
mesurable pour la tribu canoniquement associé au processus. A chaque
temps n, on note (' = 1 si Alice joue et gagne , —1 si elle joue et perd et
0 si elle ne joue pas et m,, la mise au temps n. Puisque & chaque temps n
le dé est équilibré et indépendant de F,, _1,my,. E((o(Frno1,my)) = 0.
Donc

E(An|-/rn71) = Anfl + E(C;?ananl)

=A,_1+ E(E(Cyﬂo'(fn—l?mn))mnl}—n—l)
= Anfl

ou on a utilisé que A4,,_1 est F,_1 mesurable, que m,, est o(F,—_1,my) et
la propriété de concaténation de ’espérance conditionnel. Donc A, est
bien une martingale.

3. Puisque A,, est une martingale positive, elle converge p.s. Méme chose
pour B,,,C, et D,. Montrons que 0 et S = Ag + By + Cy + Dy sont les
seules limites possibles. Soit a € (0,.5) et supposons que A,, — a. Puisque
B, +C,+ D, — S—al'une de ces trois martingales ne converge pas non
plus vers 0. Par symmétrie supposons également que B,, — b, b € (0, .5).
Alors A, et B, sont des suites de Cauchy donc il existe N tel que pour
tout n > N, |[A, — Ay < %77 min(a,b). Or avec probabilité 1, A, et B,
jouent ensemble une infinité de fois et a chaque temps i tel que c’est le
cas A;11 = A; £ nmin(A4,, B,) il existe donc une suite infinie de temps
i tel que |A;41 — A;| = nmin(a, b). Absurde.

4. La martingale étant uniformément bornée par S elle converge dans L.
Puisque A,, est une martingale

E(AO) = E(An) = E(lAn—mAn) + E(lAn—nS’An)
= 0xP(4, =-0)+ S xP4, = 595)

lorsque n — 0o par la convergence L. Ainsi P(A,, — S) = % et P(4,, —
_ A

0)=1-7%.

5. A, est une martingale et x — log(x) est une fonction concave donc
log(A,,) est une surmartingale (Jensen).

6. On aici A, = (1+n¢2)A,—1 donc log A, =log Ao+ > ;- log(1+n¢2).
On a ici une somme de variable indépendantes iid. Donc par la loi forte
des grands nombre

1 1
—log A, — E(log(1 + ') = 5 log(1 - 7°)

p.s. Puisque log(1 — n?) <0, log A,, — —oo c’est a dire 4,, — 0 p.s.
7. On a

E(log A, + an|F,) =log A,—1 + a(n — 1) + E(log(1 + an‘)|]:n) +

= 1og Au -1 +a(n — 1) + (5 l08(1 7)) + )
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log A, + an est il une martingale ssi o = —% log(1 — n?) = —1 log(2).

8. Par la définition de T, Ap_; > 10710, Ap < 10719 et donc A > (1 —
nAp_1 > %10_10. Puisque A,, — 0 p.s on a que T' < 0o p.s. . Pour tout
n, An, < (14+n)"Ap et donc

[log Apar + an AT| < (log2 + |a|)n A T.
Par le théoréme de l'arret pour tout n,
0=E(log Ag) = E(log Apurr + an A T)

donc

1 1 1. 101log 10 + log 2
E(n AT) = —~E(log Aunr) < —~E(log(5107'°)) = %.

Puis nAT est croissante et converge vers T, E(nAT) — E(T). Conclusion
E(T) < mloglaw < 00. Pour tout n, |log Apar + an AT| < (log2 +
«a|)T donc pas convergence dominée

g

0=E(log Aprr + an AT) — E(log A1) + oE(T)

et donc
< 101log 10 + log 2

10log 1
MS]E(T)
« «

Dans la question 6, on trouvait que log A,, ~ —an pour n grand. On
pouvait alors s’attendre a aT = —log(Ar) = 10log 10.

Solution 15.2.4.
1. On a

{T-L =n} =Nicn{Xi ¢ {-L} x [-L, L]} N {X,, € {-L} x [-L, L]}

puisque X,, est trivialement adapté, chacun de ces ensemble est F,, me-
surable donc {T_;, = n} € F,,. Méme chose pour T7, et on utilise ensuite
que le minimum de deux temps d’arret est un temps d’arret.

2. On calcule pour tout (z,y) € A°

Qf(x,y) =

:i(a(x—i—l)—l—by—i—c—i—a(m—1)+by+c

(f(x—I—1,y)+f($c—17y)+f(ai,y+1)+f(33,y—1))

— s =

t+ar+bly+1)+ct+ar+bly—1)+c)
=ar+by+c

donc f(z,y) bien harmonique sur A°.
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3. On choisit f(z,y) = = qui est harmonique par la question précédente
(a = 1,b = ¢ = 0) sur A°. Par le méme calcule on montre quelle est
harmonique sur [—L+1, L—1]x[—L, L] donc Znar_, a1, = [(XnaT_pATy)
est une martingale. Elle uniformément bornée dans [—L, L], donc elle
converge p.s et dans L. Elle est & valeur entiére donc elle est constante
a partir d’un certain rang c’est a dire 7_;, AT, < oo p.s (donc L,—L
sont les seuls limites possible). On a alors

zo = E(z0) = E(zpar_pnr,) = E(wr_pary)
donc
xo =E(xr ar,) = —LxXP(T_p < Tp)+LxP(T_p >Ty) = —2LP(T_ < Tp)+L
et finalement P(T_ 1, < T) = £=Z. De méme avec la fonction f(z,y) =y

on obtient P(S_ < Sp) = 272

4. Pour le probléme de Dirichlet on a la solution suivante

hz) = Eq(u(X7))

avec T =T _p ANTp, NS_p ASp. Puisque T < oo et le domaine borné,
c’est 'unique solution.

5. Par symmétrie de cette chaine de markov. En partant du centre du carré,
chaque coté a la méme probabilité d’étre atteint en premier et on ne peut
pas toucher un coin sans atteindre un co6té avant. Donc

PT=T_1)=PT =T,)=P(T=S.)=P(T=5_1)= i
En utilisant la formule de la question précédente
h(0,0) =P(T =T_p)u(Xr_,) +P(T =Tp)u(Xr,) + P(T = S_p)u(Xs_,) + P(T = Sp)u(Xs,)
= %(6—1—0—5—1—3) =1

6. Ce processus est trivialement adapté et |Y,ar —n AT| < L? +n < oco.
On calcule alors

E(Yn/\T —nA T‘fnfl) = E(ng(n—l)(YT - T)|.7‘-n71) + ]E(]-TZn(Yn - n)‘fnfl)
= 1T§(n—1)(YT -T)+ szn]E((fo + yi —n)[(Tn—1,Yn—-1))

1
= lr<-n(Yr = T) + 1rzn(3 ((@n-1 + D2 +yn 4 (@1 — 1) 4y

FWn1 + )P+ + (Yo = 1)+ 2hy) — 1)
=lrctn-n(Yr = T) + Irsn((@2_y +yi_i+1)—n)
=1lrcn1y(Yr = T) + 115, (Yuo1 — 1 — 1)
=Yn-var —(n—=1)AT

qui donc est une martingale.
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7. (Znar) €t (Yynar) sont des martingales uniformément bornées donc elle
convergent dans L2. On a alors que Y, o7 = 22 .7 + y2 . converge dans
L'. Par convergence monotone on a également que n A T converge dans
L! vers T. Conclusion

0=E(Yy —0) = E(Yyar —nAT) = E(Yy) — E(T).

soit E(T) = E(Y7). On peut conclure en regardant les distances minimale
et maximal entre (0,0) et un point du carré : L? < Yy < 2L2.

15.3 Devoir maison 2 : Mouvement Brownien et
calcul stochastique

15.3.1 Enoncé

Probléme 15.3.1. Soit (B:); un mouvement brownien issue de 0, n > 0 et
k € N. On note y = ((t1,v1), (t2,42), -+, (tkyyr)) avec 0 < t1 < -+ < t = tp
et y1, -+ ,Yn € R (par convention ty = yo = 0). On appelera « parcours » la
fonction f,, linéaire par morceau sur les intervales [t;—1,t;] avec fy(t;) = v,
formellement

(t—tic)yi + (t — t)yioa
t; —ti1

fy(t) = site [ti—lati]~
Et on appelera « circuit » la bande de taille n autour du parcours Cy ,, = {(t,y) €
[0,tp] X R : |y — fy(¢)] < n}. Dans cet exercice on cherchera ici & estimer la
probabilité que le mouvement brownien parcours le circuit sans en sortir lorsque
7 est petit.
1. On s’interesse ici au cas k =1, y; = 0.
(a) Parmi les parcours Cg 1), et C(0,2¢),2n lequel est le plus facile 7 C’est
a dire, a-t-on P(Vt < tp : |By| <) < P(Vt < 2tp : |By| < 2n) ou
I'inverse 7

b) Montrer que P(Vt < tp :|B:| <n) < \/227’777@

(b)

(c) On note T = inf{t > 0 : |B;| = n}, montrer que E(T) =n? .

(d) En déduire que P(Vt < tp: |By| <n) < g
)
)

2
e’z est une martingale pour tout v € R.

(e
(f

Montrer que cos(yBi)
En déduire que pour tout o < 2”7] il existe C' > 0 tel que
o2
P(Vt <tp:|Bi| <) <Ce z'r

quelque soit tp.
(g) Montrer que pour tout |z| <7

PVt <tp:|Bi+x| <n) <PVt <tp:|B<n)

(On pourra introduire le temps d’arret S = inf{t : |B;| = |z|}).
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2. On considére maintenant le cas général.
(a) Toujours dans le cas k = 1 (mais y; quelconque), notons Jy, ,,, =
{Vt <ty :|By — £+t[ < n}. Montrer que

2
v?—2nly1] yi+2nly1l

2
yi—enivil v, _ Y1
e P(Jtluyl) < E(]‘{Vtﬁt1:\3t*%t|<7l}etl " Ztl) <e *r P(Jtlayl)

et en déduire que

v —2nly1| y3+2nly1

e F P(Jy ) SPVE<tp:|B]<n) <e 2r P(Jy )

(b) Pour k =2, et y = ((1,41), (2,¥2)), montrer que

PVt <2: (B — fy(t)| <n)

< P(Jtl,yl) X ‘H}iXP(Vt <1l: |Bt -8 (y2 - yl)t| < 77)
s|=n

(¢) Pour k quelconque, On suppose que pour tout i, t; = i, c’est a dire
Y= ((Lyl)v (27y2)7 ) (kaykr)) Montrer que

logP(Vt < k: |By — fy(t)] <n)

S_

N | =

k
D (v —yi-1)® + klog P(Vt < 1:|By| < n) +o(1)
i=1

lorsque n — 0.

(d) On note g = ((1,1),(2,2)) et ¥’ = ((1,2),(2,2)). En supposant qu’a
une constante prés qui ne dépend ni des y; ni de n l'inégalité du
dessus soit une égalité, parmi ces deux circuit g et ¥y’ lequel est le
plus « facile » lorsque n — 07

Probléme 15.3.2. Soient (X,,)nen des variables réelles iid symmétriques (donc
E(X;) = 0) et E(X?) = 1. Soit M,,, un processus dans C (que I'on identifiera
avec R?) définit de la maniére suivante :

M, _1
M, 0 M, =M,_1+i———X,,.
e ST

Soient B; = (Bt(l), Bt(2)) un mouvement brownien dans R?. On notera Hy un
processus continue adapté de matrices Hy € R?*2,

1. Etude du modéle discret :
(a) Veérifier que M,, est une martingale dans C.
(b) Si P(X; =1) =P(X; = —1) = 5 (Bernoulli), montrer que |M,|? est
déterministe et déterminer sa valeur.
2. Etude du modéle continue dans le cas générale : On notera

t
(H-B), = / H,dB,
0

I'intégrale stochastique dans R2.
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(a) Montrer que ((H - B),(H - B)); = fot HTH.ds
(b) En déduire que si Hy est a valeur dans O(R?) ’ensemble des matrices
orthogonales sur R? alors (H - B) est un mouvement brownien.

3. Ici on suppose que H,; est la projection orthogonal de rang 1 dont le
noyau est N; := ((3) + (H - B)t> € R? (et I'image le vecteur {N;}+ ).

C’est a dire pour tout ¢t on a

H? = H, € R**? H,N; = (8) .

On admettra que Hy est bien définit et continue.

(a) Soit (X )nen et M, comme dans le cas discret avec X; est une gaus-
sienne et My = \/n+1i0 = (?) (ot on a identifi¢ R? = C). Montrer

que pour tout t, ﬁM [nt] converge en loi vers Ny . (on pourra ap-
proximer H; par une fonction constante par morceau.)

(b) Exprimer R; := ||N¢||? a I'aide de la formule d’Ito.

(c) Avec Ty = inf{t : R, = i} et Tyo = inf{t : R, = 10} Donner
P(Tlo < T%)

15.3.2 Correction

Solution 15.3.3.
1. Dans lecas k=1, y; = 0.
(a) On a
P(Vt < 2tp: |Bt| < 2’!]) = P(Vt <tp: |Bgt| < 27’])
=P(Vt < tp : V2|By| < 21)
>P(Vt <tp:|Bi <n)
ou on a utilisé le changement d’échelle du mouvement brownien a la
deuxiéme égalité.
(b) On a

PVt <tp: [Bi| <n) <P(|By| <)

1 /77 =2

e 2rdx
RV4 27TtF —n
2n

<

;

27TtF

_ =22
car e 2r <1.
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()

On utilise que B? — t est une martingale. Donc par le Théoréme de
P’arret pour tout t,

0=E(B2—0)=E(B:sr —tAT).

Avec la question précédent P(T > tp) < \/22:7:&17 — 0 lorsque tp —

00. Donc T < oo p.s.. Avec BEAT < n?, par convergence dominé
E(B2,7) — E(B2) = n? et par croissance monotone E(t AT) — E(T).
Conclusion E(T) = n?.

Avec Markov

E(T 2
P( < tr: |Bil <) = P(T > tr) < o) = I
tp tp

2 2 2
BN A A . -t i ol —q -
Premiére méthode on écrit cos(yBy)e = = 1(eBrt izt e Bt t)

et on montre que chacun de ces termes est une martingale. On a ici

2
A - .
le méme calcul que pour e?Bt== ¢ Soit s < ¢ on a

E(e”Bﬁét\]—;) iv(Be— S)e”BS"'ét

E(e
( ) i'yBs—&-ét

) 2
777(t75) ez'yBer%t

€

. B ’Y2
= e st-5s

ou on a utilisé que (B — B;) est indépendant de Fy et est une gaus-
sienne de variance t — s. Deuxieme méthode, on utilise la formule

d’Tto avec f(m y) = (vx)e = Oy f = —ysin(yz)eT y Opaf =
77 os(yx)e™ ~v. Alors

—y cos(fyx)e e ) f
2t 2
f(Bi,t) / sin(yBs)e El gdB + 5/ cos(yBs)e ™ °ds
0
7 S
- 7/ s(yBs)e T *d(B, B),

sin(yB,)e T SdB

\

ou on a utilisé que (B,t) = (t,t) = 0 car ¢ est a variation fini.
Conclusion f(By,t) est une martingale par définition de 'intégrale
stochastique. Remarquer qu’on aurait aussi pu conclure directement
en remarquant que O, f = —30,,f et donc f(By, (B, B);) est une
martingale.
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(f) Soit v < % Avec la question précédente et le théoréme de l'arret

2
1 = E(cos(7Bo)e’) = E(cos(yBiar)e =T

2 ,Y2

1< cos(yn)e T 1) + E(lrss cos(yBy)e ™)

2
~

— E(
E(1rs, cos(yn)e 7t>
B(

v

’y

T > t) cos(yn)e™®

ot on a utilisé que YBiar € (—yn,7n) C (5, %) donc 0 < cos(yn) <
cos(yBiaT)- On a alors bien

L e‘gt‘”.
cos(17)

PVt <tp:|By| <n)=P(T >tp) <

(g) On note S = inf{t : |B¢| = |z|}. Alors clairement S < T car |z| < 7.
On note Bt(s) = Biyrs— Bsetona
{sup|B,| >n} ={Bs=xzet sup |BY +z|>n}
s<t 0<s<t—S
U{Bs=—zet sup |BY —z|>n}.
0<s<t—S

Par la propriété de Markov Forte Bt(s) est un mouvement brownien
indépendant de Fg. Par symétrie P(Bg = ) = P(Bg = —z) = % et
ces deux ensembles sont disjoints. Alors

P({iglg |Bs| > n})

=P({Bs=xet sup |B§S) +z| >n})
0<s<t—8
+P({Bs=—zet sup [BYY +z|>n})
0<s<t—S

1
= -P( sup IB(S)+mI>n})+2P( sup |B{®) + 2| > n})

0<s<t—S <s<t—S
=P( sup |B{® +z|>n})
0<s<t—S9

Puisque B(®) est un mouvement brownien et S > 0 on a toujours
s
P(supgc,<ss | B + 2| > n}) > P(supgc.cq | By + 2 > n}) et done

P({sup |Bs| = n}) = P( sup |Bs +z| = n})
s<t 0<s<t

2. On considére maintenant le cas général.
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(a) Sur Jy, 4, on a

vi _mn _ 1By

—n< By, = =
Y1 N> D¢y tl tl —= tl
i o _yiBa i
2t1 t 11 2ty
2 2
yi oy nB, oyl
= exp(s— — ——)<e -
Do =) S ep(T = 50
2 2
et on a également exp(% — 5) < exp(gh — ) a partir de

B, <y —n. Alors

v —2nly1|
€ 1 P(Jtl,yl) =

yf+2n\y1\
) =e 7 P(Jy )

On note Wy = By — t%’—ll et Q la mesure P multilpliée par le poids
up, _ﬁ . .

etr 17 2% Par Girsanov W; est un mouvement brownien pour la
mesure Q.

g ¥
E(Lpvect,jwi|<pye™ 20 21) = Eg(Livictr|wil<n))
=Q(Vt < t1,|[Wi| <)

:]P’(Vt <ti, ‘Bt| < 77)

(b) Pour k =2, et y = ((1,91),(2,y2)) on a

E(L{vi<2:(B— f, (1) <n})
= E(Livi<1:1Bi—yatl<n} Lv< 11 Bea — (w2 ) - <n})

= E(Lyve<t:1B—yt|<nt E(L{w<1: Boys — (2 —y1)t—y1 | <n} [ F1))
= E(Lyve<t:1B, -y t|<n} B(L{we<1: (By 1 — By) — (a—y1)t— (1 — By) | <n} [ 1))

Par la propriété de Markov By := (Byy1 — Bi) est un mouvement
brownien indépendant de Fj. Donc si on définit la fonction h(z) =

Ps(Vt < 1:|B;— (yo—y1)t — (y1 —x)| <n) on a

E(1{vt<1:(Boi1—Br1)— (g2 —y1)t— (1 — B1)|<n} | 1) = h(B1).

Finalement
E(Livi<2:B,— £, (1)1 <n}) = E(Lpwe<i:1 B —y1t)<np 1(B1))

< E(lgvei<i:B,—yit|<n}) sup h(z).
z€(y1—n,y1+n)
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(¢) Comme a la question a) on a

—(wa—y1)2+4n(ya—y1)
2

< sup P( sup |B;+s| <n})
z€(y1—n,y1+n) |s|<n 0<t<1

sup h(zr) <e

—(wa—y1)?+4n(ya—v1)
2

=e P( sup |Bi| < n}).
0<t<1

On note h'®) = P5(Vt < 1:|By — (yx — k1)t — (yp—1 — )| < n) et
on raisonne maintenant par récurence

E(1yve<h:|B,—f, ()| <n})
= E(Lye<h—1:1B,— 1y ()<} E(L <1 (Bo k-1~ Br1)— (wk—vk—1)t— (w1 — Bi—1) | <n} | Fk—1))

< E(lpwesi-vip—fy0i<ny) s (@)
€ (y1—n,y1+n)

—(wa—vy) 2 +4n(ya—v1)
2

SE(gvi<k—1:B.—fy ()| <n})e P( sup |By| < n})
0<t<1

et finalement
logP(Vt < k: |By — fy(t)] <n)
1
< TogP(vt < (k= 1): B — fy(0) < 1) = 500 — p-1)?
+1logP(Vt < 1:|B¢| <n)+0O(n)
lorsque n — 0.
(d) On a d’un coté
(T —90)*+ (o — )2 =12 +12=2

et

W —w0) + (2 —yh)? =22 +0° =4
Dans la formule précédente les autres termes ne dépends pas des y;
et donc on aurait

logP(Vt < 2:|B; — f5(t)] <n) >1ogP(Vt < k:|B, — fy (t)] <n).
c’est a dire g « plus facile » que y'.
Solution 15.3.4. .

1. Etude du modéle discret :
(a) Ona [Mp1| < | M| +|

M,
\Mn,th‘ = |M,| + |X,| et donc
E(|My|) < E(IMol) + > E(1X]) < oo.

i=1
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On a également

M, _
E(M,|Fn_1) = My_1 4 LE(Xp|Fno1)

| M1
M, _
= M,_1 +Z|M" 1|]E(Xn)
n—1
= n—1

et M, est donc bien une martingale dans C.
(b) On calcul
. Mn—l ) ( . Mn—l )
=(M,_1+1 X M, _1—1 X,
( C M| LM
- X2
=M, 1M, 1 —
B ( * |Mn1|2>

= |M,_1]*+1

Donc par récurence immédiate |M,,|? = |My|? + n.

2. Etude du modéle continue dans le cas générale avec

t
(H~B)t:/ H.dB,.
0

as by B
IT[S = <CS ds) et Bs = <B£2)
avec Bgl), ng) deux mouvement brownien indépendant. On a alors

a -BD +p. B2
H-B= (c-B(1)+d~B(2)>

(a) On note

ot (a- BW), = f(f asdB" est Iintégrale stochastique usuelle sur R

et méme chose pour les autres termes.
(H-B)',(H -B)")={(a-BY +b-B® a-BY 4. B®)
=a?- (B, BD)Y + (ba - (B, BY)
+ab(BY, B?) 1 v? . (B B@)
=a?-t+b%-t

On a utilisé que (B, By, = (B, By, =t et (BY,B?), =0
car les deux mouvements browniens sont indépendants. Donc

<<H-B>1,<H~B>1>t=/o o2 + Kds.
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Le calcul pour chacun des autres termes se fait de la méme maniére
et on obtient

t
(H-B)',(H-B)?*), :/ asCs + bodgds
0
t

(H-B),(H-B)Y), = / Gocs + bydyds

t
((H-B)?, (H - B)?), :/ 2+ d%ds
0
En écrivant

T — ( a? + b?—i— asCs + bsds>

ascs + bsds 2+ d?

on a bien ((H - B),(H - B)), = [, H,H!ds.

(b) Si Hy est & valeur dans O(R?) alors pour tout s, HiHI = I, et donc
(H-B),(H-B)); = fg I4ds = tly. Par le Théoréme de Lévy on a
que (H - B) est un mouvement brownien dans R2.

(a) Avec H; un projecteur de rang 1, il peux s’écrire de la forme H; =
T Ugl) 2 2 (1))2 (2)2
uguy Ooll up = e € R?,||w|]® = |ug ' |* + |w; | = 1 pour tout ¢.
t
Alors
(H - B) = (wul - B)
= - (ul - B)
= - (uM - BY 44 . BP),
On peut vérifier que
(w® . BO £ 4@ . By (4, . B 4,2 . gy
- (u(l))2 . (B(l), B(1)> + (u(2))2 . (B(Z), B(2)>
- (u(l))2 St (u(2))2 ot
Et donc
t
((u(l) .BM 442 . B(l)), (u(l) B 44,2 . B(l))>t = / (u(l))2 + (u(2))2ds
0
=1

Par le théoréme de Lévy (u( - Bg) +u® . B§2)) est un mouvement
brownien (dans R) que on note B. On a alors

1 b
N; = (O) —|—/ usdBsy.
0
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On a identifie R? = C. Ici (é

et |ug] = 1, on a u; = :l:le|

) = 1+4+1i0 € C et puisque us L N

constante par morceau ul"” =3 Liea k)( $)ur—1. Alors

t
Ny = lim 1+ / u™dB,
n— oo 0
|nt] ~ ~
27}1_)11501+;Uk 1 Bk —qu)
|nt] Nk ~

:nli_)rr;ol—HZ |Nk 1| (Bs — Bi)

|
4
B
_l’_
Il M
3
S
S
|
r
|

Ici \/n (Bk — B 1) sont des gaussiennes iid et on reconnait alors la
définition de M,

(b) On a f(z,y) = 2> +y* 0, f =2, Opef = 2, 0y f =2y and Oy, f = 2

(1)

us 'dB

et on peut écrire dNg, = | 7oy ~° |. Alors
P : <u§2)d33>

¢ ¢ ¢
IV || = 1+2/ N§1>ugl>st+2/ ug2>N§2>st+/ (ulM)?+(ulM)?ds.
0 0 0
Or |lusl[> = 1 et us L. Ny pour tout s donc (ugl))2 + (ugl))2 =1let
NOWD 4 Ny = 0. Conclusion
INe|? =1 +1¢
(c) Puisque || N[ est déterministe strictement croissant on a Ty = oo p.s

et Tyo =9 p.s. En particulier P(Tyo < T1) = 1.

15.4 Examen Martingale et Mouvement Brow-
nien.

15.4.1 Problémes

Durée de ’examen : 3h.

Probléme 15.4.1.
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1. [Partie Discréte] Soit (X;);en des variables indépendantes identiquement

distribuées avec P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1. On note S, = > | X;.
On note
1 siz >0
signg(z) =<0  siz=0.
-1 siz <0

Pour z € Z, on note T, = inf{n e N: §,, = z}.

(a) Montrer que
[Snl =D signg(Si1) X + 3 1is, o).
i=1 i=1

(b) Montrer que |Sy,| est une sous-martingale.

(¢) Soit a < 0 < b, montrer que T := T, AT, < oo p.s et calculer

P(T =T,).
(d) Calculer E(|St]).
(e) On note O,, = le nombre de fois que S; = 0 pour ¢ < n. Donner
E(Or).
2. [Partie Continue] Soit (B:)i>0 un mouvement brownien. Soit n > 0, on
pose
T siz>n
hy(z) = % +4 size(-nm)
—x siz < —n.

(a) hy est-il C1? C27

(b) Exprimer h(B;) avec la formule d’Tto (On admettra que cette derniére
est également valide pour h,,.)

(c) Montrer que hy,(B;) est une sous-martingale continue.

(d) On note L; = le temps que le mouvement brownien a passé dans
Pintervale (—n,n) jusqu’au temps t. C’est & dire la mesure de Lebesgue
de V'ensemble {s < t,|Bs| < n}. Soit T" = inf{¢,|B;| = 1}. Calculer
E(Lz/).

(e) Montrer que {s < t,Bs = 0} est un ensemble fermé de mesure de
Lebesgue nulle p.s.

(f) Soit w > 0 et X, = inf{t > u,B; = 0} et ¢ > 0. Montrer que
P(3s € (Xu, X, +€),Bs=0)=1.

(g) Montrer que {s < ¢, B; = 0} n’a pas de point isolé. C’est a dire
Ve>0,Vex € {s<t,B; =0}, (x —¢,z+¢)N{s <t Bs =0} # {z}
p-S.

Probléme 15.4.2. .
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1. [Martingale dans R] Soit M, une martingale continue avec E(M?) < oo
pour tout t > 0 et on note (M, M) sa variation quadratique.

(a) Montrer que

Z(ML —Mk—l)?) —0
=1 "

en probabilité lorsque n — oo.
(b) On suppose que E((M, M),) < co. Montrer que M; converge p.s.

(c) On note W; un mouvement brownien issu de z > 0 (c’est a dire

W; = z + B; ol B est un mouvement brownien issu de 0). Soit
T = inf{t > 0,W; = 0}. Montrer que Wixr converge p.s mais pas
dans L'.

(d) En déduire que E(T) = cc.
2. [Mouvement brownien dans R™]

(a) Soit (By);>0 un mouvement brownien dans R™ issu de € R™ \ {0}.
Et 0 < e < ||z||, T = inf{|| B¢|| = €}. Exprimer ||Bia7|| et | Biar|* &
I’aide de la formule d’Ito.

(b) Montrer qu’il existe B un mouvement brownien dans R et A un pro-
cessus croissant tel que ||Biar|| = Biar + Aiar-

(¢) Montrer que I’équation différentielle stochastique dX; = 2/|X|dBs+
mds, Xo = x admet une solution. (Typo, il manquait le 2.)

(d) Sim >3, donner k > 0 tel que h(z) = ”;”k soit une fonction harmo-
nique sur R™ \ {0}.

(e) En déduire que pour m > 3, P(T = co) — 1 lorsque € — 0.

(f) En déduire qu’il y a unicité trajectorielle pour EDS d X = 2\/®st+

mds, Xo =
15.4.2 Correction

Solution 15.4.3. .
1. [Partie Discréte]

(a) On a
Sn + Xnt1 siS, >0
\Sn+1|=|5n+Xn+1|= 1 si Sn:O
—Sp — Xpt1 siS, <0

Donc

|Snt1| = |Sn| + signg (Sn) Xni1 + 1{Sn=0}

et on conclue par récurrence immédiate.
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(b) (méthode 1) (X;)i>o sont des variables iid de moyenne nulles donc
Sp est une martingale. & — |z| est convexe donc par Jensen |S,|
est une sous-martingale. (méthode 2) sign,(S;—1) est JF;—; mesu-
rable donc prévisible. Donc >, signy(S;—1)X; est une martingale
et > 7 4 1ts, ,—o} est croissant. Donc |S,| est une sous-martingale
comme somme d’une martingale et d’un processus croissant.

(¢) (méthode 1) Spap est une martingale bornée donc converge p.s. Elle
est & valeur entiére elle est donc constante & partir d’un certain rang.
Les seules limites possibles sont alors a ou b c’est a dire T' < oo p.s.
(méthode 2) Par le théoréme centrale limite %Sn — Gaussienne
de variance 1. Donc P(Vk < n,Sy ¢ {a,b}) < P(S, € (a,b)) =

( Sn € (5 f)) — 0 pour n — co. On a avec le theoréme de
convergence dominé

0 = E(Spuar) = E(Sp) = aP(T = T,)+bP(T = T,) = (a—b)P(T = T,)+b

donc b
PT=1T,) =——.
( a) b—a

(d) Avec la question précédente

—a  2|ab|

(e) Par limite croissante E(Or) = lim;, 00 E(Orar) et on a

ThAn TAn
E(Ornn) = Zl{sl 1=0}) = E(IS7Anl) — ngno i-1)Xi)
2|ab
b+ |al

lorsque n — oo car le deuxiéme terme est une martingale.

2. [Partie Continue] Soit (By);>o un mouvement brownien. Soit n > 0, on

pose
T siz>n
2 .
hy(z) = {5, +3 size(-nn)
—x six < —n.

(a) On commence par vérifier que h, est bien continue h,(ny) = n =

% + 4 = hy,(n-) et méme chose pour —7. On calcule ensuite

1 € (n,00)
hy(z) =95  z€(-nm)
-1 z € (—o0,—n)
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de méme A (ny) =1 =] = hy(n-) et méme chose pour —n. Donc
h,, est bien C'. Ensuite

0 € (n,00)
Wi@) ={1 we(-nn)
0 z¢€(—o00,—7)

La fonction est donc C? par morceau mais pas C? sur R tout entier.

t
/h/ s)dBs _|_7/0 1356(*77,77)d5

(methode 1) h; est croissante donc h,, est convexe donc par Jensen
hy(By) est une sous-martingale continue. (méthode 2) avec la formule
d’'Tto hy(By) est la somme d’une martingale (par définition de I'inté-
grale stochastique) et d’une fonction croissante. C’est donc bien une
sous-martingale.

Avec la formule d’Ito

Dans le cas n > 1 alors Ly» = T’. Et avec la martingale B? — t on
peut calculer

0=E(B2,,) —E(TAt) = 1—E(T)

Donc E(Ly+) = 1. Dans le cas n < 1 alors

n tAT 1 tAT
Blhy(Bur) =B (§+ [ (BBt 5 [ e pmds
2 0 2n Jo

AT
E / Lp,e(—nmds
0

E (Liat)

Fl= B[~

Par convergence dominé E(h,(Biar)) = E(hy(Br)) =1 et par crois-
sance monotone E (L;ar) — E (Lr). Conclusion

E(Lr)=2n—1"

L’ensemble {s < ¢, B = 0} est fermé car B; est une fonction continue.
Ensuite pour tout n > 0 {s < t,B;, = 0} C {s < t,|Bs| < n}.
On note plus généralement L.(n) qui dépend donc de 7 et comme
précédemment, on a

%E(Lm» < E(hy(By)) < n +E(B).
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Conclusion
E(|{s <t,Bs = 0}]) <E(L:(n)) < 2n° + nE(|Bs|) — 0

lorsque 7 — 0. Donc E(|{s <
t,Bs =0} =0p.s
(Xu) _

(f) X, est un temps d’arret. Par principe de Markov fort on a Bs

t,Bs = 0}|) = 0 c’est & dire [{s <

Bx,+s—Bx, est un mouvement brownien. Donc P(3s € (0, €), B =
0) = 1. Cest a dire P(3Is € (0,¢),Bx,+s = 0) = 1 car Bx, = 0 par
définition.

(¢) Pour simplifier les notations on va supposer t = 1. On découpe !'in-

tervalle [0, 1] en morceau [k2n1 , 3) et on considére la famille de temps
d’arret (X Tn) Alors

1
P ﬂ{HSE(X%,X%‘FE),BS:O} =1
k,n,m
-1 k k

En particulier pour tout intervale [ , 5w si il existe s € [Q—n, 5 )
k

Bs; = 0 alors Xké;nl < 5 et avec E < 5 — X% on a qu’il existe
un autre point dans (Xk 1 ch 1+ Ly c [5L, £) tel que B, = 0.

Conclusion dans tous [k;n ’2”) alors #{Bs = 0} = 0 ou #{B, =

0} > 2. Il n’y a donc pas de points isolés.
Probléme 15.4.4.

N

1. [Martingale dans R] Soit M; une martingale continue avec E(M?) < oo
pour tout ¢ > 0 et on note (M, M) sa variation quadratique.

(a) On a

n

Z\Mk -~ M) <E(sup|ML M| Y |Mx — M )
k=1 "= "

< B(sup | M — Moot [|M; — Mof?)

—0

lorsque n — oo puisque sup;|M i -Mi—1|—0 par uniforme continuité..
(b) On a

E(M?) = E(MJ) + E((M, M);) < E(MZ)+E((M, M)s) < oo

Donc M; est uniformément borné dans L? donc converge p.s.

(¢) Wiar est une martingale positive donc converge p.s. Supposons par
I'absurde qu’elle converge dans L' alors

=E(W,) = E(Wirr) = E(Wz) =0

absurde.
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(d) On a que (W, W)iar = tAT. Par Pabsure si E(T) < oo alors E(W?) <
2?2 + E(T) < oo. Donc Wy uniformément borné dans L? et converge
donc dans L? et donc dans L!. Contradiction.

2. [Mouvement brownien dans R™]

(a) On a avec la formule d’'Tto
mo AT _
|Besal® = el +23 / BOABY + m(t A7)
i=170

et ensuite avec f(y) = /¥, f'(y) = 5= 5 ¢t "(y) = *@%/2' On calcule
la variations quadratiques

Z/MTB@ dB) 22/

t/\T tAT

:42/ 1B [*d(BY, BY)
tAT

:4/ | Bs||?ds
0

On a alors

m tAT B() . m tAT 1 [tAT ||B ”2
_ ./ 2 E ' (1) — ds—= s
HBt/\T” - ||Bt/\T|| - |x||+11/0 ||B || / ||B ” 2 /0 ||BS||3ds'

(b) On calcule la variation quadratique

m tAT B('L ( tAT |B
B, dBf / B e iar
@/ 2K Z/ HB H Z A

tAT B (4)
B ”B ”dB est un

mouvment brownien. Le terme de droite croissant comme intégrale
d’une fonction positive.

()
(c) Avec la question précédente on a d|| B||? = 2| Bs|| Y i~ ”E; HdB

Donc avec le critére de Lévy on a que Y .-,

mds. On pose X = |[By||* qui est alors solution de
dXs = 2/|Xs|Bs + mds.

(d) Avec k = 21 on caleule h(z) = artyr Onh = e iaye,
Op;wih = 21((%& :Z; ffiil . Alors

Yy _ g (m—2(+1))
Ah—;azizih—%(% Ty

qui est donc harmonique pour [ = 3 — 1 c’est a dire k =m — 2.
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()

Soit k comme dans la question précédente on a que h(Biar) est une
martingale car h est harmonique. Alors

2 = E(h(Bunr)) > E(h(Binr)lr<i) = ——P(T <1)

em—2
car h est positive. Donc P(T < 00) = limy_,00 P(T < t) < e™ 22. En
particulier cela converge vers 0 pour € — 0.
Sur {z € R, |z| > e}la fonction x — \/x est lipshitzienne. Il y a donc
unicité trajectoriel jusqu’a T'. C’est a dire soit X et X deux solutions
avec le méme mouvement brownien alors

Xiar = Xiar-

presque surement puisque X & la méme loi que le mouvement brow-
nien en dimension m, Or lorsque € — 0 on a P(T" = o) qui converge
vers 1 et donc X; = X;. p.s pour tout ¢ > 0.



