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Exemples pour l’utilisation des formes
différentielles à la physique de tous les jours

Raphael Ducatez

27 juillet 2026

Nous proposons une introduction au formalisme des formes différentielles et
de leurs applications en physique. Le cœur de ces notes est une longue liste
d’exemples sur des notions habituellement abordées dans des cours de physique
de niveau L1, L2 ou L3.
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Préface
Cette introduction fait suite à des notes précédentes « For the use of exte-

rior form in daily physics, an introduction without coordinate frame» [Duc23]
dans lesquelles j’insistais surtout sur l’aspect géométrique de l’utilisation des
formes différentielles et sur les motivations en physique. On m’a cependant fait
remarquer (à juste titre) que certains points abordés étaient trop avancés pour
être appelés « daily physics». Et de fait, une formulation purement géométrique
et « without coordinate frame» a finalement du sens surtout dans le contexte
de la relativité générale, là où les notions de temps et d’espace se mélangent,
où tous les objets ne sont plus que tenseurs covariant et/ou contravariant et
où la géométrie est d’une grande aide pour garder la tête sur les épaules. Pour
une physique plus terre à terre par contre, cette approche n’est peut-être pas
tellement nécessaire et celle ci manque d’aspect pratique pour faire des calculs.

Ici, j’ai alors souhaité prendre au mot le titre « physique de tous les jours». Le
cœur de ces notes est une longue liste d’exemples, qui ont tous à priori déjà été
abordés dans des cours de physique de niveau L1, L2 (Section 2 ) ou L3 (Section
3 ) et qui ont été réécrits avec le formalisme des formes différentielles. Pour que
ces notes soient auto-cohérente, il m’a semblé tout de même nécessaire d’ajouter
une première partie d’introduction de ces notions en mathématique. Celle ci
est finalement assez standard et similaire à ce qu’on pourrait trouver ailleurs
dans la littérature [Fra11, BBB85, LCC+09, Fla63]. J’ai cependant essayé de
rendre le tout plus accessible à des physiciens, sans passer trop de temps sur les
définitions formelles ou sur les preuves et en ajoutant autant que possible des
formules et des équations «clef en main» telles que par exemple le changement
en coordonnées sphériques ou des calculs systématiques dans R3. Je reprend
également pas mal d’éléments de [Duc23] (figures, tableaux,...), en ajoutant les
calculs en coordonnées, des remarques sur la géométrie et une discussion sur des
« isomorphismes».

Motivations
Le formalisme des formes différentielle date d’Élie Cartan et est donc vieux

d’au moins un siècle. Celui ci est cependant, encore aujourd’hui, vu comme
un objet mathématique sophistiqué est reste assez peu utilisé en dehors de la
physique théorique. Le but de ces notes est d’essayer de démocratiser (vulgariser
on pourrait dire) ces notions et ces outils. Mais tout d’abord pourquoi utiliser
les formes différentielles ?

La première motivation est conceptuelle. Le formalisme mathématique est
paradoxalement plus proche du sens physique et donne, je trouve, un lien plus
direct entre la modélisation et les calculs et ajoute une touche d’«analyse di-
mensionnelle». Ensuite, les outils mathématiques des formes différentielles re-
couvrent ceux de l’analyse vectorielle. Les calculs ne sont pas plus compliqués
que si on n’utilisait simplement A⃗ × B⃗, r⃗ot(A⃗) où det(M) mais les notations
peuvent être à la fois courtes et pratiques. De fait, ces outils sont déjà (sans le
dire) en grande partie utilisés et il s’agit pour beaucoup que d’un changement de
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vocabulaire. Celui ci apporte cependant un point de vue en plus, un peu comme
la mécanique Hamiltonienne vis à vis des lois de Newton. Le formalisme est
surtout beaucoup plus général et devient nécessaire pour des modèles physiques
plus abstrait, ou en plus grande dimension, par exemple, lorsque l’on commence
à travailler dans R4. Enfin, pour citer quelques exemples précis, nous pourrions
mentionner l’utilisation de systèmes de coordonnées non orthonormées, l’opé-
rateur de différentielle extérieur pour l’électromagnétisme ou la dérivée de Lie
pour l’hydrodynamique.

1 Introduction aux formes différentielles

Figure 1 – Les sous variétés dans R4 : point, ligne, surface, volume et
temps×volume.

1.1 Formes différentielles
Commençons par proposer la définition informelle suivante qui motive et

justifie parfaitement l’utilisation des formes différentielles en physique.

Définition 1. Une k-forme différentielle est ce qui s’intègre sur une sous variété
de dimension k.

À la différence du formalisme usuel, il faut ici distinguer parmi les « sca-
laires » les 0-formes qui correspondent aux quantités intensives des 3-formes
qui correspondent aux quantités extensives. Il faut aussi distinguer parmi les
«vecteurs» les 1-formes des 2-formes. Le tout est transparent avec le système
d’unité.
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dimension base quantité unité

0-forme 1

Température K
Pression Pa
Potentiel V

Indice de Réfraction 1

1-forme dx, dy, dz

Gradient de température K.m−1

Gradient de pression Pa.m−1

Champs électrique V.m−1

Potentiel vecteur V s.m−1

Force J.m−1

2-forme

Flot de masse kg.s−1.m−2

dx ∧ dy, Flot de charge C.s−1.m−2

dx ∧ dz, Flot de chaleur W.m−2

dy ∧ dz Radiation W.m−2

Induction magnétique V s.m−2

3-forme dx ∧ dy ∧ dz

Densité de masse kg.m−3

Densité de charge C.m−3

Densité d’énergie J.m−3

Capacité thermique JK−1.m−3

La notation dx indique que l’intégration se fait sur un petit segment dans
la direction dx, la notation dx ∧ dy pour un petit élément de surface dxdy
et la notation dx ∧ dy ∧ dz sur un petit parallélogramme dxdydz. Mais ces
notations indiquent également que objet suivent les règles de calculs proposées
par l’algèbre extérieure que l’on explicitera dans la section suivante.

1.2 Algèbre extérieur
1.2.1 k-vecteurs

Dans Rn, on construit les éléments de la bases pour l’algèbre extérieur à
partir des symboles dx1, · · · , dxn et par combinaison avec le symbole ∧. Chaque
dxi ne peut apparaître au plus qu’une fois. Il est ainsi possible construire jusqu’à
2n termes différents

dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n

que on notera aussi dxI = dxi1 ∧ · · ·∧dxik pour I = {i1, · · · , ik}. On appelle un
k-vecteur u ∈

∧k Rn un vecteur formé à partir d’éléments la base de longueur

k. La dimension de l’espace
∧k Rn est

(
n
k

)
.

Par exemple dans R3, il y a les 8 termes suivants

1︸︷︷︸
0-vecteur

, dx, dy, dz︸ ︷︷ ︸
1 vecteur

, dx ∧ dy, dy ∧ dz, dz ∧ dx︸ ︷︷ ︸
2-vecteur

, dx ∧ dy ∧ dz︸ ︷︷ ︸
3-vecteur

On appellera une k-forme différentielle un «champs vectoriel» à valeur dans
les k-vecteurs.
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Définition 2. Une k-forme différentielle est une application ω : Rn →
∧k Rn

ω(x) =
∑
|I|=k

ωI(x)dxI

où ωI sont des fonctions : Rn → R.

Notations On écrit x = (x, y, z) ∈ R3 les coordonnées de position, on utilisera
la notation

∑
cyc («somme cyclique ») où les termes restent les mêmes mais avec

une permutation cyclique des indices (x→ y → z → x). Ainsi on notera pour f
une 0-forme

f = f(x),

pour A une 1-forme

A = Ax(x)dx+Ay(x)dy +Az(x)dz =
∑
cyc

Ax(x)dx,

pour B une 2-forme

B = Bxy(x)dx ∧ dy +Byz(x)dy ∧ dz +Bzx(x)dz ∧ dx =
∑
cyc

Bxy(x)dx ∧ dy,

et pour C une 3-forme

C = Cxyz(x)dx ∧ dy ∧ dz

où f,Ax, · · ·Bxy, · · · , Cxyz sont des fonctions réelles (dérivables) R3 → R.
Pour insister que l’on ne considère que les coefficients, on pourra les écrire

en vecteurs

A⃗ =

Ax

Ay

Az

 , B⃗ =

Byz

Bzx

Bxy


avec comme convention pour les 2-formes ”Byz = B⃗x”, la coordonnée man-
quante.

1.2.2 Produit Extérieur

La première règle de calcul sur les k-vecteurs est l’anti-commutativité :

∀i, j ∈ {1, · · · , n} dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi (1)

et en particulier
∀i ∈ {1, · · · , n} dxi ∧ dxi = 0.

On a par exemple : (2dx+3dy)∧(dx−dy) = −2dx∧dy+3dy∧dx− = −5dx∧dy
ou (dx+ dz) ∧ (2dy + dz) ∧ (dx− dy) = 3dx ∧ dy ∧ dz.

Cette règle se généralise par associativité et multilinéarité aux formes diffé-
rentielles.
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Définition 3. (Produit Extérieur) Soient α et β une k-forme et ℓ-forme diffé-
rentielle. On définit α ∧ β comme la (k + ℓ)-forme différentielle

[α ∧ β] (x) =
∑
|I|=k

∑
|J|=ℓ

αI(x)βJ(x) dxI ∧ dxJ

avec

dxI ∧ dxJ =

{
(−1)mdxI∪J si I ∩ J = ∅
0 si I ∩ J ̸= ∅

(2)

où m est le nombre de transpositions nécessaires pour remettre les indices
{i1, · · · , ik, j1, · · · , jℓ} dans un ordre croissant.

En pratique, on pourra simplement utiliser les calculs suivants.

Exemple 4. (Produit extérieur dans R3) Si A est un 1 forme et B une 1-forme,
on obtient le produit vectoriel A⃗× B⃗,

A ∧B =
∑
cyc

(Ax(x)By(x)−By(x)Ax(x)) dx ∧ dy.

Si A est un 1 forme et B une 2-forme, on obtient le produit scalaire A⃗.B⃗,

A ∧B =

(∑
cyc

Ax(x)Byz(x)

)
dx ∧ dy ∧ dz.

Si A,B,C sont des 1-formes, on obtient det(A|B|C) le déterminant de la matrice
dont les colonnes sont A⃗, B⃗, C⃗,

A ∧B ∧ C =

 ∑
σ permutation

ϵ(σ)Aσ(1)(x)Bσ(2)(x)Cσ(3)(x)

 dx ∧ dy ∧ dz

avec ϵ(σ) la signature de la permutation. On retrouve ici la formule (A⃗×B⃗).C⃗ =
det(A|B|C).

De fait, la formule avec le déterminant est très générale.

Exemple 5. (Déterminant dans Rn) Si A1, · · · , An sont des 1-formes sur Rn,
leur produit extérieur donne le déterminant det (A1| · · · |An),

A1 ∧ · · · ∧An =

 ∑
σ permutation

ϵ(σ)A1σ(1)(x) · · ·Anσ(n)(x)

 dx1 ∧ · · · ∧ dxn

Mentionnons également une conséquence directe de l’anti-commutativité.

Proposition 6. Soient α une k-forme différentielle et β une ℓ-forme différen-
tielle

α ∧ β = (−1)kℓβ ∧ α.

En particulier on a directement que si α est de degré impair α ∧ α = 0.

Ce n’est par contre pas le cas si le degré est pair. Voici un contre l’exemple
dans R4 : α = dx ∧ dz + dy ∧ dt avec α ∧ α = 2dx ∧ dz ∧ dy ∧ dt ̸= 0.
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1.3 Champs de vecteurs tangents
Commençons par une définition informelle du vecteur tangent.

Définition 7. (Vecteur tangent) Un champs de vecteur tangent est ce qui décrit
un flot ou un mouvement.

Notation Dans Rn on utilisera la base canonique e1, · · · , en et on notera

V =

n∑
i=1

Viei

Notre principale exemple sera bien sûr le champs de vitesse mais il pourra
aussi s’agir de champs d’accélération, de petit déplacements, de déformation...

Objet base quantité unité
vecteur tangent ex, ey, ez Vitesse d’un fluide m.s−1

L’appellation « tangent» vient du fait que si le mouvement est contraint à
rester sur une sous variété de Rn, le vecteur vitesse est effectivement tangent
à cette sous variété. Dans ces notes nous garderons cette dénomination pour
distinguer ces objets des vecteurs «usuels ».

Définition 8. (Dualité) Soient V =
∑n

i=1 Viei et α =
∑n

i=1 αidxi un vecteur
tangent et un 1-vecteur dans Rn, on définit

α(V ) =

n∑
i=1

αiVi ∈ R

Autrement dit, on peut considérer α comme une application (forme) linéaire
α : Rn → R que l’on notera aussi α(V ) = iV α. Cette opération s’étend aux
k-formes telle que celle ci respecte l’anti-commutativité.

Définition 9. (Produit Intérieur) Pour V =
∑n

i=1 Vi(x)ei un vecteur tangent
et ω une k-forme différentielle, le produit intérieur est la (k− 1) forme suivante

iV ω =

n∑
i=1

∑
I

Vi(x)ωI(x) ieidxI , avec ieidxI =

{
(−1)mdxI\{i} si i ∈ I

0 sinon

où m la position de i dans I.

Par exemple, pour f une 0-forme, on a toujours iV f = 0 et sinon on utilise
le tableau suivant

iexdx = 1 iexdx ∧ dy = dy iexdx ∧ dy ∧ dz = dy ∧ dz
ieydx = 0 ieydx ∧ dy = −dx ieydx ∧ dy ∧ dz = −dx ∧ dz
iezdx = 0 iezdx ∧ dy = 0 iezdx ∧ dy ∧ dz = dx ∧ dy
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Exemple 10. (Produit intérieur dans R3) Pour V un vecteur tangent. Si A est
une 1-forme, on obtient le produit scalaire V⃗ .A⃗

iV A =
∑
cyc

Vx(x)Ax(x)

Si B est une 2-forme, on obtient le produit vecteur B⃗ × V⃗

iV B =
∑
cyc

(Vz(x)Bzx(x)− Vy(x)Bxy(x)) dx

Si C est une 3-formes, on obtient simplement CV⃗

iV C = Cxyz(x)

(∑
cyc

Vx(x)dy ∧ dz

)
.

Très souvent, on itérera le produit intérieur avec plusieurs vecteurs tangents
autant de fois que le degré de la forme différentielle.

Définition 11. Soient ω une k-forme différentielle et V1, · · · , Vk des vecteurs
tangents on définit

ω(V1, · · · , Vk) =
∑
|I|=k

ωI(x)

 ∑
σ permutation sur I

ϵ(σ)V1(x)σ(i1) · · ·Vk(x)σ(ik)


= iVk

· · · iV1
ω

Nous terminons en mentionnant deux identités pour le produit intérieur.

Proposition 12. Soient ω une forme différentielle et V1, V2 deux vecteurs tan-
gents, alors

iV1iV2ω = −iV2iV1ω.

Démonstration. Il suffit en effet de vérifier pour i, j ∈ I avec i < j que

ieiiejdxI = (−1)mj ieidxI\{j} = (−1)mj+midxI\{i,j}

iej ieidxI = (−1)miiejdxI\{i} = (−1)mj+mi−1dxI\{i,j}

car la position de j dans I \ {i} a diminuée de 1 en retirant {i}. Si i ou j /∈ I
on obtient simplement 0.

Proposition 13. Soient α et β une k-forme et une ℓ-forme différentielles, et
V un vecteur tangent alors

iV (α ∧ β) = (iV α) ∧ β + (−1)kα ∧ (iV β)

Démonstration. La formule peut être vérifiée sur les ieidxI ∧ dxJ .

Celles ci impliquent par exemple les égalités suivantes.
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Exemple 14. (Identités vectorielles I) L’égalité pour des 1-formes

iX(α ∧ β) = (iXα)β − (iXβ)α

donne la formule X⃗ × (A⃗× B⃗) =
(
X⃗.A⃗

)
B⃗ − A⃗

(
X⃗.B⃗

)
. Cette autre égalité

iY iX(α ∧ β) = (iXα) (iY β)− (iXβ) (iY α)

donne la formule (X⃗ × Y⃗ ).(A⃗× B⃗) =
(
X⃗.A⃗

)
(Y⃗ .B⃗)−

(
Y⃗ .A⃗

)(
X⃗.B⃗

)
.

1.4 Intégrer sur une sous variété

Figure 2 – Les intégrales usuelles dans R3 sur une ligne, surface ou volume et
la formule générale en dimension quelconque.

On arrive enfin à la motivation principale des formes différentielle qui est de
pouvoir intégrer sur une sous-variété en dimension quelconque. Celle ci justifie
le formalisme des sections précédentes :

1. dxi1 ∧ · · · ∧ dxik indiquent la « direction » de la sous-variété sur laquelle
intégrer.

2. Les règles d’anti-symétriques sont motivées par la formule du détermi-
nant qui permet de calculer le volume d’un parallélogramme en dimen-
sion quelconque. Ceux ci jouent le rôle de « volumes élémentaires » pour
l’intégration.

Commençons par l’intégrale dans un cas simple.
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Définition 15. (Intégrer sur un «rectangle») Soit ω =
∑

I ωI(x)dxI une k-
forme et

VI = {x ∈ Rn : ∀i ∈ I, xi ∈ [ai, bi] et ∀i /∈ I, xi = 0}.

L’intégrale de ω sur ce rectangle de dimension k est égale à
ˆ
VI

ω =

ˆ b1

a1

· · ·
ˆ bk

ak

ωI(x)dxi1 · · · dxik .

Pour intégrer sur une sous variété plus générale, il est possible faire un chan-
gement de variables de telle sorte à retrouver une intégrale sur un rectangle ou
faire un tiré en arrière (ce qui revient à peu près au même). Si la sous variété
est paramétrée, on utilisera de manière répétée le produit intérieur. C’est cette
dernière méthode que nous présentons maintenant. 1

Une sous variété V ⊂ Rn est paramétrée

V = {F (θ) ∈ Rn : θ ∈ Θ}

avec les paramètres θ = (θ1, · · · , θk) ∈ Rk et une fonction

F : Θ ⊂ Rk → Rn

θ → F (θ)

dont on notera également la famille de vecteurs tangents associés

Vi(θ) =
∂F

∂θi
(θ).

Définition 16. (Intégrer sur une sous variété paramétrée) L’intégrale d’une
k-forme ω sur cette variété est égale

ˆ
V
ω =

˙
Θ

iVk(θ) · · · iV1(θ)ω (F (θ)) dθ1 · · · dθk

=

˙
Θ

ω (F (θ)) (V1(θ), · · · , Vk(θ)) dθ1 · · · dθk.

Par exemple si Θ = {θ ∈ Rk : ∀i ∈ {1, · · · , k}, θi ∈ [ai, bi]} on a

ˆ
V
ω =

ˆ b1

a1

· · ·
ˆ bk

ak

ω (F (θ)) (V1(θ), · · · , Vk(θ)) dθ1 · · · dθk.

1. Pour être rigoureux, il nous faudrait également définir l’orientation de la sous variété
car celle ci ajoute un signe ± à l’intégrale. Par exemple si on intègre un flot sur une surface, il
faudrait préciser si celui ci est entrant ou sortant. Celle ci est souvent implicite avec le choix
de la paramétrisation.
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Exemple 17. (Intégration dans R3) Si A est une 1 forme et que l’on note
d⃗ℓ = V⃗ (θ)dθ on obtient le produit scalaire « d⃗ℓ.A⃗ »

ˆ
γ

A =

ˆ b

a

iV (θ)A(F (θ))dθ =

ˆ b

a

(∑
cyc

Vx(θ)Ax(F (θ))

)
dθ =

ˆ b

a

A⃗.d⃗ℓ

Si B est une 2-forme, on obtient l’élément d’intégration « B⃗.(V⃗1 × V⃗2) »

ˆ
S
B =

ˆ b1

a1

ˆ b2

a2

B (F (θ)) (V1(θ), V2(θ)) dθ1dθ2

=

ˆ b1

a1

ˆ b2

a2

[∑
cyc

Bxy (F (θ)) (V1,x(θ)V2,y(θ)− V1,y(θ)V2,x(θ))

]
dθ1dθ2

=

ˆ b1

a1

ˆ b2

a2

B⃗.(V⃗1 × V⃗2)dθ1dθ2

Si C est une 3-formes, on obtient le déterminant « det(V1, V2, V3) »

ˆ
V
C =

ˆ b1

a1

ˆ b2

a2

ˆ b3

a3

C (F (θ)) (V1(θ), V2(θ), V3(θ)) dθ1dθ2dθ3

=

ˆ b1

a1

ˆ b2

a2

ˆ b3

a3

Cxyz (F (θ))

(∑
σ

ϵ(σ)Vσ(1),x(θ)Vσ(2),y(θ)Vσ(3),z(θ)

)
dθ1dθ2dθ3

=

ˆ b1

a1

ˆ b2

a2

ˆ b3

a3

C det(V1, V2, V3) dθ1dθ2dθ3

1.5 Différentielle extérieure
La notion de bord d’une sous-variété est à la fois très naturelle et très cou-

rante en physique : les points extrémaux d’une courbe, le cercle entourant un
disque, la surface autour d’un solide. On peut aussi considérer les configurations
initiales et finales d’un système dans R3 comme le bord du système évoluant
dans le temps et donc comme le bord d’une sous-variété de dimension 4 dans
R4 (= R3+1).

11



Figure 3 – Les bords des sous-variétés dans la Figure 1.

Cette notion de bord des sous-variétés se traduit en une opération sur les
formes différentielles appelée différentielle extérieure.

Définition 18. (Différentielle extérieure / Théorème de Stokes ) Pour une k-
forme ω, on appelle différentielle extérieur la (k + 1)-forme dω tel que

ˆ
V
dω =

ˆ
∂V

ω

pour toute sous-variété V de dimension k + 1 et ∂V son bord.

Il s’agit ici en fait du théorème de Stokes généralisé et il faut voir celui ci
comme constitue la motivation principale. Dans R3, la différentielle extérieure
désigne le gradient, le rotationnel et la divergence en fonction si ω est une 0,1
ou 2 forme

0-formes grad→ 1-formes rot→ 2-formes div→ 3-formes .

Le théorème de Stokes regroupe de fait le « principe fondamental de l’analyse »,
ˆ b

a

grad(f)dℓ = f(b)− f(a), ,

le «théorème de Stokes» ou «Green-Riemann»¨
S

rot(A)ds =

˛
∂S

Adℓ

et le «théorème de Gauss» ou «Green-Ostrogradski»
˚

V
div(J)dv =

¨
∂V

Jds.
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La définition précédente de la différentielle extérieure est cependant assez abs-
traite et en pratique on utilisera plutôt la définition en coordonnées pour la
calculer effectivement.

Définition 19. (Différentielle extérieure) Pour une 0-forme f : Rn → R , on
définit df comme la 1-forme

df(x) =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(x)dxi.

Pour une k forme ω(x) =
∑

|I|=k ωI(x)dxI dans Rn, on considère chacun des
coefficients ωI(x) comme une 0-forme et on définit dω comme la (k + 1)-forme

dω(x) =
∑
I

(dωI(x)) ∧ dxI =
∑
I

n∑
i=1

∂ωI

∂xi
(x)dxi ∧ dxI .

Par convention dω = 0 si ω est une n-forme.

Nous ne donnons pas ici la démonstration pas que cette définition implique
le théorème de Stokes car la preuve est un peu longue mais l’idée est de faire le
calcul lorsque V est un rectangle puis de faire changement de variable pour le
cas général.

Exemple 20. (Différentielle extérieure dans R3) Comme mentionner précédem-
ment, pour f une 0-forme, df donne le gradient

−−→
grad(f)

df(x) = ∂xf(x)dx+ ∂yf(x)dy + ∂zf(x)dz,

pour A une 1-forme, dA donne le rotationnel −→rot(A)

dA =
∑
cyc

(∂xAy(x)− ∂yAx(x)) dx ∧ dy

et pour B une 2-forme, dB donne la divergence div(B)

dB =

(∑
cyc

∂xByz(x)

)
dx ∧ dy ∧ dz

Remarque 21. Il est, à priori, interdit de considérer la divergence d’une 1-forme,
le rotationnel d’une 2-forme ou le gradient d’une 3-forme.

On peut aussi considérer la différentielle extérieure dans R2.

Exemple 22. (Différentielle extérieure dans R2) Pour f une 0-forme sur R2 ,
on a toujours le ⃗grad dans R2

df(x) = ∂xf(x)dx+ ∂yf(x)dy,

et pour A une 1-forme, on a une partie du rotationnel « −→rot(A).e⃗z »

dA = (∂xAy(x)− ∂yAx(x)) dx ∧ dy

13



Mentionnons maintenant quelques propriétés de la dérivée extérieure.

Proposition 23. (Propriété d’anti-dérivation) Soient α, β une k-forme et ℓ-
forme, on a

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)kα ∧ dβ.

On peut retrouver diverses formules d’analyse vectorielle.

Exemple 24. (Identités vectorielles II) Dans R3, avec f, g des 0-formes, α, α′

des 1-formes et β une 2-forme, on a les identités suivantes.
d(fg) = d(f)g + fd(g) ⃗grad(fg) = ⃗grad(f)g + f ⃗grad(g)
d(fα) = df ∧ α+ fdα rot(fA⃗) = ⃗grad(f)× A⃗+ frot(A⃗)

d(fβ) = df ∧ β + fdβ div(fB⃗) = ⃗grad(f).B⃗ + fdiv(B⃗)

d(α ∧ α′) = dα ∧ α′ − α ∧ dα′ div(A⃗× A⃗′) = rot(A⃗).A⃗′ − A⃗.rot(A⃗′)

Avec le théorème de Stokes on a également une intégration par partie sur les
sous variétés.

Exemple 25. (Intégration Par Partie) Soient α, β une k-forme et ℓ-forme et V
une sous-variété de dimension k + ℓ+ 1. On a alorsˆ

V
dα ∧ β =

ˆ
∂V

α ∧ β + (−1)k+1

ˆ
V
α ∧ dβ

La propriété suivante est fondamentale, Elle est la traduction pour les formes
différentielles de l’observation géométrique « Un bord n’a pas de bord.», ∂(∂V) =
∅ quelque soit V.

Proposition 26. Si α = dβ alors dα = 0. Autrement dit

d ◦ d = 0.

Démonstration. En développant la formule, on a directement

d(dω) =
∑
I

∑
1≤i<j≤n

(
∂2ωI(x)

∂xi∂xj
− ∂2ωI(x)

∂xj∂xi

)
dxi ∧ dxj ∧ dxI = 0

Exemple 27. (Invariance de Jauge dans R3) On retrouve ici

rot ◦ grad = 0 et div ◦ rot = 0

ainsi que les invariance de jauge

rot
(
A⃗+ ⃗gradf

)
= rot

(
A⃗
)

et div
(
B⃗ + r⃗otA

)
= div

(
B⃗
)

La réciproque à la proposition 26 est vrai mais seulement dans Rn ou plus
généralement dans un espace que l’on peut contracté en un point.
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Proposition 28. (Lemme Poincaré) Dans Rn, si dα = 0 alors il existe β tel
que α = dβ.

C’est la généralisation des affirmations usuelles

rot
(
A⃗
)
= 0 ⇒ A⃗ = ⃗gradf et div

(
B⃗
)
= 0, ⇒ B⃗ = r⃗otA⃗

Nous verrons dans l’Annexe des constructions explicites de ce β.

1.6 Changement de coordonnées
La quantité importante pour les formes différentielles, celle qui a un sens

physique, est la valeur de l’intégrale sur une sous-variété. Il faut bien sûr que
celle ci reste la même que l’on fasse les calculs dans un système de coordonnées
ou dans un autre. Il est possible de trouver le changement de coordonnées en
travaillant directement à l’intérieur des intégrales. On a par exemple le change-
ments de variables en dimension 1

ˆ b

a

f (u(t))u′(t)dt =

ˆ u(b)

u(a)

f(u)du

ou la formule pour des intégrales multiples x = F (X)
ˆ
V

ρ(F (X)) det J(X)dX1 · · · dXn =

ˆ
F (V )

ρ(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn.

Cependant nous présenterons ici la méthode plus systématique de calculs avec
l’algèbre extérieure.

1.6.1 Changements de coordonnées dans Rn

Pour le changement de coordonnées de (x1, · · · , xn) à (X1, · · · , Xn) on consi-
dère les anciennes coordonnées comme des 0-formes exprimées en fonctions des
nouvelles coordonnée xi = xi(X1, · · · , Xn) = xi(X). Le terme dxi est donnée
par la dérivée extérieure

dxi =

n∑
j=1

(
∂xi

∂Xj

)
dXj

et il apparaît la Jacobienne J ∈ Rn×n

Jij(X) =
∂xi(X)

∂Xj
, 1 ≤ i, j ≤ n.

Proposition 29. (Changement de coordonnées) Une k-forme différentielle ω
peut être écrite dans un repère où dans l’autre

ω =
∑
|I|=k

ωI(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik =
∑
|J|=k

ΩJ(X)dXj1 ∧ · · · ∧ dXjk .
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avec la relation
ΩJ(X) =

∑
|I|=k

ωI(x) det (JI,J)

où on utilise le déterminant de la restriction de la jacobienne J(X) aux en-
sembles d’indices J et I (une sous matrice de taille k × k).

Démonstration. On écrit

ω =
∑
|I|=k

ωI(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

=
∑
|I|=k

ωI(x)

 n∑
j1=1

(
∂xi1

∂Xj1

)
dXj1

 ∧ · · · ∧
 n∑

jk=1

(
∂xik

∂Xjk

)
dXjk


=

n∑
j1,··· ,jk=1

∑
|I|=k

ωI(x)

(
∂xi1

∂Xj1

)
· · ·
(

∂xik

∂Xjk

) dXj1 ∧ · · · ∧ dXjk

=
∑
|J|=k

∑
|I|=k

ωI(x)
∑

σ permutation
sur J

ϵ(σ)

(
∂xi1

∂Xσ(j1)

)
· · ·
(

∂xik

∂Xσ(jk)

) dXj1 ∧ · · · ∧ dXjk

=
∑
|J|=k

ΩJ(X)dXj1 ∧ · · · ∧ dXjk .

avec I = {i1 < · · · < ik}, J = {j1 < · · · < jk} des ensembles d’indices ordonnées.

Remarque 30. On dit parfois que les coefficients d’une k-forme est un k-tenseur
covariant antisymétrique. « Covariant», parce qu’il apparaît la jacobienne ∂xi

∂Xj

(on dirait «contravariant» s’il y avait ∂Xi

∂xi
), k-tenseur puisque cette matrice

apparaît k fois et antisymétrique parce qu’il y a le signe (−1)m).

Remarque 31. Un 2-tenseur antisymétrique B est parfois écrit sous forme de
matrice

B =

 0 Bxy −Bzx

−Bxy 0 Byz

Bxy −Byz 0

 .

Le produit intérieur est alors donné par le produit de la matrice sur le vecteur
iV B = B⃗ × V⃗ = BV⃗ et le changement de coordonnée (covariant) s’écrit avec la
Jacobienne B(X) = J t(X)B(x)J(X).

Exemple 32. (Cauchy-Binet) On enchaîne plusieurs changement de coordon-
nées x→ X puis X → X et on note J et J les matrices jacobiennes associées.
On a alors

WK(X ) =
∑
|J|=k

ΩJ(x) det (JJ,K) =
∑
|J|=k

∑
|I|=k

ωI(x) det (JI,J) det (JJ,K) .
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Puisque (JJ ) est également la jacobienne pour le changement de coordonnées
x→ X on obtient

det ((JJ )I,K) =
∑
|J|=k

det (JI,J) det (JJ,K) .

Il s’agit de la formule de Cauchy-Binet et celle ci peut être utilisée pour tout
triplet de matrices A, B et C = AB.

1.6.2 Exemples de changements de coordonnées dans R3

Comme premier exemple, nous commençons par le changement de coordon-
nées le plus simple possible, à savoir un changement d’unité.

Exemple 33. (Changement d’unité) Soient x = (x, y, z) ∈ R3 qui décrivent la
position en mètre (m) et X = (X,Y, Z) donnant la même position en centimètre
(cm). C’est à dire X = 100x.

Si A décrit un gradient de température selon la direction e⃗x. C’est une 1-
forme et on a

A = Axdx =
Ax

100
dX = AXdX

avec AX = Ax

100 . Autrement dit 1K.m−1 = 0, 01K.cm−1.
Si B décrit un flut d’eau circulant dans un tuyau selon la direction e⃗x. C’est

une 2-forme et on a

B = Byzdy ∧ dz =
Byz

1002
dY ∧ dZ = BY ZdY ∧ dZ

avec BY Z =
Byz

1002 . Autrement dit 1 kg.s−1.m−2 = 10−4 kg.s−1.cm−2.
Si C décrit une densité de matière. C’est une 3-forme et on a

C = Cyyzdx ∧ dy ∧ dz =
Cxyz

1003
dX ∧ dY ∧ dZ = CXY ZdX ∧ dY ∧ dZ

avec CXY Z =
Cxyz

1003 . Autrement dit 1 kg.m−3 = 10−6 kg.cm−3.

En général dans R3, on pourra utiliser les formules suivantes.

Exemple 34. (Changement de coordonnées dans R3) Pour une 1-forme A =
Ax(x)dx+Ay(x)dy +Az(x)dz on a

A =
∑
cyc

(
Ax(x)

∂x

∂X
(X) +Ay(x)

∂y

∂X
(X) +Az(x)

∂z

∂X
(X)

)
dX =

∑
cyc

AX(X)dX

soit avec la Jacobienne A⃗X(X) = J(X)tA⃗x(x),AX(X)
AY (X)
AZ(X)

 =

 ∂x
∂X

∂y
∂X

∂z
∂X

∂x
∂Y

∂y
∂Y

∂z
∂Y

∂x
∂Z

∂y
∂Z

∂z
∂Z

Ax(x)
Ay(x)
Az(x)

 ,
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Pour une 2-forme B on a

B =
∑
cyc

Bxy(x)dx ∧ dy =
∑
cyc

BXY (X)dX ∧ dY

où les coefficient sont donnés (en développant et après calculs) par les détermi-
nants suivant

BY Z =

∣∣∣∣∣∣
Byz Bzx Bxy
∂x
∂Y

∂y
∂Y

∂z
∂Y

∂x
∂Z

∂y
∂Z

∂z
∂Z

∣∣∣∣∣∣ , BZX =

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂X

∂y
∂X

∂z
∂X

Byz Bzx Bxy
∂x
∂Z

∂y
∂Z

∂z
∂Z

∣∣∣∣∣∣ , BXY =

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂X

∂y
∂X

∂z
∂X

∂x
∂Y

∂y
∂Y

∂z
∂Y

Byz Bzx Bxy

∣∣∣∣∣∣ .
que l’on peut aussi exprimer avec Com(J(X)), la comatrice de J(X)BY Z(X)

BZX(X)
BXY (X)

 = Com(J(X))t

Byz(x)
Bzx(x)
Bxy(x)

 ,

Pour une 3-forme C on a

C = Cxyz(x)dx ∧ dy ∧ dz = CXY Z(X)dX ∧ dY ∧ dZ

soit avec la Jacobienne CXY Z(X) = det(J(X))Cxyz(x),

CXY Z(X) =

∣∣∣∣∣∣
∂x
∂X

∂y
∂X

∂z
∂X

∂x
∂Y

∂y
∂Y

∂z
∂Y

∂x
∂Z

∂y
∂Z

∂z
∂Z

∣∣∣∣∣∣Cxyz(x)

Remarque 35. Le changement de variables pour des 2-formes devient beaucoup
plus simple quand les deux systèmes de coordonnées (x, y, z) et (X,Y, Z) forment
des repères orthonormés. Dans ce cas J(X) est une matrice orthogonale et alors
J(X)−1 = J(X)t, det J(X) = 1 et

Com(J(X)) = (det J(X))
(
J(X)−1

)t
= J(X).

Dans ce cas, il n’y a plus vraiment de différence entre 1 formes ou 2-formes,
sauf peut-être pour discuter des notions de «vecteurs» ou «pseudo-vecteurs».

Proposition 36. Pour une transformation orthogonal dans R3 les 1-formes,
les 2-formes et les vecteurs tangents se transforment de la même manière

«U⃗(X) = J(X)tU⃗(x)».

De même pour les 0-formes et les 3-formes il n’y a pas de facteur supplé-
mentaire car det J = 1.
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1.6.3 Coordonnées cylindriques et sphériques

Puisque ceux ci sont très présents en physique, nous détaillons les change-
ment des variables pour les coordonnées cylindriques et sphériques.

Exemple 37. (Coordonnées cylindriques) Avec x = r cos θ, y = r sin θ, z = z
on a la Jacobienne

J(r, θ, z) =

cos θ −r sin θ 0
sin θ r cos θ 0
0 0 1

 =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

1 0 0
0 r 0
0 0 1

 .

Pour une 1-forme A, on a alors

A = (Ax cos θ +Ay sin θ) dr + (Ay cos θ −Ax sin θ) rdθ +Azdz,

pour une 2-forme B,

B = (Byz cos θ +Bzx sin θ) rdr ∧ dθ

+ (Byz cos θ −Byz sin θ) dz ∧ dr +Bxyrdr ∧ dθ

et pour une 3-forme C,

C = Cxyz rdr ∧ dθ ∧ dz.

Exemple 38. (Coordonnées sphérique) Avec x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ,
z = r cos θ, on a la Jacobienne

J(r, θ, ϕ) =

sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0


=

sin θ cosϕ cos θ cosϕ − sinϕ
sin θ sinϕ cos θ sinϕ cosϕ

cos θ − sin θ 0

1 0 0
0 r 0
0 0 r sin θ

 .

Pour une 1-forme A, on a alors

A = (Ax sin θ cosϕ+Ay sin θ sinϕ+Az cos θ) dr

+ (Ax cos θ cosϕ+Ay cos θ sinϕ−Az sin θ) rdθ + (−Ax sinϕ+Ay cosϕ) r sin θdϕ,

pour une 2-forme B,

B = (Byz sin θ cosϕ+Bzx sin θ sinϕ+Bxy cos θ) r
2 sin θ dθ ∧ dϕ

+ (Byz cos θ cosϕ+Byz cos θ sinϕ−Bzx sin θ) r sin θ dϕ ∧ dr

+ (−Byz sinϕ+Bzx cosϕ) rdr ∧ dθ

et pour une 3-forme C,

C = Cxyz r
2 sin θdr ∧ dθ ∧ dϕ.
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1.7 Tiré en arrière et Dérivée de Lie
Une notion assez naturelle à considérer sur une sous-variété (surtout en phy-

sique) est un déplacement, un transport de celle ci. On pourrait imaginer par
exemple, une particule d’eau, un bout de ficelle, une feuille ou une bouteille
transportés dans un cours d’eau. Cette notion se traduit pour les formes diffé-
rentielles en l’opérateur tiré en arrière et pour un déplacement infinitésimal en
la dérivée de Lie.

Figure 4 – La sous variété transporté V(t).

1.7.1 Tiré en arrière

Commençons par une définition informelle mais qui est également la moti-
vation et la propriété fondamentale.

Définition 39. (Tiré en arrière) Soit ω une k-forme et ϕ : Rn → Rn alors ϕ∗ω
est la k-forme qui vérifie ˆ

V
ϕ∗ω =

ˆ
ϕ(V)

ω (3)

pour tout sous variété V de dimension k.

Pour un calcul explicite on utilisera plutôt la définition suivante.

Définition 40. Pour une k-forme ω et ∈ Rn et ϕ : Rn → Rn, la k-forme ϕ∗ω
est donnée par

ϕ∗

∑
|I|=k

ωI(x)dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

 =
∑
|I|=k

ωI(ϕ(x)) (ϕ
∗dxi1) ∧ · · · ∧ (ϕ∗dxik)
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avec pour ϕ(x) = (ϕ(x)1, · · · , ϕ(x)n)

ϕ∗dxi = d(ϕ(x)i) =
∑
j

∂ϕ(x)i
∂xj

dxj .

Le calcul de ϕ∗ω(x) peut ainsi être obtenu en deux étapes :
1. Considérer la valeur de ω en ϕ(x) plutôt qu’en x (c’est à dire ω(ϕ(x))).
2. Écrire ϕ−1(x) = X et faire le changement de coordonnées en X de ω.

Autrement dit on note

x =

x1

...
xn

 , ϕ−1 (x) =

ϕ−1 (x)1
...

ϕ−1(x)n

 =

X1

...
Xn


et on écrit ϕ∗ω dans les coordonnées (x1, · · · , xn) et ω dans les coordonnées
(X1, · · · , Xn)

ϕ∗ω =
∑
|I|=k

ΦI(x)dxI , ω =
∑
|I|=k

ΩI(X)dXI .

L’égalité (3) est exactement équivalente à l’égalité de leurs coordonnées.

Proposition 41. (Tiré en arrière) Soit ω une k-forme, alors ϕ∗ω est la k-forme
qui vérifie

∀|I| = k, ΦI(x) = ΩI(X).

Démonstration. Sans écrire toute la preuve en détails, on peut vérifier l’égalité
sur les rectangle VI = {x : xi ∈ [ai, bi]} en coordonnée x et alors ϕ(VI) = {y :
ϕ−1(y) ∈ VI} = {y : Xi ∈ [ai, bi]} un rectangle dans les coordonnées X

Exemple 42. (Une transformation affine dans R3) On suppose ici que ϕ est
une transformation affine : il existe une matrice M ∈ R3×3 et un vecteur b ∈ R3

tels que
ϕ(x) = Mx+ b.

Pour f une 0-forme, on a simplement

ϕ∗f(x) = f(Mx+ b)

Pour A une 1-forme, on calcule la Jacobienne ∂xi

∂Xj
= Mij et on a

[ϕ∗A] (x) =

3∑
j=1

(
3∑

i=1

MijAi(Mx+ b)

)
dxj .

Pour B une 2-forme, on a

[ϕ∗B] (x) =
∑

1≤k<ℓ≤3

 ∑
1≤i<j≤3

(MkiMℓj −MkjMℓi)Bij(Mx+ b)

 dxk ∧ dxℓ
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Pour C une 3-forme, on a

[ϕ∗C] (x) = C(Mx+ b) det(M) dx ∧ dy ∧ dz.

En particulier si ϕ est une translation (M = I3) on a toujours

ϕ∗ω(x) = ω(x+ b).

Et si ϕ une dilatation M = λI3, b = 0, pour ω est une k forme on a

ϕ∗ω(x) = λkω(λx).

1.7.2 Dérivée de Lie

On considère maintenant un déplacement continue. La dérivée de Lie sera
alors la dérivée de l’opérateur tiré en arrière le long du déplacement. Pour V un
vecteur tangent, on note ϕt(x) la position d’une particule au temps t commen-
çant en x et se déplaçant à une vitesse V (x)

ϕt(x) = x(t), la solution de l’équation

{
x(0) = x
d
dtx(t) = V (x(t))

(4)

On a par exemple
ϕt(x) ≈ x+ tV (x)

pour t≪ 1.

Définition 43. (Dérivée de Lie) Soit V un vecteur tangent et ω une k-forme,
la dérivée de Lie est la k-forme définie par

LV ω =
d

dt
ϕ∗
tω
∣∣
t=0

= lim
t→0

ϕ∗
tω − ω

t
.

De même que la dérivée extérieur regroupe les opérateurs gradient, rotation-
nel et divergence, la dérivée de Lie regroupe des expressions apparaissant dans
les équations en hydrodynamique telles que la dérivée convective, l’équation de
Helmholtz, ou l’équation de continuité. Commençons par un exemple simple où
la vitesse est constante.

Exemple 44. (Translation) Soit (x1(t), · · · , xn(t)) = (x1 + V1t, · · · , xn + Vnt)
avec V constant et une k-forme ω =

∑
|I|=k ωI(x)dxI on a

ϕ∗
tω =

∑
|I|=k

ωI(x+ tV )dxI , et LV ω =
∑
|I|=k

(
n∑

i=1

Vi
∂ωI

∂xi
(x)

)
dxI .

et on reconnaît l’opérateur opérateur advection «V⃗ . ⃗grad».
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Cependant le cas général est plus compliqué et il y a à priori deux parties
dans la dérivée de Lie : une de déplacement et une de déformation. Pour cette
dernière il faut calculer la Jacobienne pour X = ϕ−1

t (x)

∂xi

∂Xj
(X) = 1i=j + t

∂Vi

∂Xj
(X),

et sa dérivée que l’on utilisera dans la suite pour tous les calculs

d

dt

(
∂xi

∂Xj

)
|t=0 =

∂Vi

∂Xj
|t=0 =

∂Vi

∂xj
.

Exemple 45. (Dérivée de Lie dans R3) Pour f une 0-forme, on a

LV f(x) =
d

dt
f(x+ tV (x)) =

∑
i

Vi(x)∂if(x)

Pour A une 1-forme, on a

[LV A] (x) =
d

dt

3∑
j=1

(
3∑

i=1

(
1i=j + t

∂Vi

∂xj
(x)

)
Ai(x+ tV (x))

)
dxj

=

3∑
j=1

(
3∑

i=1

Vi
∂Aj

∂xi
(x) +

∂Vi

∂xj
(x)Ai(x)

)
dxj

Pour B une 2-forme, on a

[LV B] (x)

=
d

dt

∑
1≤k<ℓ≤3

 ∑
1≤i<j≤3

(
∂Xi

∂xk

∂Xj

∂xℓ
− ∂Xj

∂xk

∂Xi

∂xℓ

)
Bij(x+ tV (x))

 dxk ∧ dxℓ

=
∑

1≤k<ℓ≤3

(
3∑

i=1

Vi
∂Bkℓ

∂xi

)
dxk ∧ dxℓ

+
∑

1≤k<ℓ≤3

 ∑
1≤i<j≤3

(
∂Vi

∂xk
Biℓ +

∂Vj

∂xℓ
Bkj −

∂Vj

∂xk
Bℓj −

∂Vi

∂xℓ
Bik

) dxk ∧ dxℓ

Pour C une 3-forme, on a

LV C(x) =
d

dt

[
C(x+ tV (x)) det

(
I3 + t

∂Vi

∂xj
(x)

)
dx ∧ dy ∧ dz

]
.

=

(∑
i

Vi(x)
∂C

∂xi
(x) + C(x)

∂Vi

∂xi
(x)

)
dx ∧ dy ∧ dz

=

(∑
i

∂

∂xi
(Vi(x)C(x))

)
dx ∧ dy ∧ dz

où on a utilisé la formule d
dt det(I3 + tM) = Tr(M) en t = 0.
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1.7.3 Formules avec le tiré en arrière et la dérivée de Lie

Les expressions en coordonnées pour le tiré en arrière ou la dérivée de Lie
peuvent être un peu laborieuses mais il existe heureusement des relations algé-
briques pour faire certains calculs sans écrire tous les coefficients.

Proposition 46. (Linéarité) On a

ϕ∗(α+ β) = ϕ∗α+ ϕ∗β , LV (α+ β) = LV α+ LV β

LfV+Wω = fLV ω + df ∧ iV ω + LWω

pour toute 0-forme f , k-formes α,β et vecteurs tangents V,W .

Exemple 47. (Décomposition déplacement/Déformation) En écrivant V =
V1e1 + · · ·+ Vnen et les propriété précédente, on obtient

LV ω =

n∑
i=1

ViLeiω + dVi ∧ ieiω.

où on peut associer le premier terme à un déplacement (l’opérateur advection)
et le deuxième à une déformation.

Nous ne détaillons pas les preuves des propriétés suivantes qui peuvent être
trouvées dans les livres mentionnées dans l’introduction.

Proposition 48. (Propriété de Dérivation) Pour toutes formes α, β on a

ϕ∗(α ∧ β) = (ϕ∗α) ∧ (ϕ∗β), et LV (α ∧ β) = LV α ∧ β + α ∧ LV β.

Proposition 49. (Commutation avec la dérivée extérieure)

ϕ∗ ◦ d = d ◦ ϕ∗ et LV ◦ d = d ◦ LV

Proposition 50. (Formule de Cartan)

LV = d ◦ iV + iV ◦ d

Cette dernière formule est très pratique et on l’utilisera beaucoup.

Exemple 51. (Formule de Cartan dans R3)
ω LV ω « expression usuelle»

0-forme iV df V⃗ . ⃗grad(f)
1-forme d(iV A) + iV (dA) grad(V⃗ .A⃗) + rotA⃗× V⃗

2-forme d(iV B) + iV (dB) rot(B⃗ × V⃗ ) + div(B)V⃗

3-forme d(iV C) div(CV⃗ )
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Exemple 52. (Théorème de Reynolds) On considère une sous-variété V(t)
transporté selon un champs de vecteur tangent V . On applique la «dérivée de
Lie», la «formule de Cartan»

d

dt

ˆ
V(t)

ω =

ˆ
V(t)

d

dt
ϕtω =

ˆ
V(t)

LV ω =

ˆ
V(t)

d (iV ω) + iV (dω)

puis le «théorème de Stokes » pour obtenir

d

dt

ˆ
V(t)

ω =

ˆ
∂V(t)

iV ω +

ˆ
V(t)

iV (dω) .

Pour V(t) = Γ(t) une courbe d’extrémités a(t), b(t) et A une 1-forme on a alors

d

dt

ˆ
Γ(t)

A = V⃗ (b).A⃗(b)− V⃗ (a).A⃗(a)+

ˆ
Γ(t)

V⃗ × rot(A⃗).dℓ⃗.

Pour V(t) = S(t) une surface et B une 2-forme on a alors

d

dt

ˆ
S(t)

B =

ˆ
∂S(t)

(
V⃗ × B⃗

)
.dℓ⃗+

ˆ
S(t)

div(B⃗)V⃗ .dS⃗.

Pour V(t) = Ω(t) un volume et C une 3-forme, on a alors

d

dt

ˆ
Ω(t)

C =

ˆ
∂Ω(t)

C(x)V⃗ (x).dS⃗

et si de plus C = C(t) évolue dans le temps, on peut écrire

d

dt

ˆ
Ω(t)

C(t) =

ˆ
∂Ω(t)

C(t,x)V⃗ (x).dS⃗ +

ˆ
Ω(t)

∂tC(t,x)dV.

1.7.4 Point de vue géométrique

Les opérations sur les formes différentielles ont une forte motivation et in-
terprétation géométrique.

Définition 53. Soit V un champs de vecteur tangent, ϕt le transport associé
et V une sous-variété de dimension k on définit

— Une variété transportée

V(t) = ϕt(V) = {x(t), x0 ∈ V}

avec x(t) la solution de (4)
— Une variété élargie

It(V) = ∪s∈[0,t]V(t) = {x(s), x0 ∈ V, s ∈ [0, t]}

qui est de dimension k + 1.
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Ces notions sont assez naturelles et visuelle. Si on reprend l’exemple, d’une
particule d’eau, d’un bout de ficelle ou une feuille transportés dans un cours
d’eau. La variété élargie serait la trajectoire de la particule, la surface dessinée
par la ficelle au cours de son déplacement ou le volume dans l’eau que la feuille
aurait traversé et que l’on obtiendrait si l’on filmait le mouvement et que l’on
superposait les images une par une.

Il est possible d’avoir pour l’opération produit intérieur une approche géo-
métrique similaire aux définitions 18 et 39.

Définition 54. (Produit intérieur élargie) Pour ω une k-forme, on définit Itω
la (k − 1)-forme telle que ˆ

V
Itω =

ˆ
It(V)

ω

pour toute sous-variété V de dimension k − 1.

On peut réinterpréter l’opération de produit intérieur.

Proposition 55. (Produit intérieur) On a

iV ω =
d

dt
Itω.

Exemple 56. Un flot de matière ρ transporté à une vitesse V donnée par
j = iV ρ : La matière passant à travers surface S en un temps t est contenue
dans ItS.

Nous terminons avec une variante de la formule de Cartan.

Proposition 57. (Formule de Cartan bis) On a

ϕ∗
tω − ω = d ◦ It(ω) + It ◦ d(ω)

Nous donnons ici une approche visuelle des formules de la section précédente
et plus précisément

— Figure 5 pour les définitions 18,39 et 54,
— Figure 6 pour la proposition 26,
— Figure 7 pour la proposition 49,
— Figure 8 pour la proposition 50,
— Figure 9 pour la proposition 28.

Figure 5 – Le bord de la variété, la variété transporté et la variété élargie.
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Figure 6 – Point de vue géométrique de la formule d ◦ d = 0 : Un bord n’a pas
de bord.

Figure 7 – Point de vue géométrique de la formule ϕ∗
t ◦ d = d ◦ ϕ∗

t et LV ◦ d =
d ◦LV : Le bord de la sous variété transporté est aussi le transporté du bord de
la sous variété.

Figure 8 – Point de vue géométrique de la formule de Cartan :It ◦ d(ω) =
ϕ∗
tω − ω − d ◦ It(ω) et iV ◦ d = LV − d ◦ iV : Le bord de la sous-variété élargie

contient trois parties, V et ϕt(V) qui donnent les termes ϕ∗
tω−ω et LV et It(∂V)

l’élargissement du bord ∂V qui donne les terme d ◦ It(ω) et d ◦ iV .
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Figure 9 – Point de vue géométrique du Lemme de Poincaré : Il s’agit de la
formule de Cartan dans le cas où ϕt(V) = 0. On a alors directement −α =
d(It(α)) + It(dα). Si dα = 0 on a α = d (−Itα).

1.8 Les « isomorphismes » dans un espace euclidien
1.8.1 Des ensembles similaires

Dans ces notes nous avons souligné plus d’une fois que les espaces suivants
sont de même dimension

vecteurs tangents↔ 1-formes↔ 2-formes

0-formes↔ 3-formes

et plus généralement dans Rn, on a les correspondances suivantes

vecteurs tangents↔ 1-formes↔ (n-1)-formes

k-formes↔ (n-k)-formes

car ces derniers espaces ont la même dimension(
n
k

)
=

(
n

n− k

)
.

De fait, il y a plusieurs de manières de passer d’un espace à l’autre et vis
versa et ces transformations sont à la fois très courantes et naturelles. Une
première manière est d’introduire des outils mathématiques supplémentaires que
nous appellerons tenseurs (faute de mieux). On peut voir ceux-ci simplement
comme des «matrices» décrivant des relations linéaires entre différents espaces.
En générale ils dépendent du milieu et on pourra écrire

β(x) = T (x)α(x).

avec α, β des formes différentielles et T un tenseur. Ces tenseurs peuvent appa-
raître dans une grande variété de loi physique dont voici quelques exemples.

Pour des phénomènes de diffusions on a

Loi Physique 1-forme→ 2-forme tenseur
Loi de Fourier −λ grad(T ) = jC λ : conductivité thermique
Loi de Fick −D grad(c) = jp D : coefficient de diffusion

Loi d’Ohm (locale) σ E = je σ : conductivité électrique
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Remarque : On a plutôt l’habitude de considérer les coefficients λ,D, σ
comme des scalaires mais ceci n’est vrai que dans un milieu isotrope car dans
ce cas le tenseur est proportionnel à une matrice identité.

Pour les lois de la cinétique on a également

Loi Physique 1-forme→ vecteur tangent tenseur
2nd Loi de Newton F = ma la masse
Moment cinétique M = Ω̇I Tenseur d’inertie

Une autre manière est l’utilisation les opérations considérées précédemment.
Par exemple, pour ρ une 3-forme décrivant une densité de masse, on a

— (Produit extérieur) f → ρf est une application 0-forme→ 3-forme. On a
par exemple pour l’énergie thermique CmρT = ET .

— (Produit intérieur) V → iV ρ est une application vecteur tangent→ 2-
forme. On a par exemple pour le flot de matière j = ρV⃗ .

Une troisième possibilité utilise la géométrie et nous la détaillons dans la section
suivante.

1.8.2 Espace Euclidien

Rappelons qu’un espace euclidien est Rn muni du produit scalaire usuel. Ce-
lui ci est tellement omniprésent que l’on oublie parfois qu’il existe et qu’il joue un
rôle important dans beaucoup de notions et de calculs. Pour une généralisation,
on parlera plutôt de formes bilinéaires symétriques ou de métrique.

Définition 58. (Produit scalaire usuel sur Rn) Pour V,W deux vecteurs tan-
gents on définit

⟨W,V ⟩ =
n∑

i=1

WiVi.

(Forme bilinéaire symétrique) Pour g ∈ Rn×n une matrice symétrique on définit

g(V,W ) =

n∑
i,j=1

gijViWj

et on pourra également écrire g(V,W ) = ⟨V, gW ⟩.

Par exemple pour les coordonnées cylindriques (r, θ, z) et les coordonnées
sphériques (r, θ, ϕ) dans R3 on a

gcylindriques =

1 0 0
0 r2 0
0 0 1

 , gsphérique =

1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

 .

On dira aussi que la matrice g est un 2-tenseur symétrique. Le produit sca-
laire nous donne un premier « isomorphisme» entre 1-forme et vecteurs tangents.
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Définition 59. (Théorème de Rietz) Soit V un vecteur tangent, on peut définir
la 1-forme α telle que pour tout vecteur tangent W

⟨V,W ⟩ = α(W )

Réciproquement pour tout 1-forme α il existe un unique vecteur tangent V tel
que cette propriété soit vérifiée.

Cette construction généralise bien sûr aux formes bilinéaires avec

g(V,W ) = α(W ).

La correspondance V ↔ α dépend alors g et on notera alors α = gV ou V =
g−1α. Par exemple dans R3, avec le produit scalaire usuel on a simplement

α =
∑
cyc

αxdx, V =
∑
cyc

Vxex, αx =
cyc

Vx.

Avec des coordonnées sphériques par contre on obtient

α = αrdr + αθdθ + αϕdϕ, V = Vrer + Vθeθ + Vϕeϕ

αr = Vr, αθ = r2Vθ, αϕ = r2 sin2 θVϕ

Exemple 60. (Descente de gradient) On cherche à minimiser une fonction f
(0-forme). Pour cela on considère son gradient df (1-forme) et on définit la
trajectoire

d

dt
x(t) = −g−1df(x(t)).

L’idée étant de ce déplacer « dans la direction» du gradient gradient de f . Re-
marquer qu’il est important ici d’avoir une forme bilinéaire (souvent simplement
le produit scalaire usuel) pour construire le vecteur tangent V = g−1df . Il faut
donc bien préciser la métrique utilisée puisqu’il s’agit pour la descente de gra-
dient de diminuer la valeur de f en la distance la plus courte possible. On a
effectivement, si g est positive,

d

dt
f(x(t)) = −df(V ) = −g(V, V ) ≤ 0.

et donc que f(x(t)) est bien décroissant le long de la trajectoire.

Définition 61. (Volume Canonique dans Rn) Soit (x1, · · · , xn) un système de
coordonnées orthonormales, on note le volume canonique dans Rn la n−forme

ν = dx1 ∧ · · · ∧ dxn

Il s’agit bien sûr simplement de l’élément de volume usuel « dV». Cependant
il faut souligner que l’hypothèse orthonormales est important et qu’avec un
autre choix de g, on obtiendrait une forme volume ν différente. Par exemple en
coordonnée sphérique on a

ν = r2 sin θ dr ∧ dθ ∧ dϕ
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Exemple 62. (Forme volume générale) Dans le cas général d’une forme bili-
néaire g dans Rn, il faut faire un changement de variable pour se ramener à un
système orthonormales en choisissant Px = X tel que g = P tP . On a alors
det(g) = det2(P ) et la forme volume associée à g est donnée par

νg = dX1 ∧ · · · ∧ dXn =
√
det(g)dx1 ∧ · · · ∧ dxn

Le produit intérieur V → iV ν donne un autre « isomorphisme» entre vecteurs
tangents et (n-1)-formes . On a ainsi les équivalences suivantes

1-forme ←→
Riez

vecteur tangent ←→
forme volume

(n− 1)-forme

et donc on a par exemple dans R3 l’équivalence canonique

A =
∑
cyc

Vxdx ↔ V =
∑
cyc

Vxex ↔ B =
∑
cyc

Vxdy ∧ dz.

Remarquer que l’on obtient par conjugaison un « isomorphisme» entre 1-formes
et 2-formes. Ce type d’isomorphisme se généralise entre les k-formes et les (n−k)
formes. On identifie simplement les coefficients par complémentarité.

Définition 63. (Opérateur de Hodge dans Rn) Soit (x1, · · · , xn) un système
de coordonnées orthonormales et ω une k forme différentielle. On définit ⋆ω
comme la (n− k)-forme

⋆ω =
∑
|I|=k

ωI(x) ⋆ dxI avec ⋆ dxI = (−1)mdxIc

où Ic est le complémentaire de I ⊂ {1, · · · , n} et m le nombre de transpositions
nécessaire pour remettre les indices I ∪ Ic dans le bon ordre.

En pratique on pourra simplement utiliser les tableaux suivants.

Exemple 64. (Opérateur de Hodge dans R2 et R3)
⋆ dans R2

ω ⋆ω

1 dx ∧ dy
dx dy
dy −dx

dx ∧ dy 1

⋆ dans R3

ω ⋆ω ω ⋆ω

1 dx ∧ dy ∧ dz dy ∧ dz dx
dx dy ∧ dz dz ∧ dx dy
dy dz ∧ dx dx ∧ dy dz
dz dx ∧ dy dx ∧ dy ∧ dz 1

Exemple 65. (Opérateur de Hodge en Coordonnées sphériques)
⋆ pour les coordonnées sphériques

ω ⋆ω ω ⋆ω

1 r2 sin θ dr ∧ dθ ∧ dϕ dθ ∧ dϕ (r2 sin θ)−1 dr
dr r2 sin θ dθ ∧ dϕ dϕ ∧ dr (sin θ)−1 dθ
dθ sin θ dϕ ∧ dr dr ∧ dθ sin θ dϕ
dϕ (sin θ)−1 dr ∧ dθ dx ∧ dy ∧ dz (r2 sin θ)−1
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Exemple 66. (Milieu homogène isotrope) Si le milieu est homogène et isotrope,
on pourra écrire pour la loi de Fourier, la loi de Fick ou la loi d’Ohm

jC = − ⋆ λd(T ), jp = − ⋆Dd(c), je = − ⋆ σE

avec λ,D, σ ∈ R les coefficients de diffusion, c la quantité de particule, T la
température (0-formes), E le champs électrique (1-forme) et jC , jp, je les flots
de chaleurs, particules et de charges (2-formes).

Nous mentionnons également une autre utilisation de l’opérateur de Hodge.

Exemple 67. Sur Rn, pour ω une k-forme, on a

ω ∧ (⋆ω) = ∥ω(x)∥2dx1 ∧ · · · ∧ dxn avec ∥ω(x)∥2 =
∑
|I|=k

|ωI(x)|2

Ainsi pour une 1-forme A sur Rn on a par exemple˚
R3

A ∧ (⋆A) =

˚
R3

|A⃗|2 dx ∧ dy ∧ dz.

1.8.3 Opérateur Laplacien

Nous terminons la section avec l’opérateur Laplacien.

Définition 68. (Laplacien et Codifférentielle) Dans Rn, on appelle laplacien
l’opérateur agissant ∆ : k-formes→ k-formes définit par

∆ = d ◦ ∂ + d ◦ ∂.
où ∂ est l’opérateur codifférentielle ∂ : k-formes→ (k − 1)-formes, défini par

∂ = (−1)m ⋆ ◦d ◦ ⋆
avec m = ....

Exemple 69. (Laplacien dans R3) Pour une 0 forme f , ∂f = 0 et on l’ex-
pression ∆ = ∂ ◦ d correspond à la formule usuelle ∆ = div ◦ grad. On peut
également calculer

∆f = ⋆d

(
⋆
∑
cyc

∂xfdx

)
= ⋆d

(∑
cyc

∂xfdy ∧ dz

)
= ⋆

(∑
cyc

∂xxf

)
dx ∧ dy ∧ dz

et finalement
∆f =

∑
cyc

∂xxf

Pour une 1 forme A, l’expression ∆ = d◦∂+d◦∂ correspond à la formule pour
le laplacien vectoriel

∆ = −rot ◦ rot + grad ◦ div.
mais il s’agit ici donc d’une définition. Après calculs, on obtient également

∆A =
∑
cyc

((∂xx + ∂yy + ∂zz)Axdx) .

L’expression pour les 2-formes et 3-formes sont similaires à celle pour les 1-
formes et les 0-formes, respectivement.
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2 Exemples pratiques d’applications des formes
différentielles

Le but ces notes étant de souligner la nature des objets (formes, vecteurs tan-
gents,...) on les indiquera parfois à côté des équations. On notera par exemple :
« 3 = 2∧1» pour « une 3 forme comme produit extérieur d’une 2-forme et d’une
1-forme ».

2.1 Mécanique
En mécanique, la notion centrale est le travail qui s’exprime comme l’inté-

grale d’une force qui est donc une 1-forme (J.m−1)

W =

ˆ b

a

F.

Exemple 70. (Force conservative) Une force F est dite conservative si pour
tout chemin fermé γ ˛

γ

F = 0.

Dans R3, ceci est équivalent à −→rotF = 0 et plus généralement dans Rn à dF = 0,
c’est à dire ∂iFj(x)− ∂jFi(x) = 0 pour tout 1 ≤ i, j ≤ n. Dans ce cas il existe
un potentiel P qui est une 0 forme (J) tel que : F = dP . Noter que ce critère
reste valide même si F décrit la force sur plusieurs particules ou sur un système
avec un grand nombre de degrés de liberté.

Exemple 71. (La Poulie) On note x,X les positions des extrémités des cordes
à gauche et à droite d’une poulie. On a x − x0 = −M(X − X0), avec M le
facteur multiplicatif et x0, X0 les longueurs initiales. On tire sur la corde de
gauche. Ceci transmet une force et une vitesse sur la corde de droite

F = Fxdx = −FxMdX, vx(t) =
dx(t)

dt
= −M dX(t)

dt
= −MvX(t).

On a donc pour la force (1-forme) FX = −FxM et pour la vitesse (vecteur
tangent) vX = − 1

M vx. La puissance ivF et le travail par contre restent les
même que l’on considère la corde de gauche ou de droite

W =

ˆ x2

x1

Fxdx =

ˆ X2

X1

FXdX.

Le raisonnement serait similaire pour x,X ∈ Rn avec x = M(X) décrivant des
systèmes plus compliqués.

Exemple 72. (Moment d’une force) Dans le plan, on écrit en coordonnées
polaires (x = r cos θ, y = r sin θ) une force

F = Fxdx+ Fydy

= (Fx + Fy)dr + r(−Fx sin θ + Fy cos θ)dθ

= (Fx + Fy)dr + (xFy − yFx)dθ
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Le moment angulaire d’une force M = r⃗ × F⃗ est donc égale au coefficient de
dθ en coordonnées polaires. Sur un mouvement de rotation, le travail est donné
par

W =

ˆ θ2

θ1

Mdθ

Remarque 73. On peut également écrire

dθ =
1

x2 + y2
(−ydx+ xdy) .

qui présente une singularité en 0. Contrairement à sa notation, dθ n’est pas une
forme exacte car θ n’est pas une fonction réelle mais n’est définie qu’à 2kπ près.
De fait pour un cercle C entourant 0, on a

˛
C
dθ = 2π ̸= 0.

Exemple 74. (Force de Friction dans l’espace des phases) On considère une
force F = −kpdx, avec p l’impulsion et k un coefficient de friction. On a alors
dF = kdx ∧ dp et donc pour tout γ chemin fermé dans l’espace des phases

W =

˛
γ

F = k

¨
S
dx ∧ dp

C’est à dire l’énergie dissipée est égale kS la surface entourée par la trajectoire.

Exemple 75. (Conservation / Fonctions implicites) Considérons un objet se
délaçant à une vitesse d

dtx(t) = V (un vecteur tangent). Une quantité F (t) =
f(x(t)) est conservée au cours du mouvement si et seulement si

d

dt
f = LV f = iV df =

n∑
i=1

Vi
∂f

∂xi
= 0.

Similairement, on peut définir la trajectoire de manière implicite en imposant
que certaines quantités soit conservées f1(x(t)) = F1,..., fm(x(t)) = Fm et alors
le vecteur vitesse V doit satisfaire

iV df1 = · · · = iV dfm = 0

Par exemple dans R2 avec une seule quantité conservé et x(t) = (x(t), y(t)), on
obtient

dx

dt
∂xf +

dy

dt
∂yf = 0, et alors

dy

dx
= −∂xf

∂yf
.

(Méthode de séparation des variables) Inversement résoudre une équation de la
forme

dy

dx
=

g(x)

h(y)
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est équivalent à trouver une trajectoire γ décrivant x(t) = (x(t), y(t)) dans R2

telle que

−dx

dt
g(x) +

dy

dt
h(y) = i dx

dt
(−g(x)dx+ h(y)dy) = 0

et donc ˆ
γ

h(y)dy =

ˆ
γ

g(x)dx.

2.2 Thermodynamique
2.2.1 Système thermodynamique macroscopique

L’espace sous-jacent pour la description de systèmes thermodynamiques ma-
croscopiques n’est pas forcément écrit explicitement. Les quantités U, V, P, T, S, ...
appelées fonctions d’états sont des 0-formes qui peuvent être vues comme des
fonctions U(a), V (a), ... avec a ∈ Ω des coordonnées dans un espace plus ou
moins abstrait. Les quantités dU, dV, ... sont des 1-formes sur ce même espace,
et on a

U(b)− U(a) =

ˆ b

a

dU.

Exemple 76. (Diverses Équations Thermodynamiques) Nous mentionnons quelles
équations entre 1-formes. On a («1 = 0 ∧ 1»)

dU = TdS − PdV (Premier Principe).

et si les coordonnées étaient écrite explicitement a = (a1, a2, · · · , an), on aurait

−−→
gradU(a) = T (a)

−−→
gradS(a)− P (a)

−−→
gradV (a).

On a également
dH = TdS + V dP (Enthalpie)

1

V
dV = −χT dP + αdT (Coefficients thermoélastiques)

dU = mcV dT + (ℓ− P )dV (Coefficients calorimétriques)

Implicitement, on suppose ici que l’espace sous-jacent n’a que deux degrés de
liberté. L’espace des 1-formes est alors de dimension 2. Les équations précédentes
sont les expressions des 1-formes dU, dH et dV avec les choix de bases (dS, dV ),
(dS, dP ), (dP, dT ) et (dT, dV ).

Pour qu’une 1-forme α soit la dérivée d’une fonction d’état, il faut et il suffit
que pour tout chemin fermé γ ˛

γ

α = 0.

Ce n’est pas le cas pour le travail ou la chaleur.
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Exemple 77. (Diagramme thermodynamique) Supposons que l’état d’une ma-
chine thermique puisse être décrite par deux paramètres (x, y). Si elle est com-
posée d’un piston et que celui ci est mis en mouvement, le travail fourni est
donné par une 1-form PdV , avec V le volume du piston et P est la pression à
l’intérieur. Ainsi sur un cycle, le travail total est égal à («Stokes»)

W =

˛
PdV =

¨
S

d (PdV ) =

¨
S

dP ∧ dV.

Si les coordonnées du diagramme sont x = V et y = P , il s’agit de la surface de
S (Diagramme de Clapeyron). Pour des coordonnés plus générales on a

W =

¨
S

(
dP (x, y)

dx

dV (x, y)

dy
− dP (x, y)

dy

dV (x, y)

dx

)
dx ∧ dy.

De même, la chaleur échangée est égale à («Stokes»)

Q =

˛
TdS =

¨
S

d (TdS) =

¨
S

dT ∧ dS

qui correspond à la surface de S si x = S et y = T (Diagramme Entropique) et
plus généralement on a

Q =

¨
S

(
dT (x, y)

dx

dS(x, y)

dy
− dT (x, y)

dy

dS(x, y)

dx

)
dx ∧ dy.

2.2.2 Diffusion de la chaleur

Pour la description des systèmes thermodynamique microscopique dans R3

, on utilise les formes différentielles suivantes.

0-forme Température T K
1-forme Gradient de température ∇T K.m−1

2-forme Flux de chaleur j J.s−1.m−2

3-forme Énergie thermique ET J.m−3

Exemple 78. (Diffusion thermique) Nous détaillons les différents termes jouant
un rôle dans la diffusion thermique.

1. (Conduction) La température est T une 0-forme, son gradient une 1-
forme et le terme de conduction thermique jcond = −σ(dT ) est une
2-forme.

2. (Convection) La densité massique ρ et l’énergie thermique ET = CmρT
sont des 3-formes. La vitesse du fluide V est un vecteur tangent et le terme
associé au transport de l’énergie thermique LV ET = d(iV ET ) = d(jconv)
est une 2-forme.

3. (Rayonnement) Le rayonnement thermique jray est une 2-forme.
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Finalement la diffusion thermique total est la 2-forme donnée par

jtotal = iV ET − σdT + jray.

Exemple 79. (Flot de chaleur dans un cylindre) Par symétrie, le flot de chaleur
dans un cylindre infini s’écrit

j = j(r)dθ ∧ dz.

Ici on a d(j) = 0 si et seulement si j(r) = j0 = constante. On écrit la loi de
Fourier (en milieu homogène isotrope)

j = σ (⋆dT ) = σ

(
∂

∂r
T (r)

)
rdθ ∧ dz.

On a alors

σr
∂

∂r
T (r) = j0 et donc T (r)− T (r0) =

j0
σ

ln

(
r

r0

)
.

Exemple 80. (Équation de la chaleur) On écrit la densité d’énergie thermique
et l’équation de continuité pour le flot de chaleur («3 = 3 ∧ 0» et «3 = d(2)»)

ET = CmρT, ∂tET = d(j)

Dans un milieu homogène isotrope, on obtient avec l’équation pour la diffusion
thermique

∂tT =
σ

Cmρ
⋆ d ⋆ dT =

σ

Cmρ
∆T

Exemple 81. (Rayonnement sur la terre) Le flux de rayonnement solaire arrive
sur la terre selon la direction e⃗x est une 2-forme R = Ryzdy∧dz. En coordonnées
sphériques, si on néglige les termes en dr qui ne jouent pas de rôle sur la surface
de la sphère, on a alors

dy = r sin θ cosϕdϕ+ r cos θ sinϕdθ, dz = −r sin θ dθ

et donc

R = Ryzr
2 sin2 θ cosϕdθ ∧ dϕ.

que l’on peut comparer à r2 sin θ dθ ∧ dϕ l’élément de surface usuelle sur la
sphère.

2.3 Électromagnétisme dans R3

Les quantités physiques pour décrire le champs électromagnétisme sont les
suivantes
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0-forme Potentiel électrique V V
Potentiel vecteur A V.s.m−1

1-forme Champs électrique E V.m−1

Champs magnétique H C.s−1.m−1

Induction électrique D C.m−2

2-forme Induction magnétique B V.s.m−2

densité de courant j C.s−1.m−2

3-forme densité de charge ρ C.m−3

Ici nous faisons le choix de faire la distinction entre le champs électrique
E (1-forme) et l’induction électrique D (2-forme) ainsi qu’entre le champs ma-
gnétique H (1-forme) et l’induction magnétique B (2-forme). Dans le vide et
on a l’habitude d’écrire D⃗ = ϵ0E⃗ et B⃗ = µ0H⃗, ce qui implique d’identifier les
coefficients

Dyz =
cyc

ϵ0Ex et Byz =
cyc

µ0Hx.

Cette distinction est motivée par les rôles différents que ces derniers jouent
dans les équations de Maxwell. Celle ci permet aussi de souligner que ces équa-
tions dépendent du milieu dans lequel le champs électromagnétisme se propage
(on peut avoir des tenseurs ϵ,µ plus compliqués) et sinon de la géométrie (la
métrique g).

2.3.1 Champs électriques et magnétiques usuels

Nous écrivons ici les champs électriques et magnétiques dans les cas les plus
simples et qu’on trouve dans les livres de physique de premières années.

Exemple 82. (Charge Ponctuelle) Pour une charge q placée à l’origine, le
potentiel et le champs électrique sont donnés en coordonnées sphériques par

V (r) =
q

4πϵ0r
, E(r) =

q

4πϵ0r2
dr et D(r) =

q

4π
sin θdθ ∧ dϕ

Exemple 83. (Dipôle électrique) Pour un dipôle d⃗ = dez placée à l’origine, le
potentiel et le champs électrique sont donnés par

V (r) =
d

4πϵ0

(
cos θ

r2

)
, E(r) =

d

4πϵ0

[
2 cos θ

r3
dr +

sin θ

r2
dθ

]
et

D(r) =
d

4πr

[
sin 2θ

r
dθ ∧ dϕ+

sin2 θ

r2
dϕ ∧ dr

]
.

Remarquer que l’on a VDipole = Ld⃗Vcharge et EDipole = Ld⃗Echarge.

Les formules sont similaires pour H et B pour un dipôle magnétique.
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Exemple 84. (Fils électrique infini) Pour un fils électrique verticale, infini, par-
couru d’un courant électrique I, le champs magnétique, l’induction magnétique
et le potentiel vecteurs sont donnés par

H =
I

2π
dθ, B =

µ0I

2πr
dr ∧ dz, A =

µ0I

2π
log r dz,

Exemple 85. (Loi de Biot et Savart) On considère une charge placée à l’origine
et se déplaçant dans la direction e⃗z à une vitesse vz. Le champs magnétique (au
temps t = 0) est donné par

A =
µ0qvz
4πr

dz, B =
µ0qvz
4πr2

dr ∧ dz, H =
qvz
4πr3

(ydx− xdy) .

Mentionnons également la force de Lorentz

Exemple 86. (force de Lorentz) Une particule de charge q se déplaçant à une
vitesse V dans un champs électromagnétique subit une force (« iV (2) = 1»)

F = q(E + iV B).

2.3.2 Les équations de Maxwell

Les équations de Maxwell sont peut-être l’exemple le plus remarquable pour
l’utilisation des formes différentielles.

Exemple 87. (Maxwell) On écrit les équations de Maxwell-Thomson Maxwell-
Gauss

dB = 0, dD = ρ («d(2) = 3»)

et les équations de Maxwell-Faraday et Maxwell-Ampère

dE = −∂tB, dH = ∂tD + J («d(1) = 2»).

(Formulation intégrale) On a pour tout volume V
¨

∂V
B = 0 et

¨
∂V

D =

˚
V
ρ

et toute surface S˛
∂S

E = −∂t
¨

S
B et

˛
∂V

H = ∂t

¨
S
D +

¨
S

J

Exercice 88. Vérifier que les champs électriques et magnétiques proposés dans
la sections précédente vérifient bien les équations de Maxwell.

Exemple 89. (Potentiel, Potentiel vecteur et Invariance de Jauge) Puisque
dB = 0, il existe une 1-forme A tel que

B = dA.
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Puisque d(E + ∂tA) = dE + ∂tB = 0, il existe une 0-forme V tel que

E + ∂tA = dV.

De plus, pour tout 0-forme f et constante c ∈ R, on a d(A + df) = dA et
d(V + c) = dV .

Exemple 90. (Gravitation selon Newton) On note V le potentiel gravitationnel
(0-forme), F le champs de gravitation (1-forme), ρm la densité de masse (3-
forme) et on introduit la 2-forme g = ⋆4πGF avec G la constante de gravitation.
La loi de gravitation est alors donnée par

d(V ) = F et d(g) = −ρm

qui se réécrit pour toute boucle γ et tout volume V
˛
γ

F = 0 et
¨

∂V
g = −

˚
V
ρm.

Pour une masse ponctuelle M placé en 0, le champs de gravitation est donné
par

V (r) = −GM

r
, F (r) = −GM

r2
dr et g(r) = −GM sin θdθ ∧ dϕ

2.3.3 Énergie en électromagnétisme

Nous mentionnons les différentes formes sous lesquelles l’énergie apparaît en
électromagnétisme. Celle ci étant une quantité extensive, il s’agira toujours de
3-formes. On a ainsi l’énergie potentielle d’une densité de charge (« 3 = 0∧ 3 »)

Ep = V ∧ ρ = V (x)ρ(x)dx ∧ dy ∧ dz,

le travail du champs électrique sur un courant (« 3 = 1 ∧ 2 »)

We = E ∧ J =

(∑
cyc

Ex(x)Jyz(x)

)
dx ∧ dy ∧ dz

l’énergie du champs électrique (« 3 = 1 ∧ 2 »)

Eelec =
1

2
E ∧D =

1

2

(∑
cyc

Ex(x)Dyz(x)

)
dx ∧ dy ∧ dz

l’énergie du champs magnétique (« 3 = 1 ∧ 2 ») :

Emagn =
1

2
H ∧B =

1

2

(∑
cyc

Hx(x)Byz(x)

)
dx ∧ dy ∧ dz
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Exemple 91. (Un condensateur) Deux plaques de surface S sont placées en ±z0
et sont chargées électriquement avec une densité surfacique ±σ . Dans [−z0, z0]
le champs électrique est donné par

V (x) =
σ

ϵ
z, E(x) =

σ

ϵ
dz, D(x) = σdx ∧ dy,

La densité d’énergie est donnée par

Eelec =
1

2
E(x) ∧D(x) =

σ2

2ϵ
dx ∧ dy ∧ dz.

On obtient alors l’énergie totale
˚

S×[−z0,z0]

Eelec =
z0Sσ

2

ϵ
=

Sϵ

4z0
U2 =

1

2
CU2

où U = V (z0)− V (−z0) = 2σz0
ϵ et C = Sϵ

2z0
est la capacité électrique.

Exemple 92. (Théorème de Poynting) Le vecteur de Poynting est la deux
forme suivante (« 2 = 1 ∧ 1 »)

P = E ∧H =
∑
cyc

(Ex(x)Hy(x)− Ey(x)Hx(x)) dx ∧ dy

Il est associée au flot de l’énergie électromagnétisme et apparaît dans une équa-
tion de continuité. En effet, on a

dP = dE ∧H − E ∧ dH

= −∂tB ∧H − E ∧ (∂tD + J)

= −1

2
∂t (B ∧H)− 1

2
∂t (E ∧D)− E ∧ J

et finalement
∂t(Eelec + Emagn) + dP = −E ∧ J

2.4 Hydrodynamique
Les quantités physiques apparaissant en hydrodynamique sont par exemple

les suivantes.

0-forme Pression P Pa
1-forme Circulation de vitesse v m.s−1

2-forme Vorticité ω s−1

Flot de matière j kg.s−1.m−2

3-forme Densité de matière ρ kg.m−3

Densité d’énergie ρE J.m−3
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Attention : la vitesse du fluide V n’est pas une 1-forme mais un vecteur
tangent. Aussi on utilisera à la place la 1-forme canoniquement associée que
l’on notera v et que l’on appellera «circulation de vitesse», la même appellation
pour son intégrale sur un lacet γ

C =

ˆ
γ

ν.

Exemple 93. (Équilibre de pression) On note Φ = P
ρ l’énergie de pression par

masse. Le fluide est à l’équilibre lorsque la pression et la gravité se compense
(«d(0) = 1»)

d(Φ) + gdz = d(Φ + gz) = 0.

Exemple 94. (Poussé d’Archimède) L’énergie potentiel d’un fluide est donné
par Ep = gzρ avec z la coordonnée verticale, g la gravitation et ρ la densité de
matière du fluide. À l’équilibre hydrostatique celle ci correspond à la pression
P = gzρ + P0. La force verticale sur un volume V est donnée par la variation
de l’énergie potentiel lors d’un déplacement selon le vecteur ez

Fz =

˚
V
Lez (gzρ) = g

˚
V
ρ.

Avec la formule de Cartan on a également

Fz =

˚
V
diez (gzρ) =

¨
∂V

iezP.

On obtient ainsi les deux expressions pour la poussé d’Archimède : « Le poids
du volume de fluide déplacé » ou alors «l’intégrale de la force de pression dans
la direction vertical sur la surface du volume».

Exemple 95. (Conservation le long d’un tube de champs) Soit j un courant de
matière, c’est à dire une 2-forme de divergence nulle dj = 0 et soit V un champs
de vecteur tangent le long des lignes de champs iV j = 0. On a alors

LV j = (iV ◦ d+ d ◦ iV ) j = 0.

Exemple 96. (Équation de Continuité, «∂tρ + div(ρv) = 0 ») La quantité de
fluide ρ (une 3-forme) est transportée selon un champs de vitesse V , le flot est
alors la 2-forme

iV ρ =
∑
cyc

ρ(x)Vx(x)dy ∧ dz

Le flot sortant à la surface d’un volume V (fixé) est une perte pour la quantité
totale de fluide à l’intérieur du volume

d

dt

ˆ
V
ρ(t) = −

ˆ
∂V

iV ρ(t) = −
ˆ
∂V

ρ(x, t)V⃗ (x, t).d⃗S.

Cela correspond à l’équation suivante qui pouvait aussi être obtenue avec la
dérivée de Lie

∂tρ+ d(iV ρ) = ∂tρ+ LV ρ = 0.
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Exemple 97. (Équation d’Euler) On note v la circulation (1-forme) associée
au champs de vitesse V (vecteur tangent, « V⃗ = v⃗») et on énonce l’équation
d’Euler

∂tv + (V.grad) v = −dΦ− gdz.

Il est possible d’utiliser la dérivée de Lie

LV v = (V.grad) v +
∑
cyc

vxgrad(Vx) = (V.grad) v +
1

2
grad(|v|2)

pour réécrire l’équation d’Euler sous la forme («1 = d(0)»)

∂tv + LV v = d

(
1

2
|v|2 − Φ− gz

)
.

En utilisant LV v = d(|v|2) + iV v on a également

∂tv + iV dv = −d(
(
1

2
|v|2 +Φ+ gz

)
donnant l’expression «∂tv⃗ + rot(v⃗)× v⃗ = −grad (· · · )».

Exemple 98. (Théorème de Bernoulli) Dans le cas d’un flot stationnaire ∂tv =
0 et puisque iV ◦ iV = 0, l’équation d’Euler implique alors

iV d

(
1

2
|v|2 +Φ+ gz

)
= LV

(
1

2
|v|2 +Φ+ gz

)
= 0.

L’énergie par particule est constante le long des lignes de champs.

Exemple 99. (Conservation de la circulation) Soit γ(t) une boucle transportée
selon le champs de vitesse v. Alors

d

dt

˛
γ(t)

v(t) =

˛
γ(t)

∂tv(t) +

˛
γ(t)

LV (t)v(t) =

˛
γ(t)

d

(
1

2
v2 − Φ− gz

)
= 0

La circulation sur la boucle est donc conservée. On a alors

d

dt

¨
S(t)

d(v(t)) = 0

et la vorticité ω(t) = d(v(t)) est donc aussi conservée. À partir de l’équation
d’Euler et de d ◦ LV = LV ◦ d on aurait aussi pu directement écrire

∂tω(t) + LV ω(t) = d (v(t) + LV v(t)) = 0.

Finalement avec la formule de Cartan on a

∂tω(t) + d[iV ω(t)] = 0

qui est l’expression «∂tω + rot(ω × v) = 0».
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Exemple 100. (Flots d’énergie et de quantité de mouvement) L’énergie étant
conservée, elle suit une équation de continuité

(∂t + LV )

[
1

2
ρ|v|2 + p+ ρgz

]
= 0.

Pour la quantité de mouvement, on a également

(∂t + LV ) [ρvx] = ∂t(ρvx) + d[iV (ρvx)] = −iexdp,

et la même chose pour y et z en ajoutant le terme en ρg dans ce dernier cas.
On peut écrire ces 2-formes comme les lignes d’un tableauiV (ρvx)iV (ρvy)

iV (ρvz)

 = ρ

vxvx vxvy vxvz
vyvx vyvy vyvz
vzvx vzvy vzvz

 = ρv ⊗ v

appelé tenseur d’impulsion (dans lequel on ajoute habituellement la pression
aux termes diagonaux).

Exemple 101. (Flot irrotationnel et flot incompressible) Le flot est dit irrota-
tionnel si dv = 0. Dans ce cas il existe une 0-forme ϕ tel que v = dϕ et l’équation
d’Euler devient

d

(
∂tϕ+

1

2
|v|2 +Φ+ gz

)
= 0.

Le terme du milieu est donc constant et il est possible de le fixé égale à 0. On
a alors

∂tϕ+
1

2
|v|2 +Φ+ gz = 0.

Le flot est dit incompressible si d(iV ρ) = 0. Dans ce cas il existe une 1-forme A
telle que

j = iV ρ = dA.

Si la densité ρ est constante on peut aussi écrire d(⋆v) = 0.
Dans le cas irrotationnel et incompressible, on obtient alors une équation de

Poisson
∆ϕ = ⋆ d ⋆ dϕ = ⋆ d(⋆v) = 0.
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3 Exemples d’applications en physique plus avancé

3.1 Mécanique Hamiltonienne
L’hamiltonien H(x, p), une 0-forme, et la forme symplectique ω, une 2-forme,

sont données par

H(x, p) =
p2

2m
+ U(x), et ω =

n∑
i=1

dxi ∧ dpi

et on pourra écrire ω = dα avec α =
∑n

i=1 pidxi la 1-forme de Poincaré. La
deuxième loi de Newton pour la position et l’impulsion (x(t), p(t))

dx

dt
(t) =

p(t)

m
,

dp

dt
(t) = − ⃗gradU(x(t))

est alors équivalente à l’équation d’Hamilton.

Définition 102. (Équation d’Hamilton) Il existe un unique vecteur tangent

V =

(
dx

dt
(t),

dp

dt
(t)

)
tel que iV ω = dH.

On note ϕt le transport induit par ce champs de vecteur V .

Exemple 103. (Conservation de l’énergie) L’énergie est conservée par la dy-
namique,

d

dt
ϕ∗
tH = LV H = iV dH + d iV H = iV iV ω = 0

et donc ϕ∗
tH = H pour tout t ∈ R+.

Exemple 104. (Théorème de Liouville) La 2-forme ω est conservée par la
dynamique,

d

dt
ϕ∗
tω = LV ω = diV ω + iV dω = d ◦ dH = 0

et donc ϕ∗
tω = ω pour tout t ∈ R+. On peut remarquer qu’il s’agit en fait d’une

équivalence : Si un transport ϕt, satisfait ϕ∗
tω = ω pour tout t, alors diV ω = 0

et donc avec le Lemme de Poincaré il existe H tel que iV ω = dH.
On a aussi directement la conservation de la forme volume de l’espace des

phases
ϕ∗
t (ω ∧ · · · ∧ ω) = (ϕ∗

tω) ∧ · · · ∧ (ϕ∗
tω) = ω ∧ · · · ∧ ω.

Exemple 105. (Crochet de Poisson) Pour F une 0 forme, on introduit de la
même manière un vecteur tangent W tel que iWω = dF . Alors

d

dt
ϕ∗
tF = LV F = iV dF + diV F = iV iWω = ω(W,V ).

et on appelle crochet de Poisson cette quantité. En particulier si ω(W,V ) = 0,
on a la conservation de F par la dynamique : ϕ∗

tF = F pour tout t ∈ R+.
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3.2 Équations de Maxwell dans R4

Dans R4, les dimensions pour les 1-formes, 2-formes et 3-formes sont 4, 6 et
4. Les quantités physiques pour l’électromagnétisme apparaissent sous la forme
suivante.

— Aµ = (V,A) : Le potentiel et le potentiel vecteur. C’est une 1-forme et
est liée à la phase de la fonction d’onde de l’électron (comme par exemple
dans l’effet d’Aharanov Bohm)

A = −V dt+Axdx+Aydy +Azdz

— Fµν = (E,B) : Le champs électromagnétique (d’habitude un 2-tenseur
antisymétrique). C’est une 2-forme, on intègre le champs magnétique sur
une surface par exemple.

F =
∑
cyc

Exdx ∧ dt+
∑
cyc

Bxydx ∧ dy

— Jµ = (ρ, j) : La densité de charge et de courant. C’est une 3-forme,
la densité s’intègre sur un volume et le courant sur une surface fois un
intervalle de temps.

J = ρ dx ∧ dy ∧ dz +
∑
cyc

jxdy ∧ dz ∧ dt.

Pour simplifier nous supposerons ϵ0 = µ0 = c = 1. Les équations de Maxwell
sont alors données dans la magnifique table suivante

0-forme
d−⇀↽−
∂

1-forme
d−⇀↽−
∂

2-forme
d−⇀↽−
∂

3-forme
d−⇀↽−
∂

4-forme

f
(1)−−⇀↽−−
(2)

(V,A)
(3)−−→ (E,B)

(4)−−→ 0

⋆(E,B) −−→
(5)

(ρ, j) −−→
(6)

0

Ici chaque flèche est la dérivée extérieur ou la codifférentielle.
(1) Il s’agit de l’invariance de Jauge. On peut changer

V → V − ∂f

∂t
et A→ A+ grad(f)

sans modifier le champs électromagnétique, en effet (3) ◦ (1) = 0.
(2) Un choix particulier de Jauge appelée Jauge de Lorentz (2) = 0, C’est à

dire
∂V

∂t
+ div(A) = 0.
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(3) Les champs électriques et magnétiques sont exprimés avec le potentiel et
le vecteur potentiel

E = −∂A

∂t
− grad(V ) et B = rot(A).

(4) On a ici les équations de Maxwell-Faraday et Maxwell-Thomson

∂B

∂t
+ rot(E) = 0 et div(B) = 0

Celles-ci suivent bien sûr de (4) ◦ (3) = 0.
(5) Ici ce sont les équations de Maxwell-Gauss et Maxwell-Ampere

div(E) = ρ et − ∂E

∂t
+ curl(B) = j

(6) La loi de conservation de la charge

∂ρ

∂t
+ div(j) = 0

une fois encore (6) ◦ (5) = 0.

Exemple 106. (Équation de continuité) Dans R4, une quantité conservée est
une 3-forme J satisfaisant d(J) = 0. Par exemple, pour V = [t1, t2] × D, ( un
intervalle de temps × un volume D ⊂ R3), et en écrivant J = (ρ, j) on a

˚
∂V

J =

˚
{t=t2}

ρ−
˚

{t=t1}
ρ+

ˆ t2

t1

¨
∂D

j = 0.

Autrement dit la quantité dans D au temps t2 est égale à la quantité au temps
t1 moins le flux qui est sorti de D durant l’intervalle de temps [t1, t2].

Remarque 107. (Isomorphismes)
— Dans le cadre de la relativité restreinte, on utilise la métrique de Min-

kowski

g =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 .

— Les notations xµ (contravariant) et xµ = gµνx
ν (covariant) désignent un

vecteur tangent et la 1-forme associée (Rietz : α = gV ou V = g−1α).
— Comme dans R3, nous préférons faire la distinction entre F = (E,B) et

⋆F = (H,D). Cette différence apparaît habituellement avec les notations
Fµν ou Fµν .
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Exemple 108. (Équation d’onde) Les équations de Maxwell impliquent que

d ⋆ dA = J.

Avec le choix de Jauge ∂A = 0 on aurait également

(d ◦ ∂ + ∂ ◦ d)A = ⋆J

et on obtient le Laplacien sur les 1-formes. Parce qu’il y a ici la métrique de
Minkowski et non le produit scalaire usuelle, celui ci donne (après calculs) le
D’alembertien

□A =

(
1

c2
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
− ∂2

∂y2
− ∂2

∂z2

)
A = ⋆J

Exemple 109. (Lagrangien Électromagnétisme) Le Lagrangien est une quan-
tité que l’on intègre en temps et en espace (et qu’il faut minimiser). Il s’agit
donc d’une 4-forme. Pour l’électromagnétisme, celle ci s’écrit ainsi

L(EM) = −A ∧ J − 1

2
(dA ∧ ⋆dA).

Exercice 110. Par «analyse dimensionnelle» quelles 4-formes est-il possible
d’obtenir à partir des formes différentielles A,F, J, ... et des opérations usuelles
∧, d, ⋆,... ?

3.3 Fonctions holomorphes sur C
Nous considérons une fonction complexe h : C→ C et nous décomposons sa

partie réelle et imaginaire

h(z) = h(x+ iy) = f(x, y) + ig(x, y)

avec f, g : R2 → R deux fonctions réelles. En analyse complexe, on peut définir
la 1-forme (complexe)

h(z)dz = h(x+ iy) (dx+ idy)

= (f(x, y)dx− g(x, y)dy) + i (f(x, y)dy + g(x, y)dx)

= R+ iI

avec R, I deux 1-formes réelles sur R2. On a alors
ˆ b

a

h(z)dz =

ˆ b

a

R+ i

ˆ b

a

I.

Théorème 111. (Théorème intégral de Cauchy) Si h est dérivable dans C alors
dR = dI = 0 et donc pour toute boucle γ fermée dans C

˛
γ

h(z)dz =

˛
γ

R+ i

˛
γ

I = 0.
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Démonstration. Être dérivable dans C signifie que

∂h(x+ iy)

∂x
=

∂h(x+ iy)

i∂y
.

En séparant les parties réelles et imaginaires on obtient les équations de Cauchy-
Riemann

∂f

∂x
(x, y) =

∂g

∂y
(x, y) et

∂g

∂x
(x, y) = −∂f

∂y
(x, y)

qui sont bien équivalentes à dI = dR = 0.

Remarque 112. On a ⋆R = I.
On obtient alors la conséquence suivante.

Proposition 113. Pour une fonction dérivable dans C

∆R = ∆I = 0.

Une autre propriété peut être interprétée comme le Lemme de Poincaré.

Proposition 114. Toute fonction dérivable dans C est la dérivée d’une fonction
dérivable dans C .

Démonstration. (preuve 1) Imiter la preuve du Lemme de Poincaré.
(preuve 2) Puisque dI = dR = 0, par le Lemme de Poincaré il existe R,I

deux 0-formes, c’est à dire des fonctions R2 → R, et tel que dR = R et dI = I.
On peut alors vérifier que pour H(x+ iy) = R(x, y) + iI(x, y) on a bien

dH

dz
(z) = h(z)

Remarque 115. («d log z») Avec l’écriture polaire des nombres complexes z =
reiθ = elog r+iθ on a

dz

z
=

(x− iy)(dx+ idy)

|z|2
=

xdx+ ydy

|z|2
+ i
−ydx+ xdy

|z|2
=

dr

r
+ idθ.

En particulier pour une boucle fermée C dans C entourant {0} on a˛
C

dz

z
=

˛
C
d log r + i

˛
C
dθ = 2iπ.

Proposition 116. (Formule des résidus) Soit f une fonction dérivable dans C
et C ⊂ C une boucle entourant {z0}. On a˛

C

f(z)

z − z0
dz = 2iπf(z0).

Démonstration. On peut écrire˛
C

f(z)

z − z0
dz =

˛
C

f(z0)

z − z0
dz +

˛
C

f(z)− f(z0)

z − z0
dz = 2iπf(z0).

On a ici fait le changement de variable z − z0 → z pour utiliser la remarque
précédente et on observe que f(z)−f(z0)

z−z0
est une fonction dérivable sur C.
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A Annexe

A.1 Plus de coordonnées sphériques
On recalcule les gradient, rotationnel et divergence dans les coordonnées

sphérique avec le repère orthonormé usuel. La morale ici est que les formules
obtenues sont compliquées et donc si c’est possible, on préféra rester avec les
formes différentielle et un repère non orthonormé.

Exemple 117. (Gradient en coordonnée sphérique) Soit une 0-forme f et son
gradient en coordonnées sphérique

df = (∂rf) dr + (∂θf) dθ + (∂ϕf) dϕ.

Si on s’impose un repère orthonormé (dr, rdθ, r sin θdϕ) on écrira alors plutôt

df = (∂rf) dr +

(
1

r
∂θf

)
rdθ +

(
1

r sin θ
∂ϕf

)
r sin θdϕ.

(Rotationnel en coordonnée sphérique) Pour une 1-forme en coordonnées
sphérique A = Ardr +Aθdθ +Aϕdϕ, on a simplement

dA =
∑
cyc

(∂θAr − ∂rAθ) dθ ∧ dr.

Pour retrouver le repère orthonormé il faut utiliser les coordonnées Ãr = Ar,
Ãθ = Aθ

r , Ãϕ =
Aϕ

r sin θ de telle sorte à avoir

A = Ãrdr + Ãθrdθ + Ãϕr sin θdϕ

et le rotationnel s’écrit alors

dA =
(
∂θÃr − ∂r(rÃθ

) 1

r
rdθ ∧ dr

+
(
∂r(r sin θÃϕ)− ∂ϕÃr

) 1

r sin θ
dr ∧ r sin θ dϕ

+
(
∂ϕ(rÃθ)− ∂θ

(
r sin θÃϕ

)) 1

r2 sin θ
r sin θdϕ ∧ rdθ.

(Divergence en coordonnée sphérique) Pour une 2-forme en coordonnées sphé-
rique B = Bθϕdθ ∧ ϕ+Bϕrdϕ ∧ dr +Brθdr ∧ dθ on

dB =

(∑
cyc

∂rBθϕ

)
dr ∧ dθ ∧ dϕ

Il faut alors utiliser comme coordonnées B̃θϕ =
Bθϕ

r2 sin θ , B̃ϕr =
Bϕr

r sin θ , B̃rθ = Brθ

r
de telle sorte à avoir

B = B̃θϕr
2 sin θdθ ∧ ϕ+ B̃ϕrr sin θdϕ ∧ dr + B̃rθrdr ∧ dθ
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La divergence s’écrit alors

dB =
(
∂r

(
B̃θϕr

2 sin θ
)
+ ∂θ

(
B̃ϕrr sin θ

)
+ ∂ϕ

(
rB̃rθ

))
dr ∧ dθ ∧ dϕ

=

(
1

r2
∂r

(
B̃θϕr

2
)
+

1

r sin θ
∂θ

(
B̃ϕr sin θ

)
+

1

r sin θ
∂ϕ

(
B̃rθ

))
× r2 sin θdr ∧ dθ ∧ dϕ.

A.2 Construction explicite pour le lemme de Poincaré
On propose maintenant plusieurs constructions explicites de β qui apparaît

dans le Lemme de Poincaré dα = 0⇒ α = dβ.

Exemple 118. (Lemme de Poincaré, Construction dans R3, I)
(rotA⃗ = 0 ⇒ A⃗ = ⃗gradf) Soit A une 1-forme telle que dA = 0. On fixe un

point de référence x0 et on définit la 0-forme

f(x) =

ˆ x

x0

A.

On peut alors vérifier que cette définition ne dépend pas du chemin allant de x0

à x et que l’on a df = A.
(Transport d’une masse) Soit ρ une 3-forme décrivant une quantité de ma-

tière, on envoie celle ci à l’infinie avec une translation de vitesse V . Avec l’équa-
tion de continuité on peut écrire

ρ(x) = −
ˆ ∞

0

(
d

ds
ρ(x− sV )

)
ds = div

(ˆ ∞

0

ρ(x− sV )V ds

)
.

Dit autrement, on a ρ = d(j) avec

j = R(x, y, z)dy ∧ dz, et R(x, y, z) =

ˆ x

−∞
ρ(u, y, z)du.

Exemple 119. (Lemme de Poincaré, Construction dans R3, II) On peut éga-
lement s’inspirer les solutions bien connues d’électrostatique pour construire un
β explicite. On définit le champs de vecteur tangent

Vx(x
′) =

x− x′

∥x− x′∥3

(Avec la loi de Coulomb) Soit ρ une 3-forme. Alors la 2-forme

D(x) =

ˆ
R3

iVx(x′)ρ(x
′)d3x′ =

∑
cyc

(ˆ
R3

x− x′

∥x− x′∥3
ρ(x′)d3x′

)
dy ∧ dz,

satisfait dD = ρ.
(Avec la loi de Biot et Savart) Soit j une 2-forme telle que dj = 0. Alors pour

H(x) =

ˆ
R3

iVx(x′)j(x
′)d3x′ =

∑
cyc

(ˆ
R3

(z − z′)jzx(x
′)− (y − y′)jxy(x

′)

∥x− x′∥3
d3x′

)
dx

on a dH = j.
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A.3 Transformée de Fourier
La transformée de Fourier est une opération extrêmement courante en ma-

thématique comme en physique. Nous présentons ici sa formulation pour les
formes différentielles et ses propriétés de bases vis à vis des opérations algé-
briques vues précédemment.

Définition 120. (Transformée de Fourier) Soit α une ℓ forme différentielle dans
Rn. Pour |J | = n− ℓ et k ∈ Rn, on définit

FJ(α, k) =

ˆ
Rn

α ∧ eik.xdxJ .

Proposition 121. Soit α une ℓ-forme, β une (ℓ − 1)-forme, V un champs de
vecteur constant dans Rn (espace euclidien). Pour |I| = n− ℓ−1 et |J | = n− ℓ,
on a les égalités suivantes :

(Différentielle extérieure) FJ(dβ, k) = (−1)ℓ−1i

n∑
i=1

kiF{i,J}(β, k),

(Dérivée de Lie) FJ(LV α, k) = −i

(
n∑

i=1

kiVi

)
FJ(α, k)

(Produit intérieur) FI(iV α, k) =

n∑
i=1

ViFI\{i}(α, k),

(Opérateur de Hodge) FJ(⋆α, k) = FJc(α, k),

(Laplacien) FJ(−∆α, k) =

(
n∑

i=1

k2i

)
FJ(α, k).

Pour α1 une ℓ1-forme et α2 une ℓ2-forme et |J | = n− ℓ1 − ℓ2 on a

FJ(α1 ∧ α2, k) =
∑

J1∪J2∪J={1,··· ,n}

(FJ∪J2
(α1, .) ∗ FJ∪J1

(α2, .)) (k)

où ∗ est le produit de convolution et la somme est sur les ensembles |J1| = ℓ1 et
|J2| = ℓ2.

Exercice 122. Démontrer les égalités de cette dernière proposition.
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