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Exemples pour 'utilisation des formes
différentielles a la physique de tous les jours

Raphael Ducatez
27 juillet 2026

Nous proposons une introduction au formalisme des formes différentielles et
de leurs applications en physique. Le coeur de ces notes est une longue liste
d’exemples sur des notions habituellement abordées dans des cours de physique
de niveau L1, L2 ou L3.
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Préface

Cette introduction fait suite a des notes précédentes « For the use of exte-
rior form in daily physics, an introduction without coordinate framey [Duc23|
dans lesquelles j’insistais surtout sur I’aspect géométrique de l'utilisation des
formes différentielles et sur les motivations en physique. On m’a cependant fait
remarquer (& juste titre) que certains points abordés étaient trop avancés pour
étre appelés « daily physics». Et de fait, une formulation purement géométrique
et « without coordinate frame» a finalement du sens surtout dans le contexte
de la relativité générale, 14 ou les notions de temps et d’espace se mélangent,
ol tous les objets ne sont plus que tenseurs covariant et/ou contravariant et
ol la géométrie est d'une grande aide pour garder la téte sur les épaules. Pour
une physique plus terre & terre par contre, cette approche n’est peut-étre pas
tellement nécessaire et celle ci manque d’aspect pratique pour faire des calculs.

Ici, j’ai alors souhaité prendre au mot le titre « physique de tous les joursy. Le
coeur de ces notes est une longue liste d’exemples, qui ont tous a priori déja été
abordés dans des cours de physique de niveau L1, L2 (Section 2 ) ou L3 (Section
3 ) et qui ont été réécrits avec le formalisme des formes différentielles. Pour que
ces notes soient auto-cohérente, il m’a semblé tout de méme nécessaire d’ajouter
une premiére partie d’introduction de ces notions en mathématique. Celle ci
est finalement assez standard et similaire & ce qu’on pourrait trouver ailleurs
dans la littérature [Frall, BBB85, LCCT09, Fla63]. J’ai cependant essayé de
rendre le tout plus accessible & des physiciens, sans passer trop de temps sur les
définitions formelles ou sur les preuves et en ajoutant autant que possible des
formules et des équations «clef en main» telles que par exemple le changement
en coordonnées sphériques ou des calculs systématiques dans R3. Je reprend
également pas mal d’éléments de [Duc23| (figures, tableaux,...), en ajoutant les
calculs en coordonnées, des remarques sur la géométrie et une discussion sur des
« isomorphismes».

Motivations

Le formalisme des formes différentielle date d’Elie Cartan et est donc vieux
d’au moins un siécle. Celui ci est cependant, encore aujourd’hui, vu comme
un objet mathématique sophistiqué est reste assez peu utilisé en dehors de la
physique théorique. Le but de ces notes est d’essayer de démocratiser (vulgariser
on pourrait dire) ces notions et ces outils. Mais tout d’abord pourquoi utiliser
les formes différentielles ?

La premiére motivation est conceptuelle. Le formalisme mathématique est
paradoxalement plus proche du sens physique et donne, je trouve, un lien plus
direct entre la modélisation et les calculs et ajoute une touche d’«analyse di-
mensionnelley. Ensuite, les outils mathématiques des formes différentielles re-
couvrent ceux de l'analyse vectorielle. Les calculs ne sont pas plus compliqués
que si on n'utilisait simplement A x B, rot(A) ot det(M) mais les notations
peuvent étre a la fois courtes et pratiques. De fait, ces outils sont déja (sans le
dire) en grande partie utilisés et il s’agit pour beaucoup que d’un changement de



vocabulaire. Celui ci apporte cependant un point de vue en plus, un peu comme
la mécanique Hamiltonienne vis & vis des lois de Newton. Le formalisme est
surtout beaucoup plus général et devient nécessaire pour des modéles physiques
plus abstrait, ou en plus grande dimension, par exemple, lorsque ’'on commence
a travailler dans R*. Enfin, pour citer quelques exemples précis, nous pourrions
mentionner 'utilisation de systémes de coordonnées non orthonormeées, I'opé-
rateur de différentielle extérieur pour ’électromagnétisme ou la dérivée de Lie

pour ’hydrodynamique.

1 Introduction aux formes différentielles

FIGURE 1 — Les sous variétés dans R* : point, ligne, surface, volume et
temps X volume.

1.1 Formes différentielles

Commengons par proposer la définition informelle suivante qui motive et
justifie parfaitement 1'utilisation des formes différentielles en physique.

Définition 1. Une k-forme différentielle est ce qui s’intégre sur une sous variété
de dimension k.

A la différence du formalisme usuel, il faut ici distinguer parmi les « sca-
laires » les O-formes qui correspondent aux quantités intensives des 3-formes
qui correspondent aux quantités extensives. Il faut aussi distinguer parmi les
«vecteurs» les 1-formes des 2-formes. Le tout est transparent avec le systéeme
d’unité.



’ dimension \ base quantité \ unité ‘

Température K
Pression Pa
0-forme 1 Potentiel v
Indice de Réfraction 1
Gradient de température Km™1T
Gradient de pression Pam™!
1-forme dx,dy,dz Champs électrique Vom™!
Potentiel vecteur Vsm™1
Force Jm™1
Flot de masse kg.s~t.m™2
dx A dy, Flot de charge C.sIom™?
2-forme dzx A dz, Flot de chaleur Wm™2
dy A dz Radiation Wm™?
Induction magnétique Vsm™2
Densité de masse kg.m™3
Densité de charge Cm™3
3-forme | dw A dy A dz Densité d’énerg;ge Jm=3
Capacité thermique JKTm=3

La notation dx indique que l'intégration se fait sur un petit segment dans
la direction dz, la notation dx A dy pour un petit élément de surface dzdy
et la notation dxr A dy A dz sur un petit parallélogramme dxdydz. Mais ces
notations indiquent également que objet suivent les régles de calculs proposées
par I'algébre extérieure que I'on explicitera dans la section suivante.

1.2 Algébre extérieur
1.2.1 k-vecteurs

Dans R”, on construit les éléments de la bases pour ’algébre extérieur a
partir des symboles dx1, - - - , dz, et par combinaison avec le symbole A. Chaque
dx; ne peut apparaitre au plus qu’'une fois. Il est ainsi possible construire jusqu’a
2" termes différents

dri N Ndzi,, 1 <ip < <ip<n
que on notera aussi dzy = dx;, A--- Adx;, pour I = {iy,--- ,ix}. On appelle un
k-vecteur u € /\k R™ un vecteur formé a partir d’éléments la base de longueur
k. La dimension de Iespace A" R™ est <Z)
Par exemple dans R3, il y a les 8 termes suivants

1  ,dx,dy, dz, de Ndy, dy ANdz, dz ANdz, de ANdy A\ dz
N e———

O-vecteur 1 vecteur 2-vecteur 3-vecteur

On appellera une k-forme différentielle un «champs vectoriel» a valeur dans
les k-vecteurs.



Définition 2. Une k-forme différentielle est une application w : R™ — /\k R™
w(x) = Z wi(x)dx;
|I|=k
ou wy sont des fonctions : R™ — R.
Notations On écrit = (2,7, 2) € R? les coordonnées de position, on utilisera
la notation 3. . («somme cyclique ») ot les termes restent les mémes mais avec

une permutation cyclique des indices (x — y — z — ). Ainsi on notera pour f
une 0-forme

f:f(m)a

pour A une 1-forme

A=A(x)dr + Ay(x)dy + A, (x)dz = Z A (x)dz,

cyc

pour B une 2-forme

B = Byy(x)dx A dy + By.(x)dy A dz + B.(x)dz AN dx = Z Byy(x)dz A dy,

cyc
et pour C une 3-forme
C = Chy(x)dz Ndy Ndz

ou f,Ag, - Bay, - ,Cgy. sont des fonctions réelles (dérivables) R3 — R.
Pour insister que I'on ne considére que les coefficients, on pourra les écrire
en vecteurs

. Ay - Byz
A= 14,1, B=|B.;
A, B,y
avec comme convention pour les 2-formes "By, = B,”, la coordonnée man-

quante.

1.2.2 Produit Extérieur
La premiére régle de calcul sur les k-vecteurs est I’anti-commutativité :
Vi,je{l,--- ,n} dx; Ndx; = —dzj ANdz; (1)
et en particulier
Vie{l,---,n} dx;ANdx; =0.

On a par exemple : (2dz+3dy) A (dx —dy) = —2dx Ady+3dy ANdz— = —5dx Ady
ou (dz + dz) A (2dy + dz) A (dx — dy) = 3dz A dy A dz.

Cette régle se généralise par associativité et multilinéarité aux formes diffé-
rentielles.



Définition 3. (Produit Eztérieur) Soient « et  une k-forme et ¢-forme diffé-
rentielle. On définit a A 8 comme la (k + ¢)-forme différentielle

anBl (@)= > " a@)s;(@)des Adr,

|I|=k |J|=¢
avec
—1)"dx siInJ =10
dry Ndxy = ( ) o7 R (2)
siINnJ#0
ot m est le nombre de transpositions nécessaires pour remettre les indices
{i1,-+* ,ik,j1, - ,Je} dans un ordre croissant.

En pratique, on pourra simplement utiliser les calculs suivants.

Exemple 4. (Produit extérieur dans R?) Si A est un 1 forme et B une 1-forme,
on obtient le produit vectoriel A x B,

AANB= Z (Az(z)By(z) — By(x)Ay(x)) dz A dy.

cyc

Si A est un 1 forme et B une 2-forme, on obtient le produit scalaire EB,

AANB = (Z Ax(;c)Byz(m)> dx Ady A dz.

cyc

Si A,B,C sont des 1-formes, on obtient det(A|B|C) le déterminant de la matrice
dont les colonnes sont A, B, C,

ANBAC = > €0)Ae(1)(®)Bo(o) (@) Cogz) (@) | dx Ady A dz

o permutation

avec €(0) la signature de la permutation. On retrouve ici la formule (A x B).C' =
det(A|B|C).

De fait, la formule avec le déterminant est trés générale.

Exemple 5. (Déterminant dans R™) Si Ay,---, A, sont des 1-formes sur R",
leur produit extérieur donne le déterminant det (Ay]|---|A,),
Ay A NA, = > o)A (@) Aoy (@) | dzy A Aday,

o permutation
Mentionnons également une conséquence directe de 'anti-commutativité.

Proposition 6. Soient a une k-forme différentielle et f une £-forme différen-
tielle
aAB= (DB Aa.

En particulier on a directement que si a est de degré impair a A o = 0.

Ce n’est par contre pas le cas si le degré est pair. Voici un contre ’exemple
dans R*: a = dx Adz+dy Adt avec a Ao = 2dx Adz Ady Adt # 0.



1.3 Champs de vecteurs tangents

Commengons par une définition informelle du vecteur tangent.

Définition 7. (Vecteur tangent) Un champs de vecteur tangent est ce qui décrit
un flot ou un mouvement.

Notation Dans R" on utilisera la base canonique eq,--- , e, et on notera

n
V=> Vi
i=1

Notre principale exemple sera bien str le champs de vitesse mais il pourra
aussi s’agir de champs d’accélération, de petit déplacements, de déformation...

’ Objet \ base \ quantité \ unité ‘
]

] vecteur tangent \ €r,Cy, €, \ Vitesse d’un fluide \ m.s~

L’appellation « tangent» vient du fait que si le mouvement est contraint &
rester sur une sous variété de R"™, le vecteur vitesse est effectivement tangent
A cette sous variété. Dans ces notes nous garderons cette dénomination pour
distinguer ces objets des vecteurs «usuels ».

Définition 8. (Dualité) Soient V = Y7 | Vie; et o« = Y 1" | a;da; un vecteur
tangent et un 1-vecteur dans R"™, on définit

a(V)=> aVi €R
=1

Autrement dit, on peut considérer o comme une application (forme) linéaire
a : R — R que l'on notera aussi a(V) = iya. Cette opération s’étend aux
k-formes telle que celle ci respecte I’anti-commutativité.

Définition 9. (Produit Intérieur) Pour V = """ | Vi(x)e; un vecteur tangent
et w une k-forme différentielle, le produit intérieur est la (k — 1) forme suivante

yw = Z Z Vi(x)wr(x) ie,dxy, avec io,dry =

Pl 0 sinon

{(—1)mdx1\{i} sitel
ou m la position de ¢ dans I.

Par exemple, pour f une 0-forme, on a toujours iy f = 0 et sinon on utilise
le tableau suivant

le,dv =1 | i dxNdy=dy le,dr ANdy Ndz = dy ANdz
be,dx =0 | e, dv Ndy = —dz | i, dx NdyNdz = —dx Ndz
te,dr =0 te,dz ANdy =0 le,dx Ndy Ndz = dx ANdy




Exemple 10. (Produit intérieur dans R?) Pour V un vecteur tangent. Si A est
une 1-forme, on obtient le produit scalaire V.A

ivA= Z Ve(x) Az ()

cyc
Si B est une 2-forme, on obtient le produit vecteur BxV

ivB =Y (Vo()B.s(w) — V, (@) Bay(x)) da

cyc

Si C est une 3-formes, on obtient simplement cv

ivC = Cyy- () (Z Vi (z)dy A dz> .

cyc

Trés souvent, on itérera le produit intérieur avec plusieurs vecteurs tangents
autant de fois que le degré de la forme différentielle.

Définition 11. Soient w une k-forme différentielle et Vi, .-+, Vi des vecteurs
tangents on définit

wWVy, -, Vi) = Z wr(x) Z (VL) o(iy) - V() o (i)

|I|=k o permutation sur
=iy, - iy,W
Nous terminons en mentionnant deux identités pour le produit intérieur.

Proposition 12. Soient w une forme différentielle et V1, Vo deux vecteurs tan-
gents, alors
ivliVQOJ = —iv2z'v1w.

Démonstration. 1l suffit en effet de vérifier pour 4,5 € I avec ¢ < j que

eiie;drr = (=1)™ie,dap gy = (1) dap 5

m;+m;—

iejieidx] = (71)miiejdx[\{i} = (71) ldI‘I\{iJ}

car la position de j dans I\ {i} a diminuée de 1 en retirant {i}. Si i ou j ¢ I
on obtient simplement 0. O

Proposition 13. Soient a et 8 une k-forme et une £-forme différentielles, et
V' un vecteur tangent alors

iv(aAB) = (iva) AB+ (=D a A (iyp)
Démonstration. La formule peut étre vérifiée sur les i.,dry Adxy . O

Celles ci impliquent par exemple les égalités suivantes.



Exemple 14. (Identités vectorielles I) L’égalité pour des 1-formes
ix(aAB) = (ixa)B— (ixB)o
donne la formule X x (A x B) = ()?[f) B-A (Xé) Cette autre égalité
ivix(anB) = (ixa) (iyB) — (ixB) (iva)

donne la formule (X x ¥).(A x B) = ()Z./Y) (V.B) - (?.E) ()?.E) .

1.4 Intégrer sur une sous variété

/ ﬂ// / B.dl, x di,
K s

/ C det(dby, dly, dls)
%4

FIGURE 2 — Les intégrales usuelles dans R? sur une ligne, surface ou volume et

la formule générale en dimension quelconque.

On arrive enfin a la motivation principale des formes différentielle qui est de

pouvoir intégrer sur une sous-variété en dimension quelconque. Celle ci justifie
le formalisme des sections précédentes :

1. dxi, A--- Adz;, indiquent la « direction » de la sous-variété sur laquelle
intégrer.

2. Les régles d’anti-symétriques sont motivées par la formule du détermi-
nant qui permet de calculer le volume d’un parallélogramme en dimen-
sion quelconque. Ceux ci jouent le role de « volumes élémentaires » pour
I'intégration.

Commencgons par l'intégrale dans un cas simple.



Définition 15. (Intégrer sur un «rectangle») Soit w = ), wr(x)dzs une k-
forme et

V]:{$€Rn :ViEI, T; € [ai,bi] et VZ¢I,JJ1=0}

L’intégrale de w sur ce rectangle de dimension k est égale a

by b
/ w:/ / wr(x)dz;, - - dx;, .
Vr ai ak

Pour intégrer sur une sous variété plus générale, il est possible faire un chan-
gement de variables de telle sorte & retrouver une intégrale sur un rectangle ou
faire un tiré en arriére (ce qui revient a peu prés au méme). Si la sous variété
est paramétrée, on utilisera de maniére répétée le produit intérieur. C’est cette
derniére méthode que nous présentons maintenant. *

Une sous variété V C R" est paramétrée

V={F(0)cR":0c0}
avec les paramétres @ = (61,--- ,0;) € R* et une fonction
F:0CR"-R"
6 — F(0)
dont on notera également la famille de vecteurs tangents associés

V() = 57 0)

Définition 16. (Intégrer sur une sous variété paramétrée) L’intégrale d’une
k-forme w sur cette variété est égale

/V“ - //@ (o) ivi(o)w (F(6)) dby -+~ dby
:/.Aw(F(B))(Vl(B),... Vi(8)) dby - - - O

Par exemple si © = {0 € R* : Vi € {1,--- ,k}, 0; € [a;,b;]} on a

by by
/VWZ/ / W (F(8)) (Vi(8), -~ , Vi(8)) by --- dby.

1. Pour étre rigoureux, il nous faudrait également définir 'orientation de la sous variété
car celle ci ajoute un signe + a l'intégrale. Par exemple si on intégre un flot sur une surface, il
faudrait préciser si celui ci est entrant ou sortant. Celle ci est souvent implicite avec le choix
de la paramétrisation.
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Exemple 17. (Intégration dans R3) Si A est une 1 forme et que l'on note
dl =V (8)df on obtient le produit scalaire « dl.A »

/yA:/abz’V(g)A(F d9—/ (ZV )) do —/abl.d“

cyc

Si B est une 2-forme, on obtient I’élément d’intégration « E(Vl X 172) »

by bo
|- | / B (F(8)) (Vi (6), Va(6)) dor b
by bo
A D, vlgg(e)vzyw)—vl,yw)va,w(e»] 46149,
N N cyc
:/ / B.(Vy x Vy)d6,db

Si C est une 3-formes, on obtient le déterminant « det(Vi, Vo, V) »

/ /b1 /bz b3 C )) ( (9) ‘/2(0)’ ‘/3(0)) d01d02d93

by bo b3
_ / / Coys (F(8)) <Z e(a)v(,(l)?z(e)vc,@),y(a)v(,(g)yz(oo 6,658+
aq as as

(e

b1 bz b3
= / / C det(Vl, va, Vg) d91d92d93
a az as

1.5 Différentielle extérieure

La notion de bord d’une sous-variété est a la fois trés naturelle et trés cou-
rante en physique : les points extrémaux d’une courbe, le cercle entourant un
disque, la surface autour d’un solide. On peut aussi considérer les configurations
initiales et finales d’un systéme dans R?® comme le bord du systéme évoluant

dans le temps et donc comme le bord d’une sous-variété de dimension 4 dans
R4 (= R3+1).

11



FIGURE 3 — Les bords des sous-variétés dans la Figure 1.

Cette notion de bord des sous-variétés se traduit en une opération sur les
formes différentielles appelée différentielle extérieure.

Définition 18. (Différentielle extérieure / Théoréme de Stokes ) Pour une k-
forme w, on appelle différentielle extérieur la (k + 1)-forme dw tel que

/dw:/ w
y oV

pour toute sous-variété V de dimension k + 1 et ) son bord.

Il s’agit ici en fait du théoréme de Stokes généralisé et il faut voir celui ci
comme constitue la motivation principale. Dans R3, la différentielle extérieure
désigne le gradient, le rotationnel et la divergence en fonction si w est une 0,1
ou 2 forme

d t di
O-formes =5 1-formes = 2-formes <=  3-formes.

Le théoréme de Stokes regroupe de fait le « principe fondamental de ’analyse »,

b
/ grad(f)dl = f(b) — f(a), .

le «théoréme de Stokes» ou «Green-Riemann»

// rot(A)ds = Adl
S oS

et le «théoréme de Gaussy ou «Green-Ostrogradski»

///v div(J)dv = //8 [ Jds.

12



La définition précédente de la différentielle extérieure est cependant assez abs-
traite et en pratique on utilisera plutét la définition en coordonnées pour la
calculer effectivement.

Définition 19. (Différentielle extérieure) Pour une O-forme f : R® — R, on
définit df comme la 1-forme

Z 83:1 x)dx;.

Pour une k forme w(x) = 3_ ;) wi(@)dz; dans R", on considére chacun des
coefficients wy(x) comme une 0-forme et on définit dw comme la (k + 1)-forme

dw(®) =Y (dwr(e) Adag =S Z g‘;f )dz; A dar.

I I i=1

Par convention dw = 0 si w est une n-forme.

Nous ne donnons pas ici la démonstration pas que cette définition implique
le théoréme de Stokes car la preuve est un peu longue mais 1’idée est de faire le
calcul lorsque V est un rectangle puis de faire changement de variable pour le
cas général.

Exemple 20. (Différentielle extérieure dans R*) Comme mentionner précédem-
—
ment, pour f une O-forme, df donne le gradient grad(f)

df (x) = 0. f(®)dz + 0, f(x)dy + 0. f (x)d=
pour A une 1-forme, dA donne le rotationnel rR(A)

dA =" (0. Ay (x) — 0, A, (x)) da A dy

cyc

et pour B une 2-forme, dB donne la divergence div(B)

B = (Z &;Byz(w)) dx ANdy A dz

cyc

Remarque 21. 1l est, a priori, interdit de considérer la divergence d’une 1-forme,
le rotationnel d’une 2-forme ou le gradient d’une 3-forme.

On peut aussi considérer la différentielle extérieure dans R2.

Exemple 22. (Différentielle extérieure dans R?) Pour f une 0-forme sur R? |
on a toujours le grad dans R?

df (®) = 0, f (x)dx + 0, f (x)dy,
et pour A une 1-forme, on a une partie du rotationnel « r‘o—%(A).ef; »

A= (0, A,(x) — 0yA,(x)) dz A dy

13



Mentionnons maintenant quelques propriétés de la dérivée extérieure.

Proposition 23. (Propriété d’anti-dérivation) Soient «, B une k-forme et (-
forme, on a

danB)=daAB+ (-1 andb.

On peut retrouver diverses formules d’analyse vectorielle.

Exemple 24. (Identités vectorielles IT) Dans R3, avec f, g des 0-formes, a, o’
des 1-formes et 8 une 2-forme, on a les identités suivantes.

d(fg) = d(f)g + fd(g) grad(fg) = grad(f)g + ferad(g)

d(fa)=df Na+ fda rot(fAl = grafl(f) X_f4 + frot(fl)

d(fB) = df A B+ fdB div(fB) = grad(f). + fdiv(B)
dland)=daNd —andd | div(A x A") =rot(A). A" — Arot(A")

Avec le théoréme de Stokes on a également une intégration par partie sur les
sous variétés.

Exemple 25. (Intégration Par Partie) Soient «, 8 une k-forme et ¢-forme et V
une sous-variété de dimension k 4+ ¢ + 1. On a alors

/da/\B: aAB+(—l)k+1/aAd5
v v

v

La propriété suivante est fondamentale, Elle est la traduction pour les formes
différentielles de 'observation géométrique « Un bord n’a pas de bord.», 9(9V) =
0 quelque soit V.

Proposition 26. Si a = df alors da = 0. Autrement dit
dod=0.

Démonstration. En développant la formule, on a directement

ddw) =3 3 <82°‘”(”) - 82”’(m)) de; A da; A dag =0

L 0x;0x; O0x;0x;
I 1<i<j<n

Exemple 27. (Invariance de Jauge dans R3) On retrouve ici
rotograd =0 et divorot=0
ainsi que les invariance de jauge
rot (ff—l— grgdf) = rot (/Y) et div (é + rStA) = div (é)

La réciproque a la proposition 26 est vrai mais seulement dans R™ ou plus
généralement dans un espace que ’on peut contracté en un point.
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Proposition 28. (Lemme Poincaré) Dans R™, si da = 0 alors il existe 3 tel
que o = df.

C’est la généralisation des affirmations usuelles
rot (/_1') —0= A= gradf et div (é) =0, = B =rotA
Nous verrons dans I’Annexe des constructions explicites de ce .

1.6 Changement de coordonnées

La quantité importante pour les formes différentielles, celle qui a un sens
physique, est la valeur de l'intégrale sur une sous-variété. Il faut bien str que
celle ci reste la méme que ’'on fasse les calculs dans un systéme de coordonnées
ou dans un autre. Il est possible de trouver le changement de coordonnées en
travaillant directement & l'intérieur des intégrales. On a par exemple le change-
ments de variables en dimension 1

b u(b)
w(t)) v (t)dt = w)du
/af(()) (t) A(a)f()

ou la formule pour des intégrales multiples = F(X)

/ p(F(X))det J(X)dX; ---dX,, = / px1, - xn)dey - - - doy,.

1% F(V)

Cependant nous présenterons ici la méthode plus systématique de calculs avec
l’algébre extérieure.

1.6.1 Changements de coordonnées dans R"

Pour le changement de coordonnées de (z1,--- ,2,) a (X1, -+, X,,) on consi-
dére les anciennes coordonnées comme des 0-formes exprimées en fonctions des
nouvelles coordonnée x; = x;(X1, -+, X,) = 2;(X). Le terme dz; est donnée

par la dérivée extérieure

n 81‘1‘
dri=2 <<9Xj> i

j=1
et il apparait la Jacobienne J € R™*"

Jij(X) = aag)((i()’

1<i,j<n.

Proposition 29. (Changement de coordonnées) Une k-forme différentielle w
peut étre écrite dans un repére ot dans l’autre

w= > wr(@)dw, A Adry, = > Q(X)dXj, A AdX,
|I|=k |J|=k
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avec la relation

QJ(X) = Z wj(a:)det (JI)J)

|I|=k

ot on utilise le déterminant de la restriction de la jacobienne J(X) aux en-
sembles d’indices J et I (une sous matrice de taille k x k).

Démonstration. On écrit

w= Z wr(x)dzi, N+ Adxg,

| Il=k
" 8l‘i1 - ox;
- ZWI(J’) Z (aX_ )de1 AN 4 (an)dXJk:
|I|:k ji=1 J1 jre=1 Jk

=S Y w) D e(a)<af(x“_ )(af(i(’;)) dX;, A NdX;,

|J|=k \ |I|=k o permutation a(j1)
sur J
= > Q(X)dX;, A NdX,.

avec I = {i; < -+ <ig},J ={j1 <+ < ji} des ensembles d’indices ordonnées.
O

Remarque 30. On dit parfois que les coefficients d’une k-forme est un k-tenseur

. . oy . 9 N . . dx;
covariant antisymétrique. « Covariant», parce qu’il apparait la jacobienne X,

(on dirait «contravariant» s’il y avait %f ) k-tenseur puisque cette matrice

apparait k fois et antisymétrique parce qu Al y a le signe (—1)™).

Remarque 31. Un 2-tenseur antisymétrique B est parfois écrit sous forme de
matrice
0 B:cy _Bza:
B = —Bwy O Byz
By —DBy. 0
Le produit intérieur est alors donné par le produit de la matrice sur le vecteur
ivB = BxV = BV et le changement de coordonnée (covariant) s’écrit avec la

Jacobienne B(X) = JY(X)B(z)J(X).

Exemple 32. (Cauchy-Binet) On enchaine plusieurs changement de coordon-
nées x — X puis X — X et on note J et J les matrices jacobiennes associées.
On a alors

X)= Y Q@)det(Trr) = Y Y wr(@)det(Jrs)det (T)-

|7|=k |J|=k |I|=k
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Puisque (JJ) est également la jacobienne pour le changement de coordonnées
x — X on obtient

det (JT) 1) = Y det (Jr,s)det (Tsk) .

=

Il s’agit de la formule de Cauchy-Binet et celle ci peut étre utilisée pour tout
triplet de matrices A, B et C' = AB.

1.6.2 Exemples de changements de coordonnées dans R3

Comme premier exemple, nous commengons par le changement de coordon-
nées le plus simple possible, & savoir un changement d’unité.

Exemple 33. (Changement d'unité) Soient & = (z,y, 2) € R3 qui décrivent la
position en métre (m) et X = (X, Y, Z) donnant la méme position en centimétre
(cm). C’est a dire X = 100x.

Si A décrit un gradient de température selon la direction €,. C’est une 1-
forme et on a

A
A=A = 24X = AxdX
2dx 100d xd

avec Ay = {%—B. Autrement dit 1 K.m~' = 0,01 K.cm™".

Si B décrit un flut d’eau circulant dans un tuyau selon la direction €. C’est
une 2-forme et on a

By,
B =By.dy ndz = T 45dY NdZ = By zdY A dZ

avec By 7z = 1%62. Autrement dit 1kg.s~'.m™2 = 10~ kg.s t.em™2.

Si C décrit une densité de matiére. C’est une 3-forme et on a

C =Cyydx Ndy Ndz = fgg;dX ANdY NdZ = CxyzdX NdY NdZ
avec Cxyz = %g; Autrement dit 1kg.m ™3 =107 kg.cm™3.

En général dans R3, on pourra utiliser les formules suivantes.

Exemple 34. (Changement de coordonnées dans R3) Pour une 1-forme A =
Ay (x)de + Ay(x)dy + A.(x)dz on a

A=>" (Ax(m)gf((X) + Ay(m)%{(m + Az(zc)g;( (X)) dX =3 Ax(X)dX

cyc cyc

soit avec la Jacobienne Ay (X) = J(X)! A, (x),

e 0y o
Av(X) | = 5% v o | | Av(@) ],
Az(X) e Gy 0z ) \A(x)



Pour une 2-forme B on a

B=Y Buy(x)dr Ady =Y Bxy(X)dX AdY

cyc cyc

ot les coefficient sont donnés (en développant et aprés calculs) par les détermi-
nants suivant

9 9
BYZ: Y Yy Yy | BZX: Byz Bzw Bzy P BXY: 07}9; d% ()7;}
Oz Jdy Oz oz 9y Oz B B B
0Z 0z oZ 0Z 0z oZ Yz zZT zy

que l'on peut aussi exprimer avec Com(J(X)), la comatrice de J(X)

Byz(X) Byz(w)
BZ)((X) = COHI(J(X))t Bzz($) y
Bxy(X) By ()

Pour une 3-forme C on a
C=Chy(x)dz Ndy Ndz = Cxyz(X)dX NdY NdZ

soit avec la Jacobienne Cxy z(X) = det(J(X))Cypy (),

Oz Oy 9z
9x 39X ox
Cxyz(X) = |5 %Tg oy | Coy=(@)
Jy
oz

Remarque 35. Le changement de variables pour des 2-formes devient beaucoup
plus simple quand les deux systémes de coordonnées (z,y, z) et (X, Y, Z) forment

des repéres orthonormeés. Dans ce cas J(X) est une matrice orthogonale et alors
J(X)t=J(X), det J(X) =1et

t

Com(J (X)) = (det J(X)) (J(X)™) = J(X).

Dans ce cas, il n’y a plus vraiment de différence entre 1 formes ou 2-formes,
sauf peut-étre pour discuter des notions de «vecteurs» ou «pseudo-vecteurss.

Proposition 36. Pour une transformation orthogonal dans R3 les I-formes,
les 2-formes et les vecteurs tangents se transforment de la méme maniére

—

U(X)=J(X)U(x)».

De méme pour les O-formes et les 3-formes il n’y a pas de facteur supplé-
mentaire car det J = 1.
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1.6.3 Coordonnées cylindriques et sphériques

Puisque ceux ci sont trés présents en physique, nous détaillons les change-
ment des variables pour les coordonnées cylindriques et sphériques.

Exemple 37. (Coordonnées cylindriques) Avec x = rcosf, y = rsinf, z = z
on a la Jacobienne

cos —rsinf 0 cos —sinf 0 1 0 0
J(r,0,z) = | sinf rcos@ O] =|sinf cosfd O 0 r O
0 0 1 0 0 1 0 01

Pour une 1-forme A, on a alors
A= (Azcosf+ Aysinf)dr + (A, cosf — A, sinf) rdd + A,dz,
pour une 2-forme B,

B = (By. cosf + B, sinf) rdr A df
+ (Byz cost — By, sinf) dz A dr + Byyrdr A df

et pour une 3-forme C,
C =Chy,rdr Ndi Adz.

Exemple 38. (Coordonnées sphérique) Avec & = rsinf cos ¢, y = r sin 6 sin ¢,
z =rcosf, on a la Jacobienne

sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing
J(r,0,¢) = | sinfsing rcosfsing rsinfcose
cosf —rsinf 0
sinfcos¢ cosfcos¢p —sing 1 0 0
= | sinfsin¢y cosfsing cos¢ 0 r 0
cosf —sinf 0 0 0 rsinf

Pour une 1-forme A, on a alors

A= (A;sinfcos¢+ Aysinfsing + A cosf)dr
+ (Aycosfcosp+ Ay cosfsing — A, sinf) rdf + (—A, sing + A, cos ¢) rsin0dg,

pour une 2-forme B,

B = (By.sinfcos ¢ + B, sinfsin ¢ + By, cos0) r*sin 6 df A do
+ (Byz cosfcos¢ + By, cossing — B, sinf) rsinf do A dr
+ (—By.sin¢ + B, cos @) rdr A df

et pour une 3-forme C,

C=Chy. r2sin Odr A df A do.
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1.7 Tiré en arriére et Dérivée de Lie

Une notion assez naturelle a considérer sur une sous-variété (surtout en phy-
sique) est un déplacement, un transport de celle ci. On pourrait imaginer par
exemple, une particule d’eau, un bout de ficelle, une feuille ou une bouteille
transportés dans un cours d’eau. Cette notion se traduit pour les formes diffé-
rentielles en 'opérateur tiré en arriére et pour un déplacement infinitésimal en
la dérivée de Lie.

FIGURE 4 — La sous variété transporté V(¢).

1.7.1 Tiré en arriére

Commengons par une définition informelle mais qui est également la moti-
vation et la propriété fondamentale.

Définition 39. (Tiré en arriére) Soit w une k-forme et ¢ : R” — R™ alors ¢*w

est la k-forme qui vérifie
[o -
% (V)

pour tout sous variété V de dimension k.
Pour un calcul explicite on utilisera plutét la définition suivante.

Définition 40. Pour une k-forme w et € R™ et ¢ : R — R”, la k-forme ¢*w
est donnée par

¢ | D wr(@)dwy, Ao Adry, | =Y wi(é(@)) (67 dwi,) A - A (@7 dr,)

[|=k [|=k
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avec pour ¢(x) = (p(x)1,- -, d(x)n)

O dr; = d(g(w)i) = Y =5 = da;.
;9
Le calcul de ¢*w(x) peut ainsi étre obtenu en deux étapes :
1. Considérer la valeur de w en ¢(x) plutdt qu'en @ (c’est a dire w(d(x))).
2. Ecrire ¢7!(x) = X et faire le changement de coordonnées en X de w.

Autrement dit on note

1 ¢_1 (13)1 X1
z=| 1| oT@=|  |=]:
Tn (b_l(w)n Xn
et on écrit ¢*w dans les coordonnées (z1,---,2,) et w dans les coordonnées

(le e ,Xn)
pw= > Ci(x)dr;, w= Y Q(X)dX;.
|I|=k |I|=k
L’égalité (3) est exactement équivalente a I’égalité de leurs coordonnées.

Proposition 41. (Tiré en arriére) Soit w une k-forme, alors ¢*w est la k-forme
qui vérifie

VI =k, @;(z)=Q(X).
Démonstration. Sans écrire toute la preuve en détails, on peut vérifier ’égalité
sur les rectangle Vi = {x : z; € [a;, b;]} en coordonnée x et alors ¢(V;) = {y :
¢ 1(y) € Vi} = {y : X; € [a;,b;]} un rectangle dans les coordonnées X O

Exemple 42. (Une transformation affine dans R3) On suppose ici que ¢ est
une transformation affine : il existe une matrice M € R3*3 et un vecteur b € R3
tels que

o(x) = Mz +b.

Pour f une 0-forme, on a simplement
¢"f(x) = f(Mz + b)

Pour A une 1-forme, on calcule la Jacobienne gfg’_
J

3
[¢p*A] (z) = Z (Z M;;Ai(Mz + b)) dz;.

j=1 \i=1

= M;; et on a

Pour B une 2-forme, on a

l¢o"B] () = Z Z (MyiMyj — MyjMy;) Bij(Max +b) | dog A day
1<k<(<3 \1<i<j<3
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Pour C une 3-forme, on a
[0*C] (x) = C(Max + b)det(M) dx A dy A dz.
En particulier si ¢ est une translation (M = I3) on a toujours
¢*w(x) = w(x +b).
Et si ¢ une dilatation M = AI3, b = 0, pour w est une k forme on a

o w(x) = Nw(d).

1.7.2 Dérivée de Lie

On considére maintenant un déplacement continue. La dérivée de Lie sera
alors la dérivée de 'opérateur tiré en arriére le long du déplacement. Pour V' un
vecteur tangent, on note ¢;(x) la position d’une particule au temps ¢ commen-
cant en x et se déplagant a une vitesse V (x)

oi(x) = x(t), la solution de I’équation {w

On a par exemple
o(x) = &+ tV(x)

pour t < 1.

Définition 43. (Dérivée de Lie) Soit V un vecteur tangent et w une k-forme,
la dérivée de Lie est la k-forme définie par
Lyw= %d)z‘wh:o = lim
De méme que la dérivée extérieur regroupe les opérateurs gradient, rotation-
nel et divergence, la dérivée de Lie regroupe des expressions apparaissant dans
les équations en hydrodynamique telles que la dérivée convective, I’équation de
Helmholtz, ou ’équation de continuité. Commengons par un exemple simple ou
la vitesse est constante.

Exemple 44. (Translation) Soit (x1(t), -, zn(t)) = (1 + Vit, -+ ,zp + Vpt)
avec V' constant et une k-forme w = }° _, wr(x)dzs on a

n a
Z%(;;j(@) dzy.

i=1

Prw = Z wi(x +tV)de;, et Lyw= Z (

=k |1|=k

et on reconnait 'opérateur opérateur advection «V .grad».
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Cependant le cas général est plus compliqué et il y a & priori deux parties
dans la dérivée de Lie : une de déplacement et une de déformation. Pour cette
derniére il faut calculer la Jacobienne pour X = ¢; ' (x)

X) =1,
ox, X =l Hlax

et sa dérivée que 'on utilisera dans la suite pour tous les calculs

d (9 lieo = 8Vi| _ o
dt (9Xj =0 (9Xj =0 67,‘]‘ '

(X),

Exemple 45. (Dérivée de Lie dans R?) Pour f une 0-forme, on a
d
Ly f(x) = af(ﬂ'c +tV(x)) = Z Vi(x)0; f(z)

Pour A une 1-forme, on a

Pour B une 2-forme, on a

[Lv B] ()
d (6Xi 0x; 0X, axi)

= — Z Z T A Bij(x +tV(x)) | dey Adxy
at 1<k<€<3 \1<i<j<3 Oy Oxg  Oxp Oy

3
= Z <2%8£€é> dxy N\ dzy

1<k<0<3 \i=1
+ Z Z (gViBM + %Bk]‘ - gV] ng - ngsz> dxy N dxy
1<k<t<3 \1<i<j<3 \OTk Te Tk Te
Pour C' une 3-forme, on a
d ov;
LyC(x) = g C(x+tV(x))det | I3 + t@x () ) de Ndy Ndz| .
J

- <Z m(w)%@) +C(a) gz (:p)) da A dy A d=

_ (Z ai» (14—(:;:)0@))) dz Ady A dz

ol on a utilisé la formule 4 det(I3 + tM) = Tr(M) en t = 0.
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1.7.3 Formules avec le tiré en arriére et la dérivée de Lie

Les expressions en coordonnées pour le tiré en arriére ou la dérivée de Lie
peuvent étre un peu laborieuses mais il existe heureusement des relations algé-
briques pour faire certains calculs sans écrire tous les coefficients.

Proposition 46. (Linéarité) On a
¢ (a+B)=¢"a+¢"B8 , Ly(a+pB)=Lyva+Lyp
Lfv+Ww = fLyw+df Niyw+ Lyw
pour toute O-forme f, k-formes «,5 et vecteurs tangents V, W.

Exemple 47. (Décomposition déplacement/Déformation) En écrivant V =
Vier + -+ -+ Vye, et les propriété précédente, on obtient

Lyvw =Y ViLew+ dVi Ae,w.

i=1

ol on peut associer le premier terme & un déplacement (’opérateur advection)
et le deuxiéme & une déformation.

Nous ne détaillons pas les preuves des propriétés suivantes qui peuvent étre
trouvées dans les livres mentionnées dans I'introduction.

Proposition 48. (Propriété de Dérivation) Pour toutes formes o, 8 on a
P (anB)=(¢"a) A (¢"B), et Lv(anB)=LyaAf+aALyp.
Proposition 49. (Commutation avec la dérivée extérieure)
¢p*od=do¢* et Lyod=dolLy
Proposition 50. (Formule de Cartan)
Ly =doiy +iyod
Cette derniére formule est trés pratique et on 'utilisera beaucoup.

Exemple 51. (Formule de Cartan dans R?)
[ w ] Lyw | «expression usuelley |
0-forme iy df V. gréd( f)
1-forme | d(iyA) + iy (dA) | grad(V.A) +rotA x V
2-forme | d(iy B) + iy (dB) | rot(B x V) + div(B)V
3-forme d(iyC) div(CV)
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Exemple 52. (Théoréme de Reynolds) On considére une sous-variété V(t)
transporté selon un champs de vecteur tangent V. On applique la «dérivée de
Liey, la «formule de Cartan»

i/ w = / igbtw = / Lyw = / d (iyw) + iy (dw)
dt Jy V) dt V() V(t)

puis le «théoréme de Stokes » pour obtenir

d
—/ w:/ ivw+/ iy (dw) .
dt Jy) aVv(t) V(t)

Pour V(t) = I'(t) une courbe d’extrémités a(t), b(t) et A une 1-forme on a alors

A A= Vm).Ab) - T(a)Aa)+ [ T xrot(A).dl
dt Jre r()

Pour V(t) = S(¢) une surface et B une 2-forme on a alors

4 / B / (V x B) i + / div(B)V.d8.
dt Jse a8 (t) S(t)

Pour V(t) = Q(t) un volume et C' une 3-forme, on a alors

d -

— C:/ C(x)V(x).dS
dt Jau 20(t)

et si de plus C = C(t) évolue dans le temps, on peut écrire

d

o o) = / Ct,z)V(z).dS + / 8,C(t, x)dV.
Q(t) a0(t) Q(t)

1.7.4 Point de vue géométrique

Les opérations sur les formes différentielles ont une forte motivation et in-
terprétation géométrique.

Définition 53. Soit V un champs de vecteur tangent, ¢, le transport associé
et V une sous-variété de dimension k on définit
— Une variété transportée

V(t) = ¢1(V) = {z(t), 20 € V}

avec z(t) la solution de (4)
— Une variété élargie

L;(V) = UseionV(t) = {x(s),z0 € V,5 € [0,t]}

qui est de dimension k + 1.
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Ces notions sont assez naturelles et visuelle. Si on reprend I'exemple, d’une
particule d’eau, d’'un bout de ficelle ou une feuille transportés dans un cours
d’eau. La variété élargie serait la trajectoire de la particule, la surface dessinée
par la ficelle au cours de son déplacement ou le volume dans I'eau que la feuille
aurait traversé et que 'on obtiendrait si I'on filmait le mouvement et que 'on
superposait les images une par une.

Il est possible d’avoir pour 'opération produit intérieur une approche géo-
métrique similaire aux définitions 18 et 39.

Définition 54. (Produit intérieur élargie) Pour w une k-forme, on définit Z;w

la (k — 1)-forme telle que
/ Tiw = / w
1% I (V)

pour toute sous-variété ¥V de dimension k — 1.
On peut réinterpréter 'opération de produit intérieur.

Proposition 55. (Produit intérieur) On a
W = —Thw.
vw=—Tw

Exemple 56. Un flot de matiére p transporté a& une vitesse V' donnée par
j = iyp : La matiére passant & travers surface S en un temps ¢ est contenue
dans I;S.

Nous terminons avec une variante de la formule de Cartan.

Proposition 57. (Formule de Cartan bis) On a
piw—w=doTi(w)+Z; o d(w)

Nous donnons ici une approche visuelle des formules de la section précédente
et plus précisément

— Figure 5 pour les définitions 18,39 et 54,

— Figure 6 pour la proposition 26,

— Figure 7 pour la proposition 49,

— Figure 8 pour la proposition 50,

— Figure 9 pour la proposition 28.

(V)
)%

FIGURE 5 — Le bord de la variété, la variété transporté et la variété élargie.
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% b} oy 8 0

F1GURE 6 — Point de vue géométrique de la formule dod = 0 : Un bord n’a pas
de bord.

FIGURE 7 — Point de vue géométrique de la formule ¢f od = do ¢} et Ly od =
do Ly : Le bord de la sous variété transporté est aussi le transporté du bord de
la sous variété.

< -

FIGURE 8 — Point de vue géomeétrique de la formule de Cartan :Z; o d(w) =
¢iw—w—doZi(w) et iy od = Ly —doiy : Le bord de la sous-variété élargie
contient trois parties, V et ¢¢()) qui donnent les termes ¢;w—w et Ly et I;(9V)
Iélargissement du bord 9V qui donne les terme d o Z;(w) et d o iy .

e

\\\\ \\
\ 5
\ * -
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FIGURE 9 — Point de vue géométrique du Lemme de Poincaré : Il s’agit de la
formule de Cartan dans le cas ot ¢:(V) = 0. On a alors directement —a =
d(Zi(a)) + Zi(de). Sida =0 on a a = d(—Z;«).

1.8 Les « isomorphismes » dans un espace euclidien
1.8.1 Des ensembles similaires

Dans ces notes nous avons souligné plus d’une fois que les espaces suivants
sont de méme dimension

vecteurs tangents <> 1-formes <> 2-formes

0-formes < 3-formes

et plus généralement dans R™, on a les correspondances suivantes
vecteurs tangents <> 1-formes <> (n-1)-formes

k-formes <+ (n-k)-formes

car ces derniers espaces ont la méme dimension

()= (")

De fait, il y a plusieurs de maniéres de passer d'un espace a l'autre et vis
versa et ces transformations sont & la fois trés courantes et naturelles. Une
premiére maniére est d’introduire des outils mathématiques supplémentaires que
nous appellerons tenseurs (faute de mieux). On peut voir ceux-ci simplement
comme des «matrices» décrivant des relations linéaires entre différents espaces.
En générale ils dépendent du milieu et on pourra écrire

p(x) = T(x)a(z).

avec «, 3 des formes différentielles et 1" un tenseur. Ces tenseurs peuvent appa-
raitre dans une grande variété de loi physique dont voici quelques exemples.
Pour des phénomeénes de diffusions on a

’ Loi Physique \ 1-forme— 2-forme \ tenseur ‘
Loi de Fourier —Agrad(T) = jo | A: conductivité thermique
Loi de Fick —Dgrad(c) =jp, | D : coeflicient de diffusion
Loi d’Ohm (locale) oE = j. o : conductivité électrique
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Remarque : On a plutot 'habitude de considérer les coefficients A, D, o
comme des scalaires mais ceci n’est vrai que dans un milieu isotrope car dans
ce cas le tenseur est proportionnel & une matrice identité.

Pour les lois de la cinétique on a également

’ Loi Physique \ 1-forme— vecteur tangent \ tenseur ‘
2nd Loi de Newton F=ma la masse
Moment cinétique M=QI Tenseur d’inertie

Une autre maniére est 'utilisation les opérations considérées précédemment.
Par exemple, pour p une 3-forme décrivant une densité de masse, on a
— (Produit extérieur) f — pf est une application 0-forme— 3-forme. On a
par exemple pour ’énergie thermique C,,pT = Er.
— (Produit intérieur) V' — iy p est une application vecteur tangent— 2-
forme. On a par exemple pour le flot de matiére j = pv.
Une troisiéme possibilité utilise la géométrie et nous la détaillons dans la section
suivante.

1.8.2 Espace Euclidien

Rappelons qu'un espace euclidien est R™ muni du produit scalaire usuel. Ce-
lui ci est tellement omniprésent que 1’on oublie parfois qu’il existe et qu’il joue un
role important dans beaucoup de notions et de calculs. Pour une généralisation,
on parlera plutét de formes bilinéaires symétriques ou de métrique.

Définition 58. (Produit scalaire usuel sur R™) Pour V, W deux vecteurs tan-
gents on définit

=1

(Forme bilinéaire symétrique) Pour g € R™*™ une matrice symétrique on définit
n
gV, W) =" gi;ViW;
i,j=1
et on pourra également écrire g(V, W) = (V, gWW).

Par exemple pour les coordonnées cylindriques (7,0, z) et les coordonnées
sphériques (r, 0, ¢) dans R? on a

0 0 0
2

1 0 1
Jeylindriques = 0 r 0 »  Ysphérique = 0 T2 0
0 0 1 0 0 r2sin®6

On dira aussi que la matrice g est un 2-tenseur symétrique. Le produit sca-
laire nous donne un premier « isomorphisme» entre 1-forme et vecteurs tangents.
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Définition 59. (Théoréme de Rietz) Soit V' un vecteur tangent, on peut définir
la 1-forme « telle que pour tout vecteur tangent W

(VW) = (W)
Réciproquement pour tout 1-forme « il existe un unique vecteur tangent V tel
que cette propriété soit vérifiée.
Cette construction généralise bien str aux formes bilinéaires avec

gV, W) = a(W).

La correspondance V > a dépend alors g et on notera alors a = gV ou V =
g 'a. Par exemple dans R3, avec le produit scalaire usuel on a simplement
a = Zawdx, V= ZVwem, oy = V.

cyc
cyc cyc

Avec des coordonnées sphériques par contre on obtient
o = apdr + agdld + agdp, V =Vee, + Vyeg + Vyey
ar=Ve, ag=1Vy, ay=r° sin? 0Vy

Exemple 60. (Descente de gradient) On cherche a minimiser une fonction f
(0-forme). Pour cela on considére son gradient df (1-forme) et on définit la
trajectoire

Gat) = g dr (1)

L’idée étant de ce déplacer « dans la direction» du gradient gradient de f. Re-
marquer qu’il est important ici d’avoir une forme bilinéaire (souvent simplement
le produit scalaire usuel) pour construire le vecteur tangent V = g~ldf. 1l faut
donc bien préciser la métrique utilisée puisqu’il s’agit pour la descente de gra-
dient de diminuer la valeur de f en la distance la plus courte possible. On a
effectivement, si g est positive,

< H(w(t) = ~df(V) = ~g(V,V) <0

et donc que f(x(t)) est bien décroissant le long de la trajectoire.

Définition 61. (Volume Canonique dans R™) Soit (21, - ,zy) un systéme de
coordonnées orthonormales, on note le volume canonique dans R™ la n—forme

v=dzi N Ndz,

Il s’agit bien siir simplement de I’élément de volume usuel « dV». Cependant
il faut souligner que 'hypothése orthonormales est important et qu’avec un
autre choix de g, on obtiendrait une forme volume v différente. Par exemple en
coordonnée sphérique on a

v=r2sinfdrAddAdo
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Exemple 62. (Forme volume générale) Dans le cas général d’une forme bili-
néaire g dans R™ il faut faire un changement de variable pour se ramener a un
systéme orthonormales en choisissant Pz = X tel que ¢ = P!P. On a alors
det(g) = det?(P) et la forme volume associée & g est donnée par

vg=dX1 NA--- NdX,, = +/det(g)dz1 A--- ANdzy,

Le produit intérieur V' — ¢y v donne un autre « isomorphisme» entre vecteurs
tangents et (n-1)-formes . On a ainsi les équivalences suivantes

1-forme <— vecteur tangent «—  (n—1)-forme
Riez forme volume

et donc on a par exemple dans R3 I’équivalence canonique
A=Y "Vede < V=) Vi, & B=Y VidyAdz
cyc cyc cyc

Remarquer que ’on obtient par conjugaison un « isomorphisme» entre 1-formes
et 2-formes. Ce type d’isomorphisme se généralise entre les k-formes et les (n—k)
formes. On identifie simplement les coefficients par complémentarité.

Définition 63. (Opérateur de Hodge dans R™) Soit (z1, - ,2,) un systéme
de coordonnées orthonormales et w une k forme différentielle. On définit *w
comme la (n — k)-forme

*w = Z wi(x) xdry avec *dry=(—1)"dze
\T|=k

ot I¢ est le complémentaire de I C {1,--- ,n} et m le nombre de transpositions
nécessaire pour remettre les indices 1 U I¢ dans le bon ordre.

En pratique on pourra simplement utiliser les tableaux suivants.

Exemple 64. (Opérateur de Hodge dans R? et R3)

% dans R? * dans R?
w [ w w | *W | ] w [ *w
1 dx N\ dy 1 | deAdyAndz dy N dz dx
dx dy dx dy N dz dz N\ dx dy
dy —dx dy dz Ndx dx A dy dz
dx N\ dy 1 dz dx N\ dy de NdyNdz | 1

Exemple 65. (Opérateur de Hodge en Coordonnées sphériques)

* pour les coordonnées sphériques
o] o T« |
1 [ rZsin@dr AdOAdé do A do (r?sin@)~Ldr
dr r?sin@do A do dé A dr (sinf)~1do
do sin@d¢ A dr dr N db sin 6 d¢
d¢ (sin®)~tdr A df dr ANdyAdz | (r?sinf)~!
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Exemple 66. (Milieu homogene isotrope) Si le milieu est homogene et isotrope,
on pourra écrire pour la loi de Fourier, la loi de Fick ou la loi d’Ohm

jCZf*)‘d(T% jpzi*Dd(C)v Je=—%0ok
avec \,D,0 € R les coefficients de diffusion, ¢ la quantité de particule, T la

température (O-formes), E le champs électrique (1-forme) et jc, jp, je les flots
de chaleurs, particules et de charges (2-formes).

Nous mentionnons également une autre utilisation de ’opérateur de Hodge.
Exemple 67. Sur R", pour w une k-forme, on a
wA (w) = |lw(@)|Pdey A Ada,  avee  [w(@)|* =Y |wi(z)]?
|I|=k

Ainsi pour une 1-forme A sur R™ on a par exemple

//RsAA(*A):///RS_VTIzdeAdy/\dz,

1.8.3 Opérateur Laplacien

Nous terminons la section avec 'opérateur Laplacien.

Définition 68. (Laplacien et Codifférentielle) Dans R™, on appelle laplacien
lopérateur agissant A : k-formes — k-formes définit par

A=dod+doad.

ou O est Popérateur codifférentielle 8 : k-formes — (k — 1)-formes, défini par
8= (-1)"xodox

avec m = ....

Exemple 69. (Laplacien dans R3) Pour une 0 forme f, 8f = 0 et on l'ex-
pression A = @ o d correspond & la formule usuelle A = div o grad. On peut
également calculer

Af =xd (*ZE)JCZ:U) = xd (Zazfdy/\dz> *<Zamf> dx Ady A dz

cyc cyc cyc

et finalement

AF =% 0uf
cyc
Pour une 1 forme A, I'expression A = dod+ do 8 correspond & la formule pour
le laplacien vectoriel
A = —rot orot + grad o div.

mais il s’agit ici donc d’une définition. Aprés calculs, on obtient également
AA =" ((Oze + Oyy + 0:2) Apda) .
cyc

L’expression pour les 2-formes et 3-formes sont similaires & celle pour les 1-
formes et les 0-formes, respectivement.
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2 Exemples pratiques d’applications des formes
différentielles

Le but ces notes étant de souligner la nature des objets (formes, vecteurs tan-
gents,...) on les indiquera parfois a coté des équations. On notera par exemple :
« 3 =2A1» pour « une 3 forme comme produit extérieur d’une 2-forme et d’une
1-forme ».

2.1 Meécanique

En mécanique, la notion centrale est le travail qui s’exprime comme 'inté-
grale d’une force qui est donc une 1-forme (J.m™1)

b
w=[F

Exemple 70. (Force conservative) Une force F' est dite conservative si pour
tout chemin fermé v
$r=o.
-

Dans R3, ceci est équivalent & QF = 0 et plus généralement dans R™ & dF = 0,
c’est & dire 0;F;(x) — 0;F;(x) = 0 pour tout 1 <4,j < n. Dans ce cas il existe
un potentiel P qui est une 0 forme (J) tel que : F' = dP. Noter que ce critére
reste valide méme si F' décrit la force sur plusieurs particules ou sur un systéme
avec un grand nombre de degrés de liberté.

Exemple 71. (La Poulie) On note z, X les positions des extrémités des cordes
a gauche et a droite d’une poulie. On a z — xg = —M(X — Xy), avec M le
facteur multiplicatif et zg, Xo les longueurs initiales. On tire sur la corde de
gauche. Ceci transmet une force et une vitesse sur la corde de droite

dx(t dX(t
F = Fyde = —F,MdX, uv(t) = Zi ) dt( ) Muxt).
On a donc pour la force (1-forme) Fxy = —F,M et pour la vitesse (vecteur
tangent) vy = fﬁvm. La puissance i, F et le travail par contre restent les

méme que ’on considére la corde de gauche ou de droite
T2 X9
W = / Fpdz = / FxdX.
z1 X1
Le raisonnement serait similaire pour x, X € R™ avec x = M (X)) décrivant des
systémes plus compliqués.

Exemple 72. (Moment d’une force) Dans le plan, on écrit en coordonnées
polaires (z = rcosf, y = rsinf) une force

F = Fydx + Fydy
= (Fp + F,)dr + r(—Fysinf + F cos6)df
= (Fp + F,))dr + (¢F, — yF,)do
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Le moment angulaire d’une force M = 7 x F est donc égale au coefficient de
df en coordonnées polaires. Sur un mouvement de rotation, le travail est donné

par
02

W = Mdo
01

Remarque 73. On peut également écrire

de (—ydz + zdy) .

x? +y?
qui présente une singularité en 0. Contrairement a sa notation, df n’est pas une
forme exacte car 6 n’est pas une fonction réelle mais n’est définie qu’a 2km pres.
De fait pour un cercle C entourant 0, on a

% df =27 # 0.

c

Exemple 74. (Force de Friction dans ’espace des phases) On considére une
force ' = —kpdz, avec p I'impulsion et k un coefficient de friction. On a alors

dF = kdz A dp et donc pour tout v chemin fermé dans ’espace des phases

W=¢F:k//dx/\dp
y S

C’est a dire ’énergie dissipée est égale kS la surface entourée par la trajectoire.

Exemple 75. (Conservation / Fonctions implicites) Considérons un objet se

délagant & une vitesse Lx(t) = V (un vecteur tangent). Une quantité F(t) =

f(xz(t)) est conservée au cours du mouvement si et seulement si

d, . e of
%fvafvadff;Vz =0

0

Similairement, on peut définir la trajectoire de maniére implicite en imposant
que certaines quantités soit conservées fi(x(t)) = Fi,..., fm(x(t)) = Fy, et alors
le vecteur vitesse V' doit satisfaire

ivdfi = =iydfy, =0

Par exemple dans R? avec une seule quantité conservé et z(t) = (x(t), y(t)), on

obtient p p p
x Y Yy [
— + = = 1 = = — .
7 O f 7 Oyf =0, et alors 7 ]

(Méthode de séparation des variables) Inversement résoudre une équation de la
forme

dy  g(x)

dz — h(y)
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est équivalent & trouver une trajectoire v décrivant x(t) = (x(t),y(t)) dans R?

telle que
dzr dy .
— 7 9(@) + = h(y) = iae (—g(x)dz + h(y)dy) = 0

et donc

2.2 Thermodynamique
2.2.1 Systéme thermodynamique macroscopique

L’espace sous-jacent pour la description de systémes thermodynamiques ma-
croscopiques n’est pas forcément écrit explicitement. Les quantitées U, V, P, T, S, ...
appelées fonctions d’états sont des O-formes qui peuvent étre vues comme des
fonctions U(a),V(a),... avec a € Q des coordonnées dans un espace plus ou
moins abstrait. Les quantités dU, dV, ... sont des 1-formes sur ce méme espace,
et on a

Ub) — Ula) = / s

Exemple 76. (Diverses Equations Thermodynamiques) Nous mentionnons quelles
équations entre 1-formes. On a («1 =0 A 1»)

dU =TdS — PdV  (Premier Principe).
et si les coordonnées étaient écrite explicitement a = (a1, as,- -+ ,a,), on aurait
— —
grag U(a) = T(a)grad S(a) — P(a)grad V(a).

On a également
dH =TdS +VdP (Enthalpie)

1
VdV = —xrdP + adl' (Coeflicients thermoélastiques)

dU = meydT + (¢ — P)dV  (Coefficients calorimétriques)

Implicitement, on suppose ici que ’espace sous-jacent n’a que deux degrés de
liberté. L’espace des 1-formes est alors de dimension 2. Les équations précédentes
sont les expressions des 1-formes dU, dH et dV avec les choix de bases (dS, dV),
(dS,dP), (dP,dT) et (dT,dV).

Pour qu'une 1-forme « soit la dérivée d’une fonction d’état, il faut et il suffit
que pour tout chemin fermé -~y

a=0.
.

Ce n’est pas le cas pour le travail ou la chaleur.
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Exemple 77. (Diagramme thermodynamique) Supposons que 1’état d’une ma-
chine thermique puisse étre décrite par deux parameétres (z,y). Si elle est com-
posée d’un piston et que celui ci est mis en mouvement, le travail fourni est
donné par une 1-form PdV, avec V le volume du piston et P est la pression &
lintérieur. Ainsi sur un cycle, le travail total est égal a («Stokes»)

W:ngdV://Sd(PdV):/SdP/\dV.

Si les coordonnées du diagramme sont z = V et y = P, il s’agit de la surface de
S (Diagramme de Clapeyron). Pour des coordonnés plus générales on a

W // (dP ,y dVg; Y dpilz, y) dv((;;, y)

) dx A dy.

De méme, la chaleur échangée est égale a («Stokes»)

Q= %TdS //d (TdS) /dT/\dS

qui correspond a la surface de S si = S et y = T (Diagramme Entropique) et
plus généralement on a

dl'(z,y) dS(z,y) dT(z,y) dS(z,y)
Q= // ( i - i g > dx A dy.

2.2.2 Diffusion de la chaleur

Pour la description des systémes thermodynamique microscopique dans R3
, on utilise les formes différentielles suivantes.

0-forme Température T K
1-forme | Gradient de température | VT Km™ !
2-forme Flux de chaleur J Js~tm™2
3-forme Energie thermique Er Jm™3

Exemple 78. (Diffusion thermique) Nous détaillons les différents termes jouant
un role dans la diffusion thermique.

1. (Conduction) La température est T une O-forme, son gradient une 1-
forme et le terme de conduction thermique jeona = —o(dT) est une
2-forme.

2. (Convection) La densité massique p et I'énergie thermique Er = C,,pT
sont des 3-formes. La vitesse du fluide V' est un vecteur tangent et le terme
associé au transport de I’énergie thermique Ly &r = d(ivEr) = d(jeonv)
est une 2-forme.

3. (Rayonnement) Le rayonnement thermique j;,y est une 2-forme.
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Finalement la diffusion thermique total est la 2-forme donnée par
jtotal = Z‘VET —odl’ + jray-

Exemple 79. (Flot de chaleur dans un cylindre) Par symétrie, le flot de chaleur
dans un cylindre infini s’écrit

j=3(r)dd Adz.

Ici on a d(j) = 0 si et seulement si j(r) = jo = constante. On écrit la loi de
Fourier (en milieu homogeéne isotrope)

j=0(dT) =0 <§TT(7~)) rdo A dz.

On a alors

O 1) = _doy, (-
O"I“ET(T) =jo etdonc T(r)—T(rg) = o In (7”0) .

Exemple 80. (Equation de la chaleur) On écrit la densité d’énergie thermique
et équation de continuité pour le flot de chaleur («3 =3 A 0» et «3 = d(2)»)

Er = CmPT7 Ol = d(.])

Dans un milieu homogéne isotrope, on obtient avec I’équation pour la diffusion

thermique
7 wdxdl = —2—AT

o, T =
t Cmp Cmp

Exemple 81. (Rayonnement sur la terre) Le flux de rayonnement solaire arrive
sur la terre selon la direction €, est une 2-forme R = R,.dyAdz. En coordonnées
sphériques, si on néglige les termes en dr qui ne jouent pas de role sur la surface
de la sphére, on a alors

dy = rsinf cos ¢ de + r cos @ sin ¢ db, dz = —rsin @ df
et donc

R= RyZTQ sin? 0 cos ¢ df A do.

2

que l'on peut comparer a r“sinfdf A d¢ 1’élément de surface usuelle sur la

sphére.

2.3 Electromagnétisme dans R?

Les quantités physiques pour décrire le champs électromagnétisme sont les
suivantes
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0-forme Potentiel électrique \%4 \%4
Potentiel vecteur A V.sm™1
1-forme Champs électrique E Vom™!
Champs magnétique | H | C.s~t.m~!
Induction électrique | D C.m™2
2-forme | Induction magnétique | B | V.s.m™?2
densité de courant j | Cs7tm™2
3-forme densité de charge p C.m=3

Ici nous faisons le choix de faire la distinction entre le champs électrique
E (1-forme) et l'induction électrique D (2-forme) ainsi qu’entre le champs ma-
gnétique H (1-forme) et I'induction magnethue B (2-forme). Dans le vide et
on a Ihabitude d’écrire D = eoE et B = uoH ce qui implique d’identifier les
coefficients
Dyz = GoEx et Byz = ,U@Hz
cyc cyc

Cette distinction est motivée par les roles différents que ces derniers jouent
dans les équations de Maxwell. Celle ci permet aussi de souligner que ces équa-
tions dépendent du milieu dans lequel le champs électromagnétisme se propage
(on peut avoir des tenseurs e,u plus compliqués) et sinon de la géométrie (la
métrique g).

2.3.1 Champs électriques et magnétiques usuels

Nous écrivons ici les champs électriques et magnétiques dans les cas les plus
simples et qu’on trouve dans les livres de physique de premiéres années.

Exemple 82. (Charge Ponctuelle) Pour une charge ¢ placée a lorigine, le
potentiel et le champs électrique sont donnés en coordonnées sphériques par

q
) r 2
47’('6(]7’ 47’1’6()7’

Vir)= dr et D(r)= Zsin@d@/\dqb
7r

Exemple 83. (Dipole électrique) Pour un dipdle d = de, placée & Porigine, le
potentiel et le champs électrique sont donnés par

Vi) = d <cos€>7 B(r) d |:2COS@dT+SIH0d0]

4meg \ 12 47eq 73 r2
et
d 26 20
D(r)= -2 [Sm do A d+ 2% dgzﬁ/\dr}
47y

Remarquer que I'on a VDipole = LJ charge et EDipole = LJ’ charge-

Les formules sont similaires pour H et B pour un dipdle magnétique.
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Exemple 84. (Fils électrique infini) Pour un fils électrique verticale, infini, par-
couru d’un courant électrique I, le champs magnétique, I'induction magnétique
et le potentiel vecteurs sont donnés par

1 I 1
H=2>d8, B=""drndz, A= 1ogrdz,
2w 27r 27
Exemple 85. (Loi de Biot et Savart) On considére une charge placée a 'origine
et se déplagant dans la direction €, a une vitesse v,. Le champs magnétique (au
temps t = 0) est donné par

A=H%,, B 'uoquclr/\alz7 H=

dnr Amr?

quz
473

(ydx — xdy) .

Mentionnons également la force de Lorentz

Exemple 86. (force de Lorentz) Une particule de charge ¢ se déplagant a une
vitesse V' dans un champs électromagnétique subit une force (« iy (2) = 1»)

F =q(E+iyB).

2.3.2 Les équations de Maxwell

Les équations de Maxwell sont peut-étre I’exemple le plus remarquable pour
I'utilisation des formes différentielles.

Exemple 87. (Maxwell) On écrit les équations de Maxwell-Thomson Maxwell-
Gauss
dB =0, dD =p («d(2) = 3»)

et les équations de Maxwell-Faraday et Maxwell-Ampére
dE = —0,B, dH =0,D+J («d(1) = 2»).

(Formulation intégrale) On a pour tout volume V

// B=0 et // D:///p
oV oV %
et toute surface S
E:—@t//B et H:Bt//D—i—//J
a8 S oV S S

Exercice 88. Vérifier que les champs électriques et magnétiques proposés dans
la sections précédente vérifient bien les équations de Maxwell.

Exemple 89. (Potentiel, Potentiel vecteur et Invariance de Jauge) Puisque
dB = 0, il existe une 1-forme A tel que

B = dA.
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Puisque d(F + 9;A) = dE + 0;B = 0, il existe une 0-forme V tel que
E+0.A=dV.

De plus, pour tout O-forme f et constante ¢ € R, on a d(A + df) = dA et
d(V +¢) = dV.

Exemple 90. (Gravitation selon Newton) On note V' le potentiel gravitationnel
(0-forme), F' le champs de gravitation (1-forme), py, la densité de masse (3-
forme) et on introduit la 2-forme g = x47G F avec G la constante de gravitation.
La loi de gravitation est alors donnée par

dV)=F et dlg)=—pm

qui se réécrit pour toute boucle v et tout volume V

Pour une masse ponctuelle M placé en 0, le champs de gravitation est donné
par

M M
Vir) = _GT7 F(r)= —G;—er et g(r)=—GMsin0dd A do

2.3.3 Energie en électromagnétisme

Nous mentionnons les différentes formes sous lesquelles I’énergie apparait en
électromagnétisme. Celle ci étant une quantité extensive, il s’agira toujours de
3-formes. On a ainsi I’énergie potentielle d’une densité de charge (« 3 =0A3»)

E =V Ap=V(x)p(x)de Ndy Ndz,
le travail du champs électrique sur un courant (« 3=1A2»)
We=ENJ = (Z Ez(w)Jyz(a:)> dx Ndy N dz
cyc

Iénergie du champs électrique (« 3 =1A2»)

1
gelec = §E AND = (Z Er(w)Dyz(w)> dr N dy ANdz

cyc

N

Iénergie du champs magnétique (« 3=1A2») :

1 1
Emagn = §H ANB = 3 <Z Hx(:c)Byz(a:)> dz Ndy N dz
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Exemple 91. (Un condensateur) Deux plaques de surface S sont placées en £z
et sont chargées électriquement avec une densité surfacique +o . Dans [—zg, 2¢)
le champs électrique est donné par

z, E(x)= gd,z, D(x) = odzx A dy,
€

La densité d’énergie est donnée par

1 2
gelec = §E(33) N D(w) = %dl‘ AN dy ANdz.
€

On obtient alors I’énergie totale

/// gelec - Z()So—z = &Uz = 1C’U'2
Sx[—20,20] € 420 2

ou U =V(z0) —V(—2p) = 2(’% et C = 2572 est la capacité électrique.

Exemple 92. (Théoréme de Poynting) Le vecteur de Poynting est la deux
forme suivante (« 2=1A1»)

P=EANH=Y_(E.(x)H,(z) — E,(x)H.(x)) dz A dy

cyc

Il est associée au flot de I’énergie électromagnétisme et apparait dans une équa-
tion de continuité. En effet, on a

dP =dENH — ENdH
=—-BANH—-FEAN(O:D+J)

:—%&(B/\H)—%at(E/\D)—EAJ

et finalement
0t (Eelec + gmagn) +dP=—-EANJ
2.4 Hydrodynamique

Les quantités physiques apparaissant en hydrodynamique sont par exemple
les suivantes.

0-forme Pression Pa
1-forme | Circulation de vitesse m.s 1
2-forme Vorticité s~

Flot de matiére
3-forme Densité de matiére
Densité d’énergie

Slel=lels|~
o~
<
S
|
3
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Attention : la vitesse du fluide V n’est pas une 1-forme mais un vecteur
tangent. Aussi on utilisera a la place la 1-forme canoniquement associée que
I’on notera v et que 'on appellera «circulation de vitesse», la méme appellation
pour son intégrale sur un lacet ~

C = / .
2l

Exemple 93. (Equilibre de pression) On note ® = P Pénergie de pression par
masse. Le fluide est a I’équilibre lorsque la pression et la gravité se compense
(«d(0) = 1»)

d(®) + gdz = d(® + gz) = 0.

Exemple 94. (Poussé d’Archiméde) L’énergie potentiel d’un fluide est donné
par I, = gzp avec z la coordonnée verticale, g la gravitation et p la densité de
matiére du fluide. A 1’équilibre hydrostatique celle ci correspond & la pression
P = gzp + Py. La force verticale sur un volume V est donnée par la variation
de I’énergie potentiel lors d’un déplacement selon le vecteur e,

Fzz///vLez(gzm Zg///vﬂ

Avec la formule de Cartan on a également

F. = ///v dic, (92p) = //8 § i, P.

On obtient ainsi les deux expressions pour la poussé d’Archiméde : « Le poids
du volume de fluide déplacé » ou alors «l'intégrale de la force de pression dans
la direction vertical sur la surface du volumey.

Exemple 95. (Conservation le long d’un tube de champs) Soit j un courant de
matiére, c’est a dire une 2-forme de divergence nulle dj = 0 et soit V' un champs
de vecteur tangent le long des lignes de champs i¢yyj = 0. On a alors

Lvj=(ivod+doiy)j=0.

Exemple 96. (Equation de Continuité, «d;p + div(pv) = 0 ») La quantité de
fluide p (une 3-forme) est transportée selon un champs de vitesse V', le flot est
alors la 2-forme
ivp=">_ pl@)Va(a)dy A dz
cyc
Le flot sortant a la surface d’un volume V (fixé) est une perte pour la quantité
totale de fluide & 'intérieur du volume

d . _ _
G [oo==[ oty == [ eV (@05,
dt Jy oy oV
Cela correspond & l’équation suivante qui pouvait aussi étre obtenue avec la
dérivée de Lie
Oip +d(ivp) = Otp+ Lyp = 0.
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Exemple 97. (Equation d’Euler) On note v la circulation (1-forme) associée

—

au champs de vitesse V' (vecteur tangent, « V' = ¥») et on énonce 1'équation
d’Euler
Ov + (V.grad) v = —d® — gdz.

Il est possible d’utiliser la dérivée de Lie

1
Lyv = (Vgrad)v + vagrad(vw) = (V.grad) v + 5grad(\v|2)

cyc

pour réécrire I’équation d’Euler sous la forme («1 = d(0)»)
Lo 12
0w+ Lyv =d §\v| P —ygz|.
En utilisant Lyv = d(|v]?) 4+ iyv on a également
. 1 5
O + tydv = —d( §|v\ +d+gz

donnant ’expression «9;¢ + rot(¥) x ¥ = —grad (- - - )».

Exemple 98. (Théoréme de Bernoulli) Dans le cas d’un flot stationnaire dyv =
0 et puisque iy o iy = 0, ’équation d’Euler implique alors

. 1 1
ivd (2|v|2 +o +gz> =Ly <2|v|2 + D+ gz) =0.

L’énergie par particule est constante le long des lignes de champs.

Exemple 99. (Conservation de la circulation) Soit v(¢) une boucle transportée
selon le champs de vitesse v. Alors

1
4 u(t) = % v(t) —|—?§ Ly @v(t) = yﬁ d (1}2 - o — gz) =0
at Jyey 0 0 e \2

La circulation sur la boucle est donc conservée. On a alors

jt//s(t) d(v(t)) =0

et la vorticité w(t) = d(v(t)) est donc aussi conservée. A partir de I’équation
d’Euler et de d o Lyy = Ly o d on aurait aussi pu directement écrire

Ow(t) + Lyw(t) = d(v(t) + Lyo(t)) = 0.
Finalement avec la formule de Cartan on a
Oww(t) + dfivw(t)] =0

qui est Pexpression «dyw + rot(w X v) = 0.

43



Exemple 100. (Flots d’énergie et de quantité de mouvement) L’énergie étant
conservée, elle suit une équation de continuité

1
0+ Lv) |5plol* +p + pgz| = 0.

Pour la quantité de mouvement, on a également
(O + Lv) [pva] = 0c(pvs) + dliv (pvg)] = —ic, dp,

et la méme chose pour y et z en ajoutant le terme en pg dans ce dernier cas.
On peut écrire ces 2-formes comme les lignes d’un tableau

iv(pvg) UpUz  Ugly Uy,
ivipvy)| =p |vyvz UV VYU | = pU RV
iy (pv2) VaUp  UzUy U0,

appelé tenseur d’impulsion (dans lequel on ajoute habituellement la pression
aux termes diagonaux).

Exemple 101. (Flot irrotationnel et flot incompressible) Le flot est dit irrota-
tionnel si dv = 0. Dans ce cas il existe une 0-forme ¢ tel que v = d¢ et 'équation
d’Euler devient

1
d <8t¢+ SloP +<I>+gz> =o0.

Le terme du milieu est donc constant et il est possible de le fixé égale a 0. On
a alors

1
3t¢+§|v|2+<1>+gz:().

Le flot est dit incompressible si d(iyp) = 0. Dans ce cas il existe une 1-forme A
telle que
j = ivp =dA.

Si la densité p est constante on peut aussi écrire d(xv) = 0.
Dans le cas irrotationnel et incompressible, on obtient alors une équation de

Poisson
Ap =xd*dp =*d(xv) =0.
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3 Exemples d’applications en physique plus avancé

3.1 Meécanique Hamiltonienne

L’hamiltonien H(x, p), une 0-forme, et la forme symplectique w, une 2-forme,
sont données par

2 n
H(x,p):%+U(I), et W:ZdIi/\dM
i=1

et on pourra écrire w = da avec o = Y ., p;dz; la 1-forme de Poincaré. La
deuxiéme loi de Newton pour la position et 'impulsion (x(t), p(t))

dm(t):@’ dp

T o g = —grad U(a(t))

est alors équivalente a ’équation d’Hamilton.

Définition 102. (Equation d’Hamilton) Il existe un unique vecteur tangent

dx dp .
V= (dt(t), dt(t)> tel que dyw = dH.

On note ¢, le transport induit par ce champs de vecteur V.

Exemple 103. (Conservation de 1’énergie) L’énergie est conservée par la dy-

namique,

d
% rH:LvH:ivdH+divH:ivivw:0

et donc ¢f H = H pour tout t € R,

Exemple 104. (Théoréme de Liouville) La 2-forme w est conservée par la
dynamique,

%dﬁw=va=divw+z’vdw:dodH:O

et donc ¢;jw = w pour tout ¢t € Ry. On peut remarquer qu’il s’agit en fait d’une
équivalence : Si un transport ¢, satisfait ¢;w = w pour tout ¢, alors diyw =0
et donc avec le Lemme de Poincaré il existe H tel que iyw = dH.
On a aussi directement la conservation de la forme volume de I'espace des
phases
(WA Aw)=(Pjw) A A(Pjw) =wA -+ Aw.

Exemple 105. (Crochet de Poisson) Pour F' une 0 forme, on introduit de la
méme maniére un vecteur tangent W tel que iyyw = dF. Alors

d
a(ZS:F =Ly F =iydF +diyvF =iyviyw = w(W, V)

et on appelle crochet de Poisson cette quantité. En particulier si w(W, V) = 0,
on a la conservation de F' par la dynamique : ¢; F' = F' pour tout ¢ € R...
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3.2 Equations de Maxwell dans R*

Dans R*, les dimensions pour les 1-formes, 2-formes et 3-formes sont 4, 6 et
4. Les quantités physiques pour 1’électromagnétisme apparaissent sous la forme

suivante.
— A# = (V, A) : Le potentiel et le potentiel vecteur. C’est une 1-forme et

est liée & la phase de la fonction d’onde de 1’électron (comme par exemple
dans leffet d’Aharanov Bohm)

A= -Vdt+ Apdx + Aydy + A.dz

— F* = (E,B) : Le champs électromagnétique (d’habitude un 2-tenseur
antisymétrique). C’est une 2-forme, on intégre le champs magnétique sur
une surface par exemple.

F =Y E.dzNdt+»  ByydrAdy

cyc cyc

— J¥ = (p,j) : La densité de charge et de courant. C’est une 3-forme,
la densité s’intégre sur un volume et le courant sur une surface fois un
intervalle de temps.

szdx/\dy/\dz—Fijdy/\dz/\dt.

cyc

Pour simplifier nous supposerons €y = pg = ¢ = 1. Les équations de Maxwell
sont alors données dans la magnifique table suivante

d d d d
O-forme = 1-forme = 2-forme = 3-forme <= 4-forme
o 4] 4] o

Sowa Y @B

(2

—

W,

“B.B) — (pj) — 0

(5) (6)

Ici chaque fleche est la dérivée extérieur ou la codifférentielle.
(1) Il s’agit de l'invariance de Jauge. On peut changer

V%V—% et A— A+ grad(f)

sans modifier le champs électromagnétique, en effet (3) o (1) = 0.

(2) Un choix particulier de Jauge appelée Jauge de Lorentz (2) = 0, C’est a

dire av
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(3) Les champs électriques et magnétiques sont exprimés avec le potentiel et
le vecteur potentiel

E= 7% —grad(V) et B =rot(A).

(4) On a ici les équations de Maxwell-Faraday et Maxwell-Thomson

%—f +rot(E) =0 et div(B)=0

Celles-ci suivent bien sar de (4) o (3) = 0.

(5) Ici ce sont les équations de Maxwell-Gauss et Maxwell-Ampere

div(E)=p et — 88% +curl(B) =3

(6) La loi de conservation de la charge

dp .
e +div(j) =0

une fois encore (6) o (5) = 0.

Exemple 106. (Equation de continuité) Dans R*, une quantité conservée est
une 3-forme J satisfaisant d(.J) = 0. Par exemple, pour V = [t1,t3] x D, ( un
intervalle de temps x un volume D C R3), et en écrivant J = (p,j) on a

Autrement dit la quantité dans D au temps o est égale a la quantité au temps
t1 moins le flux qui est sorti de D durant I'intervalle de temps [t1, t2].

Remarque 107. (Isomorphismes)
— Dans le cadre de la relativité restreinte, on utilise la métrique de Min-

kowski
1 0 0 0
o =1 0 o
9=10 0 -1 0

— Les notations «* (contravariant) et x, = g,,x" (covariant) désignent un
vecteur tangent et la 1-forme associée (Rietz : a = gV ou V = g~la).

— Comme dans R?, nous préférons faire la distinction entre F = (E, B) et
*F = (H, D). Cette différence apparait habituellement avec les notations
FrY ou Fy,.
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Exemple 108. (Equation d’onde) Les équations de Maxwell impliquent que
dxdA=J.
Avec le choix de Jauge &A = 0 on aurait également
(do@+8od)A=xJ

et on obtient le Laplacien sur les 1-formes. Parce qu’il y a ici la métrique de
Minkowski et non le produit scalaire usuelle, celui ¢i donne (aprés calculs) le

D’alembertien
2 2 2 2
DA:<18—8—8—8>A:*J
c z

Exemple 109. (Lagrangien Electromagnétisme) Le Lagrangien est une quan-
tité que l'on intégre en temps et en espace (et qu’il faut minimiser). Il s’agit
donc d’une 4-forme. Pour 'électromagnétisme, celle ci s’écrit ainsi

LEM — _ANT - %(dA AxdA).

Exercice 110. Par «analyse dimensionnelle» quelles 4-formes est-il possible
d’obtenir a partir des formes différentielles A, F, J, ... et des opérations usuelles
A, d, *,...7

3.3 Fonctions holomorphes sur C

Nous considérons une fonction complexe h : C — C et nous décomposons sa
partie réelle et imaginaire

h(z) = h(z +1iy) = f(x,y) +ig(x,y)

avec f,g: R? = R deux fonctions réelles. En analyse complexe, on peut définir
la 1-forme (complexe)

h(z)dz = h(z + iy) (dz + idy)

= (f(z,y)dr — g(x,y)dy) + i (f(z,y)dy + g(x,y)dxr)
=R +il

avec R, T deux 1-formes réelles sur R%. On a alors

/abh(z)dz/abRJri/abI.

Théoréme 111. (Théoréme intégral de Cauchy) Si h est dérivable dans C alors
dR =dZ =0 et donc pour toute boucle v fermée dans C

%h(z)dzzng—i—iygI:O.
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Démonstration. Etre dérivable dans C signifie que
Oh(x +1iy) _ Oh(x +iy)
ox iy
En séparant les parties réelles et imaginaires on obtient les équations de Cauchy-
Riemann of 9 99 of
o0y =g o) et FHwy) =~ 5 ()

qui sont bien équivalentes & dZ = dR = 0. O
Remarque 112. On a xR =T.
On obtient alors la conséquence suivante.
Proposition 113. Pour une fonction dérivable dans C
AR =ATZ =0.
Une autre propriété peut étre interprétée comme le Lemme de Poincaré.

Proposition 114. Toute fonction dérivable dans C est la dérivée d’une fonction
dérivable dans C .

Démonstration. (preuve 1) Imiter la preuve du Lemme de Poincaré.

(preuve 2) Puisque dZ = dR = 0, par le Lemme de Poincaré il existe R,
deux O-formes, c’est & dire des fonctions R? — R, et tel que dR = R et dI = T.
On peut alors vérifier que pour H(z + iy) = R(z,y) + ¢I(x,y) on a bien

Uy = hz)
O

Remarque 115. («dlogz») Avec lécriture polaire des nombres complexes z =
rei@ — elog r-4+10 on a
dz _ (x — iy)(dz + idy) _ xdr + ydy +i—ydm+mdy _ dr +ido.

z |22 |22 |22 r

En particulier pour une boucle fermée C dans C entourant {0} on a

¢%=¢d10g7‘+i¢d9=2iﬂ'.
c c C

Proposition 116. (Formule des résidus) Soit f une fonction dérivable dans C
et C C C une boucle entourant {zp}. On a

f)

cR— 20

dz = 2im f(20).

Démonstration. On peut écrire
z (z
&dz = 55 1z 0) = 2im f(z0).
c % %0 cZ—Zo Z— 2
On a ici fait le changement de variable z — 2y — z pour utiliser la remarque

précédente et on observe que M est une fonction dérivable sur C. O
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A Annexe

A.1 Plus de coordonnées sphériques

On recalcule les gradient, rotationnel et divergence dans les coordonnées
sphérique avec le repére orthonormé usuel. La morale ici est que les formules
obtenues sont compliquées et donc si c’est possible, on préféra rester avec les
formes différentielle et un repére non orthonormeé.

Exemple 117. (Gradient en coordonnée sphérique) Soit une 0-forme f et son
gradient en coordonnées sphérique

df = (0rf)dr + (05 f) d0 + (0y f) do.
Si on 8’impose un repére orthonormé (dr, rdf, r sin 0d¢) on écrira alors plutot

df = (0.f)dr + (i@gf) rdf + (18¢f> 7 sin Odg.

rsin 6

(Rotationnel en coordonnée sphérique) Pour une 1-forme en coordonnées
sphérique A = A,dr + Apdf + Asdep, on a simplement

dA =" (9o Ay — 0, Ag) d6 A dr.

cyc

Pour retrouver le repére orthonormé il faut utiliser les coordonnées A, = A,

Ay = 4e Ay = =2 de telle sorte & avoir
r 7 sin 6

A= A.dr + Agrdd + fl(br sin Od¢
et le rotationnel s’écrit alors

~ -\ 1
dA = ((%AT - GT(TAQ) rdf A dr
T

. N
+ (ar(r sinfAg) — 8¢,Ar> 3 dr Arsinfdo

T si

+ (8¢(TA~9) — Oy (r sin 9[145)) rsin Odg A rdb.

r2sin 6

(Divergence en coordonnée sphérique) Pour une 2-forme en coordonnées sphé-
rique B = Bgpydd N\ ¢ + Bgrd¢ A dr 4+ Bredr A df on

dB = <Z 8TBQ¢> dr A df A dg

cyc

o7e , ol B ~ B, ~
I1 faut alors utiliser comme coordonnées Byy = 5225, By, = 2%, B = Br2

de telle sorte a avoir

B = Bygr?sin0df A ¢ + By,rsin0dp A dr + Bgrdr A df

a0



La divergence s’écrit alors

dB = (5‘7, (Bg¢7‘2 sin 0) + Oy (Bwr sin 0) + 0y (TBT9)> dr NdO N do

= (:28r <B9¢r2> + 1 Oy (B¢r sin9> + L Oy (Br0)>

rsin 6 rsin @

x r2sin@dr A df A do.

A.2 Construction explicite pour le lemme de Poincaré

On propose maintenant plusieurs constructions explicites de 8 qui apparait
dans le Lemme de Poincaré da = 0 = o = dg.
Exemple 118. (Lemme de Poincaré, Construction dans R3, T)

(rotA =0 = A = gradf) Soit A une 1-forme telle que dA = 0. On fixe un
point de référence xg et on définit la O-forme

f(x):/a:A.

On peut alors vérifier que cette définition ne dépend pas du chemin allant de x
a x et que l'on a df = A.

(Transport d’une masse) Soit p une 3-forme décrivant une quantité de ma-
tiére, on envoie celle ci a 'infinie avec une translation de vitesse V. Avec I’équa-
tion de continuité on peut écrire

o) = — /OOo <C;ip(a: - SV)) ds = div (/Ooo ol — sV)Vds) .

Dit autrement, on a p = d(j) avec
j=Rle.y 2y ndz, et Rlog.o)= [ plug2)du

Exemple 119. (Lemme de Poincaré, Construction dans R3, II) On peut éga-
lement s’inspirer les solutions bien connues d’électrostatique pour construire un
B explicite. On définit le champs de vecteur tangent
x—x
Velz) = ———
o) e
(Avec la loi de Coulomb) Soit p une 3-forme. Alors la 2-forme
3 x—a 3
D(x) :/ iv, @ p(x)d’z = (/ ———p(z)d w’) dy N dz,
RS @) ; rs ||z —2'|?

satisfait dD = p.
(Avec la loi de Biot et Savart) Soit j une 2-forme telle que dj = 0. Alors pour

@) = [ ivwia)ie = 3 ([ B Bl gy g,

s (B

on adH =j.

o1



A.3 Transformée de Fourier

La transformée de Fourier est une opération extrémement courante en ma-
thématique comme en physique. Nous présentons ici sa formulation pour les
formes différentielles et ses propriétés de bases vis a vis des opérations algé-
briques vues précédemment.

Définition 120. (Transformée de Fourier) Soit o une ¢ forme différentielle dans
R™. Pour |J| =n —{ et k € R™, on définit

Fyla, k) = / aAetrdy;.

Proposition 121. Soit o une (-forme, 8 une (¢ — 1)-forme, V un champs de
vecteur constant dans R™ (espace euclidien). Pour |I| =n—{0—1 et |J| =n—¢,
on a les égalités suivantes :

(Différentielle extérieure) F(dB, k) = (1)1 Z kiF (B, k),

i=1

(Dérivée de Lie) Fj(Lya,k)=—i (Z kV) Fy(a,k)
i=1
n
(Produit intérieur) Fr(iva, k) = Z Vil gy (o, k),
i=1
(Opérateur de Hodge) Fj(xa, k)= Fje(a, k),

n

(Laplacien) Fj(—Aa, k) = <Z kf) Fjla, k).
i=1
Pour oy une £i-forme et ag une ly-forme et |J| =n—¥4; — ¥l on a

Fylon A, k) = Z (Fyug(@a,.) * Fyog (az,.)) (k)
J1UJ2UJ:{1,~~,n}

ot x est le produit de convolution et la somme est sur les ensembles |J1| = {1 et
| 2| = Lo

Exercice 122. Démontrer les égalités de cette derniére proposition.
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