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Remarque introductive

Ce fichier regroupe un certain nombre d’exercices de mathématiques qui ont
été donnés a I’épreuve oral des ENS, concours PC en 2024. Des éléments de
réponses sont proposés mais qui ne constituent en rien une correction officielle.

Paul Dario, Raphael Ducatez, Luc Lehericy, Eliot Pacherie



Chapitre 1

Algebre

Exercice 1.1. Soit A une n x n matrice réelle tel que A% = 0.

1. Montrer qu’il existe une unique matrice X qui satisfait ’équation
X+AX + XA* = A
2. Exprimer X en fonction de A.
Solution 1.1. Montrons l'unicité : Soit X et Y deux solutions
X+AX + XA2=A=Y + AY + Y A?
donc avec Z =X —Y on a
Z=-AZ - ZA?

Donc A2ZA = —A%(AZ + ZA?)A = 0. Donc AZA = —A(AZ + ZA%)A =0
Donc ZA = —(AZ + ZA%)A = 0. Donc A2Z =0 donc AZ =0 donc Z = 0.
Pour Dexistence on introduit la suite suivante

Xpi1=A—-AX, — X, A% Xy=0
et on montre que celle ci est constante a partir d’'un certain rang. On calcule
X1=A
puis
Xo=A—-AX; - X1A>=A- A7

Et enfin
Xs=A— AXy — XyA%2 = A — A?

Donc X = A — A? est solution. (Remarque il s’agit ici d'une méthode de point
fixe : pour trouver X = f(X) on pose X,,+1 = f(Xn)).
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CHAPITRE 1. ALGEBRE 3

Exercice 1.2. Soit n et k des entiers avec k > n. Trouver toutes les matrices
n X n n’ayant que des valeurs propres réelles tel que

A+ AF = A
avec A? : la matrice transposée.

Solution 1.2. Les valeurs propres de A’ sont les mémes que celles de A. On en
déduit que si A € R est valeur propre de A alors A + A* est valeur propre de A.
Notons Apay la plus grande valeur propre de A. Si Apax > 0 alors Apax +AE, >
Amax €st une valeur propre qui contredit la définition de Apax. Donc Apax < 0.
L’inégalité Apax + )\ﬁlax > Amax €st encore valide si k est pair et A\pax 7# 0. Ainsi
si k est pair Apax = 0. Soit A < 0 on considére la suite ug = A, up11 = Uy + ulfl
Si A< —1onauwu; >0 absurde (Apax < 0). Si A €] —1,0[ alors u,, est une suite
strictement croissante qui converge vers 0. Elle prend une infinité de valeurs or
A ne peut avoir qu'un nombre fini de valeurs propres, absurde. Donc les seuls
valeurs propres possibles dans le cas k pair sont —1 et 0. Mais si —1 est valeur
propre de A* alors il existe une valeur propre de A, \¥ + X = —1 donc A\ < —1
absurde. Maintenant si k est impair u,, forme une suite strictement décroissante
qui diverge vers —oco absurde également. Donc si k est impair : la seule valeur
propre de A est 0. Conclusion la seule valeur propre possible est 0.

On termine lexercice : A est trigonalisable avec pour tout élément sur la
diagonal des 0 donc comme k > n on a A¥ = 0. Finalement A = A? qui est
une matrice symmétrique. Donc diagonalisable. Or la seule valeur propre est 0 :
donc A = 0.

(Autre méthode) On a également

Al + (A =4

donc A¥ = —(AF)t. Donc toutes les valeurs propres de A* sont imaginaire pure.
Or si A est une valeur propre de A, alors A\* est une valeur propre de A* qui est
donc réelle. Donc \F = 0. On en déduit que toutes les valeurs propres de A sont
nulles. Et on termine l'exercice de la méme maniére.

Exercice 1.3. On définit une suite de matrices A, As,--- par récurrence de

la, maniére suivante
(0 1 _(An I
A= (1 0) Ant1 = (IQn An)

ot I, est la matrice identité dans M,,(R). Remarquer que A, € Man(R).
Montrer que A, a n + 1 valeurs propres distinctes A\g < A1 < .-+ < A, avec

multiplicité <8> , (?) R <Z> respectivement.

Solution 1.3. Soit A € R et v € R2" une valeur propre et vecteur propre de

A,.Ona
vy  [Av+v) v
(1) = (50) =00 ()
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e () = () -0 ()

Donc si A est valeur propre de A,, alors A\ + 1 et A\ — 1 sont valeurs propres de
Ap41. Notons vy, -+ ,van la base de diagonalisation de A,,, Montrons que

U1 Van (% Vgn
V1 ’ ’ Von ’ —V1 ’ ’ —Ugn

est une base de diagonalisation de A, 1. Ce sont des vecteurs propres comme
vu précédement. Montrons que c’est une famille libre

V1 Von V1 Van _ 0
g (‘U1> + o+ agn (v2n) + 531 <—U1) + o+ Ban (-'I}Qn) = <0)

et

Donc
(O{l + 61)”1 + - (04271 + BQTL)U2W, =0
(a1 — B1)vr + -+ (agn — Ban)vgn =0
Donc
a1+ﬁ1 == 029n —’—5271, :O
ar—Pfr=-=ag — P =0
car la famille de (v;) est libre et finalement a; = -+ = agn = 1y = -+ - = fan = 0.

Pour n = 1 les valeurs propres sont +1. Montrons par récurrences que les
valeurs propres de A, sont S, = {\p, = —n + 2k, k € {0,--- ,n}} et que les

multiplicités sont égales Z .On a

Sn+1 :{)\i17)\65n}
—{-n+2%k+1,ke{0, ,n}}
={-n—-1+2k,ke{0,--- ,n+1}}

et pour les multiplicités on a

M1 (=1 — 1+ 2k) = my(—n + 2k) + mp(—n + 2k — 2)
-()+ ()
_ (n-li- 1) .

Exercice 1.4. On note A : M, (R) — C la fonction qui & une matrice A donne
la valeur absolue de la plus grande valeur propre de A : A(A) = |\q].

1. Montrer que A n’est pas lipschitzienne pour la norme d’opérateur : (c’est
a dire [|Al| = sup, =1 [|Aul| o [[u]| la norme euclidienne sur R™).
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2. Montrer que si A est une matrice réelle symétrique

A(A) = sup |(u, Au)|

flull=1

3. On note S, € M, (R) l'ensemble des matrice symmétriques. Montrer
que A restreinte a .S, est lipschitzienne.

Solution 1.4. 1) Comme contre exemple

0 z
=1 %)
On a que les valeurs propres sont les racines de Y = X2 —z qui sont +4/z, donc
A(A) = /|z| qui n’est pas lipschitzienne.

2) Comme A et symétrique, A est diagonalisable dans une base orthonormée
et les racines sont réelles. A = O* DO avec O orthogonale et donc

sup |{u, Au)| = sup |(Ou, DOu)|
[lul|=1 [lull=1

= sup |(v, Dv)|
lv]l=1

= sup | Z \iv?

S vi=1
= sup |\
3

3) Soit A, B deux matrices symétriques. Alors

[A(A) — A(B)| = | sup |{u, Au)| — sup |{u, Bu)|

[lu]|=1 [lul|=1
< s, )~ o, B
< sup [(u, (A — B)u)]

[lul|=1
< [|[A- B

Exercice 1.5. Soient (z,)i<n<n €t (Yn)i<ngn deux ensembles de vecteurs
dans R¥. Montrer que si (%, Z,) = (Yn, Ym) pour tout n,m < N alors il existe
une matrice orthogonal O € Ok(R) tel que y,, = Ox,, pour tout n < N.

Solution 1.5. Considérons d’abord le cas ou N = k et (z,,) forme une base de
RF. Alors la condition y,, = Oz,, définit une matrice O. Soit u € R* alors dans
la base (x,,) il se décompose ainsi

U=uU1x1 + -+ Uuprr

Alors
k

k k
(Ou, Ou) = Z w;u; (Ox;, Oxj) = Z with (Yi, Yj) = Z wiui (T, 25) = (U, u)

1,j=1 i,j=1 i,5=1
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Donc O conserve le produit scalaire. C’est donc une matrice orthogonale.

Si (z,,) n’est pas génératrice, alors R¥ = Vect((x,,)) @&+ E = Vect((y,)) D+ F.
La construction précédente définit O sur Vect((z,)) — Vect((y,)) et peut la
completer posant avec Oe; = f; pour (e;) une base orthogonal de E et (f;) une
base orthogonal de F'.

Si (z,) forme une famille liée, on en extrait une base et quitte a changer
Pordre supposons que (z1, -+ ,x) forme une base. Montrons que si

Te=a121 + -+ apTg
pour ai,--- ,ar € R alors

Ye = a1y1 + -+ + apYk-

On a

lye — a1yr + -+ + aryll® = (Yo — aryr + - + Qs Yo — a1y1 + - -+ + arYi)
=(x¢— a1y + -+ apxp, 0 — 121 + - + apTy)
= |lze — a1y + - + apxy|)?
=0

L’application Oz, =y, est donc bien définie.

Exercice 1.6. Soit A € M, (R) une matrice a coefficients dans {0,1}. Suppo-
sons A inversible. Combien au maximum est-ce que A peut avoir de coefficients
égaux a 17

Solution 1.6. 11y a n? coefficients dans la matrice A. Si il y a au moins n? —n+2
cofficients égaux a 1, alors il existe au moins deux colonnes ne contenant que
des 1 et la matrice n’est donc pas inversible. Donc #{1} < n? —n + 1. On peut
vérfier que la matrice suivante est inversible

1 1 1
1 0 1

A= 1 0 1 1

1 1

1 1 1 0

en faisant un pivot de Gauss

1 1 1

0 -1 0 0

det(A)=|: 0 -1 0 0]=#0.

0 0
0 0o 0 -1




CHAPITRE 1. ALGEBRE 7

Exercice 1.7. Soit a un endormorphisme autoadjoint et « un vecteur non nul.
On pose V' = Vect{a”(u), k € N}. Montrer que les valeurs propres de a restreinte
a lespace vectoriel V' sont simples.

Solution 1.7. Puisque a est autoadjoint, il est diagonalisable dans une base
orthornormé. Notons A, --- , A\, les valeurs propres et Eq,---, E,, les espaces
propres. Ona = E1 ® E> ® - - - ® F,, donc il existe une unique décomposition

U=1uy+uz+---+unm
avec u; € F; pour tout <. Montrons que

V = Vect(ug, -+ ,um).

On a
a®(u) = Nouy 4+ 2\,
Donc a*(u) € Vect(uy,- -+ ,uy,) pour tout k € N, et alors V C Vec(ug, -+ ,Up)-
Ensuite soit (L;);<m les polynomes de Lagrange associé¢ & Ay, --- , A, on a alors
Donc u; € V et on a alors Vec(uy, -+ ,um) C V.
Finalement on remarque que les éléments non nuls de (u1, - , u;,,) forment
une base de diagonalisation pour a restreint a V' de valeurs propres A1, --- , Ap,.

Exercice 1.8. On note M (t) € M, (R) une matrice dépendante du temps telle
que pour tout M;;(t) € C}(R) pour tout 1 < 4,5 < n. Montrer que

d d

%[det(M(t))} = det M (t)Tr (M(t)ldtM(t))

pour tout ¢, tel que M (¢) est inversible.
1. Montrer le résultat dans le cas ou M (t) est une matrice diagonale
2. Montrer le résultat dans le cas en to ou M(tg) = I,,.

3. Traiter le cas général.

Solution 1.8. 1) On note Aq(¢),- - , An(t) les éléments diagonales de la matrice
et on a .
d gk k
Laer(m(e) = 5 TTn = S o TIA0)
i=1 i=1 j#i
et
A (®)
A1 (t)
; =
M(t) P M(t) = 2
(1)~ S a ()
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Donc

k ko k
det M (t)Tr (M(t)lth(t)) =0 Z igg = Z X6 [T

i=1

2) Avec le polynome caractéristique on calcul
det (I, + eM’(ty)) = €™ det(e 11, + M'(ty))
=" (e + e T Tr(M (to)) + -+ )
=14 €Tr(M'(tg)) + O(€?)
En écrivant M (to + €) = I,, + eM’(ty) + O(€?) on en déduit alors que

lim det(I + eM'(to) + O(€?)) — det(I)

e—0 €

= Tr(M'(to))

ce qui donne bien la formule avec M(ty)~! = I,, et det(M(ty)) = 1.
3) On pose U(t) = M(to)"*M(t). Alors

Ulto) = In

et donc d’aprés la question précédente

d d

@ 46t U(0)]lemty = TH([ U] (10)).
On a alors
2 et (M (1)) det(M(1)li—ty = Tr(M (t0) ™[ M](10))
et donc J J
et (a1(10)] = det Mo} T (31(00) [ M1(0) )

ol on a utilisé que det(M (tg)~1) = m.

10 0 1
e 0) 4=(00)

L N

Exercice 1.9. Soit

1. Calculer

N—o0
2. Montrer que M (t), t € R forme un groupe.

Solution 1.9. (Méthode 1) On peut diagonaliser A :

1 1 -1 1 0
J— -1 — =
A=PDP avec P = 7 (1 1 ) et D (O _1>
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alors

N N N
Ta) = z a_p((+%) 0 -1
<IQ+NA) P<12+ND> P P< . (1) P

N
On a alors .
. e 0 —1 _ f{cosht sinht
M(t) =P (0 e‘t> P= (Sinht cosht>
On a
et1+t2 0 4
(Methode 2) : A% = I, donc
N N &
t N\
() =2 (5) e
k=0
N N
N) th (N) tk
(S W) S () )
k &
k=0,k pair (k N k=0,k impair K N
puis on utilise que i = %W < 7 et converge vers 7, on

peut alors utiliser le théoréme de convergence dominé et reconnaitre les séries
entiéres de cosh(t) et sinh(t).

Exercice 1.10. Soit (a;)ie[1..n41) 7 + 1 réels distincts. On définit pour P €
R, [X] la quantité || P|| = S04 [P(as)].

1.
2.
3.

Montrer qu’il ’agit d’une norme sur R,,[X].
Que dire de {P € R,[X], || P|| = 0} si les a; ne sont pas tous distincts ?

Si les a; sont tous distincts, montrer qu’il existe une constante C' > 0 tel

que é2|pj| <[P <CY |pj|si P= ijXj pour tout P € R, [X].

4. Montrer que C(g) — +oo dans le cas ot les a; pour i € [2...n + 1] sont
tous fixés distincts et indépendent de € et a; = as — € quand ¢ — 0.

Solution 1.10. 1) Si ||P]| =0 alors P a (n+1) zéros et P est de degré n, donc
P = 0. Les autres proprietés de la norme sont faciles a vérifier.
2) 1l s’agit des polynomes de la forme

P(X) = (H(x - >) Q(x)

el

o [ est un sous ensemble maximal de [1...n + 1] ou tous les a; sont distincts
pouri € I, et Q€ R,_;[X].

3) C’est une conséquence de 1’équivalence des normes sur un espace vectoriel
de dimension fini.
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4) On considére

P(x) = [](X - a).

—-

Il
o

7

On a alors ||P|| = |P(a1)| = |P(az — ¢
e—0,et

~—

| = lel T s lag — as + O(€?) lorsque

> lpil=1

car p,_1 = 1. On a donc

1

Cle) = 7
©) > T o —al 7 0@

— +00

quand € — 0.

Exercice 1.11. Soit a,b € R. On suppose que P(x) = 2* + az3 + ba? + o
a 4 racines distinctes qui sont tous sur le méme cercle dans le plan complexe.
Montrer que 3 < ab < 9.

Solution 1.11. 0 est racine de P, g est de degrée 3 et a donc une racine réel
z1. On note x2, x3 les deux autres racines. Elles ne peuvent pas étre réelles car
sinon les 4 racines sont alignées et ne sont donc pas sur le méme cercle. Comme
a,b € R les racines o, x3 sont complexes conjugées, i.e xo = r +1is,x3 = r —1s.
En ecrivant

P(z) = z(x — z1)(z — z2)(x — x3)

et en developpant, on a
T+ To+T3=—a

T1T9 + Toxsz +x321 = b
L1Tox3 — —1.
De la troisiéme on en déduit que x1(r? + s2) = —1, donc en particulier z; < 0.
De plus, comme 7; € R le centre du cercle de I'énoncé est %-. On a donc par

exemple |x2 — %} = ’%} Mise au carré, on en déduit que

2+ s = xrir

et donc avec r? + 2 = ;—11 ona z? = %1 Cela implique r < 0 et 1 = —,/}T
(puisque z1 < 0). En reprenant x; + x2 + 3 = —a on en déduit que —a =

—\/g—‘rQT. De x129+2ox3+1321 = bonab = 3\/—r et donc ab = 3-+6(—7)>/2.
Onar < 0etr >z carr est la coordonnée sur 'axe des abscisses d’un element
du cercle, et z; le point le plus & gauche du cercle. Sir < —1 alors 22 = _71 < -1
ce qui est une contradiction. Donc —r €]0, 1], ce qui conclut.

Exercice 1.12. Soit P un polynome unitaire de degré n.
1. Quel sont les degrés de Po P et P 7
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2. Quel est le degré de Po P — P™?
3. Quel est le degré de Po Po P — P
Question bonus : Quel est le degré de P composé k fois - Pt

Solution 1.12. 1) Les deux polynomes sont de degré n?.
2) En notant P = X" 4+ @, on a

PoP—P'"=(P-X"oP=QoP.

Son degré est donc deg(Q)n.
3) Sous la méme notation, on a

PoPoP=(X"+Q)oPoP
=(PoP)"+QoPoP
=(P"+QoP)"+QoPoP
— P 4P VQoP+QoPoP .-

oil le reste est d’ordre inférieur. On a deg(P*™ Y Qo P) = n?(n—1) +ndeg(Q)
et deg(Q o P o P) =n?deg(Q) or n?deg(Q) < n?(n— 1) donc

deg(PoPo P — P"Q) =n*(n —1) +ndeg(Q)
avec deg(Q) = —oo si Q = 0 comme convention.

Exercice 1.13. Soit V un R—espace vectoriel de dimension n.

1. Montrer que u € L(V) est trigonalisable si et seulement si il existe V C
Vi... C V, des sous espaces vectoriels (SEV) de V avec dimVy, = k et
u(Vi) C Vi

2. Soit u € L(V) trigonalisable. Est-il possible d’avoir deux suite distinctes
de SEV qui vérifie les conditions ci dessus ?

Question bonus : Que dire sur u si il existe une unique telle suite de SEV pour
n = 27 Pour n général ?

Solution 1.13. 1) Si u est trigonalisable on prend (€i)ic[1..n) une base dans
laquelle la matrice de u est triangulaire, alors Vj, = Vect(e; ..., ex) fonctionne.
Reciproquement, On construit (e;)ie1...n tel que exq1 € Viy1\Vi qui est une
base de V' dans laquelle u est trigonalisable.
2) Oui, si u = Id par exemple et Vj, = Vect(e; ... ex) et V) = Vect(e, ... e,—p).
Bonus : Si une telle suite est unique alors © admet une unique valeur propre.
On pourrait refaire ici la preuve de la réduction de Jordan.

Exercice 1.14. Soit (fy ... fx) € R™ tel que pour tout x € R™, z # 0, il existe
i€ {1...k} tel que (z, f;) > 0.

1. Donner un tel exemple de famille (f;).

2. Montrer que Vect(f;) = R™.
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3. Montrer que k > n.

4. Trouver une telle famille de taille minimale.

Solution 1.14. 1) On peut construire une famille de taille 2n : f; = e; et
fnti = —e; pour i < n ou (e;) est la base canonique de R™.

2) Par ’absurde, supposons Vect(f;) # R™. Alors dim(Vect(f;)*) > 0 et
donc il existe un vecteur non nul x € Vect(f;)*. On a (z, f;) = 0 pour tout
i € {1...k} ce qui donne une contradiction.

3) Si k = n alors (f;) est une base de R". La matrice A = ((fi, f;))ije{1..n}
est donc inversible, et si x = > a;f; on a

(@, fi))ieqr..ny = Alai)ieq1..n)

donc on prend (a;) tel que (x, f;) = —1 pour tout i € {1...n}, ce qui est alors
une contradiction.

(Autre méthode) On choisit x € Vect({f1,- - , fn—1})" non nul et donc pour
tout i <n—1, (z, f;) = 0. Si (z, f,,) <0 on a une contradiction et sinon on pose
y = —x et on obtient aussi une contradiction car (y, f;) < 0 pour tout i < n.

4) On peut proposer un exemple de taille k = n+ 1. f; = e; et fr11 =
—(e1+-+-+ey). En effet si pour x = (21, -+ ,2,) on a (f;,z) <0, alors z; <0

pour tout ¢ < n. Dans ce cas

(fat1,2) = —in >0
i—1

etest nullessizy =--- =z, =0.

Exercice 1.15. Soit F un SEV de M, (R) tel que pour tout A € E, on a
rg(A) < 1. Montrer que dim E < n.

Solution 1.15. Soit A € E, 1l existe deux matrices inversible P,Q € M, (R)
tel que

10 --- 0

AQ !
P =

: (0)

0
Soit B € E. Pour tout A € R on a AA+ B € E car c’est SEV et donc

Atbu by oo b
P(\A+B)Q = b
B (i)

bn 1

est de rang 1 pour tout A\. Supposons qu’il existe Eij # 0 avec 1 <i,j <n, alors
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on peut vérifier que soit B soit A + B est de rang au moins 2. Donc

A+bi bz oo bin
ba1
POA+BQ=]| o

bnl

De méme si il existe 1 < 4,5 < n tel que b;; # 0 et Elj = 0, alors la matrice est
de rang au moins égale & deux. Conclusion il y a deux possibilités

Atbiy bz oo by )\j-gu 0o --- 0
0 by
POA+BQ=| o ouPOATB)Q=| o
0 Enl

Finalement de la méme maniére on prouve que si By, By € E alors les deux
matrices sont soient toutes les deux une ligne ou toutes les deux une colonne.
Et donc

611 Bln
Ecipr1t| . Q1 b; eR
- (0)
0
ou —
911 0O --- 0
| b 17
ECP Q b1 €R
- (0)
bnl

(Autre méthode) Si A, B € E, il existe (e, e, f1, f2) tel que AX = (X, eq)es, BX =
(X, f1)f2 pour tout X € R™. Si (eq, f1) ne sont pas colinéaire et (ez, f2) ne sont
pas colineaire, alors rg(A + B) = 2. Si (eq, f1) sont colinéaire, alors pour tout
M e EonaMX =(X,e;)m pour un m € R", donc dim E < n.

La preuve est similaire si (e, f2) sont colinéaire, maintenant M X = (X, m)es.

Exercice 1.16. Soit A € M, (R).

1. On suppose que det(A + B) = det(A) + det(B) pour tout B € M, (R).
Montrer que A = 0.

2. Méme question pour Tr((A + B)?) = (Tr(A + B))?

3. Que dire de A si pour tout P € R[X], Tr(P(A)) = P(Tr(4))?
Solution 1.16. 1) B = AA pour A € R implique det(A) = 0. On a alors
I’équation

det(A + B) = det(B)
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pour tout B € M, (R). Soit P,Q deux matrices inversibles tel que

PAQ =

Gn1 - Gpr 0 -+ 0

ou les colonnes non nulles forment une famille libre. On compléte cette famille
en une base et pose ensuite la matrice B tel que

0 -+ 0 biggr - bin
PBQ = | : C :
0 -+ 0 bpgs1 -+ bpn
dont les colonnes sont les autres éléments de la base. Alors
@i e @ bigsr o bin
det(A+ B) =det P | : Dldet@Q #0
Gp1 - 7> Bnk—i—l e Bnn

en contradiction car det(B) = 0si A # 0.
2) Ce resultat est vrai en dimension n = 1 pour toute matrice A.
En dimension n = 2 on pose

0 1
p(8 1)1

alors Tr(A + B) = 0 mais (A + B)? = Id, absurde. Donc il n’existe pas de telle
matrice qui vérifie cette propriétée. La méthode se generalise facilement pour
toute dimension d > 2.

3) Ce resultat est vrai en dimension n = 1 pour toute matrice A. Sinon avec
P=1,onaP(A) =1, et donc

Tr(P(A)) =n = P(Tr(4)) =1
Ce qui est impossible pour toute dimension n > 2.

Exercice 1.17. Soit Py un polynome, on définit la suite P,y; = XP). On
suppose que A est racine de tout les polynomes de cette famille. Montrer que
A=0.

Solution 1.17. On écrit les coefficients de Py = Zf:o a; X", ay # 0. On calcul

L 4
P=X ZmiX”*l = Zmixi
i=0 1=0

et par récurrence immédiate on a alors

J4

P, = Z i"a; X

=0
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Supposons A # 0, alors
0= Po(\) ~posoo N0y

qui diverge lorsque n — oo. Absurde.
(Autre méthode) Supposons A # 0. On a 0 = P,(\) = AP/ _;(\) donc

P!_,(\) = 0. Donc pour tout n > 0, P/ (A\) = 0. Par récurrence on montre que

n—1

pour tout k, et pour tout n Prgk)(/\) = 0. En effet par hypothése de récurrence

0= P )= AP

et donc P (X) = 0. Clest absurde car P50 (x) 0.

Exercice 1.18. Soit n € N.

1. On considére sur R, [X] le produit scalaire

m@=ép@mw&

Calculer la matrice ((X*, X7))(; j)efo...n}2 €t montrer que celle ci est in-
versible.

2. Déterminer les minimiseurs pour

1
inf / |P(z) — e*|?dz.
0

PEeR, [X]

Solution 1.18. 1) On a

1

1
<Wx@:/§”“=—f—f
0 14747

et elle est inversible sinon la famille des (X*?) est liée sur R, [X].

2) Soit ag...a, € R et

2

1
8kf(a1,...,an):2/ z* E aj:cj—e"” dx,
0 -

donc en un point critique de f on a

n 1 1
Oufla,...,an)=0=2 aj/ xkxjdac—Z/ zFe®dx
0 0

J=0
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pour tout k. Donc avec

ag Ey

1 1
M = () , A= |, E= ou Ey = / ahevdx
141+ J (i,5)€{0...n}2 a E 0

pour 0 < k <nmonaMA=FE donc A = M"'E. En particulier on a unicité
d’un point critique.

Exercice 1.19. Soit Py € R[X] et P,,1; = X P,. Montrer qu’il existe une suite
rn > 0 avec 7, — 0 quand n — 400 tel que les racines de P, sont dans B(0,r},)
pour tout n € N.

Solution 1.19. Pour Py(X) = Z;fl:o a; X" on a que P,(X) =Y i"a; X", donc
si A, est une racine de P,, on a

d—1 NN
d 1 YY) Giyi-a) _
And ad< + E p ad)\” 0

1=

donc

I <

d—1 i n a
- 2t yi—d
Z(d> aq "
1=0
n d
|amax| (d—1 »
al — E |An| 7"
=1

En particulier, pour n assez grand on a |A,| < 1 car sinon Zle IAnl™8 > d et

on a une contradiction, et si |\,| < 1 alors Z?zl IAn|~% < d|Xn|~? et donc

. d—1\"
A, d < ‘ade| ( )
| An| a \d

ce qui conclut.

Exercice 1.20. Soit P € R[X] et

Qx) = 671/ P(t)e'dt
0
Montrer qu’il y a equivalence entre les deux propositions suivantes
L. Q(x) € RIX],
2. Y en(=1FP®(0) = 0.

Solution 1.20. On note

x
uk:/ thet.
0
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On a ug = e* — 1 et par intégration par partie

U1 = 2 Fle® — (k 4+ 1)ug.
Donc par récurrence on montre que

ugp = Ry(x)e® + (—1)* k!

avec Ry, € R[X]. Donc pour P(z) = Y, _,axz” on a

Qx) = Z arpRi(z) +e* (i(—l)k“akk!) .
k=0

k=0
Et on conclut avec P*)(0) = azk!.

Exercice 1.21. Trouver tous les polynomes de C[X] tels que
{z€eC: P(z)=0}={2z€C: (PoP)(2) =0}

Solution 1.21. Soit z une racine de P. Par égalité des ensembles on a P(z) =0
et P(P(z)) =0. Donc

0=P(P(z)) = P(0)
et alors 0 est racine de P. Montrons que c’est la seule racine. Soit z; € C une

racine de P. Si P # 0 alors le polynome Q = P — z; admet une racine complexe
donc il existe z tel que P(z) = z1. On a donc

P(P(2)) = P(21) =0

et P(z) = 0 et par I’égalité d’ensemble. Conclusion z; = 0. C’est donc la seule
racine possible et les polynémes P sont alors de la forme P =0 ou P = X™. On
vérifie que ces polynomes satisfont la condition de I’énoncé.

Exercice 1.22. Soit P, = X" — X + 1.

1. Montrer que pour n > 2, les racines de P,, sont distinctes. On les notera
Zlyeeey”n-

2. Calculer le déterminant suivant

1+ 2 1 1
1 1+20 --- 1
1 1 1+z,

((1 + z;) sur la diagonale et 1 partout ailleurs)

Solution 1.22. 1) Soit z € C une racine multiple de P, alors P, (z) = P (z) =
0. Donc

P, (z)=2"—2+1=0

Pl(z)=nz""1-1=0
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alors

nz" —nz+n=0
nz" —z=0

et donc z = "5 mais alors on n’a pas P} (z) = 0. Conclusion il n’y a pas de

racine multiple.
2) On utilise la linéarité par rapport a la premiére ligne pour écrire

14+ 2 1 1 1 1 1 21 1 1
1 14+20 --- 1 1 1+2 --- 1 0 142 1
. . . . = . ) . +1 . .
1 1 14z, 1 1 14z, 0 1 14z,

Pour le premier déterminant, on retire la premiére colonne a toutes les autres
colonnes. On obtient ainsi

1 1 e 1 1 0 - 0
1 1429 --- 1 1 20 -+ 0
. . . =1. . . .| = %20 2.
1 o 1 142z, 1 ... 0 =z,
Pour la deuxiéme, on a
0 14z - 1 122 1
. . ) =2 : - :
0 ... 1 14z, Lo Iz
En combinant les 3 calculs précédents, on obtient
1+ 2 1 . 1
1 14z - 1 Itz 1
. . . =2Zz9 - 2p t 21 : . :
1 o1 14z, Lo e
On peut alors itérer le processus pour obtenir
1 1 e 1
1 14z - 1 14+23 --- 1
. . . . =22 2Zn T 2123 Zn + 2122 . :
1 ... 1 1+ L
En continuant l'itération, on obtient
1+ 2 1 e 1
]. ]. —+ ) n n
. . = H 2k + 2k
k=1 G=1 k#j
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Comme les z; sont les racines du polynoéme P,, le produit de tous les z; est égal
au terme d’ordre 0 du polynéme P,, multiplié par (—1)" et le deuxiéme terme
est égale au coefficent associé & X (le terme d’ordre 1) multiplié par (—1)"~1.
On a donc

n n

T2+ S T2 = (—1)" + (—1)" 1 x (=1) = 2(~1)".
k=1 J=1 k#j

Exercice 1.23. Soit M € S, (R). On note s1, ..., s, ses valeurs propres. Pour

p € {1,2}, on pose

n 1/p
N, (M) := (Z sm) .

1. 1) Montrer que Ny est une norme.
Indication : Montrer que I'application (A4, B) — Tr(AB) est un produit
scalaire (sur espace des matrices symétriques).

2. 2) On cherche & montrer que N; est une norme.
(a) Montrer que N1(M) = sup{|Tr(MU)| : U € O,(R)}
(b) Conclure.

Solution 1.23. 1) On a

Z\SiIZ = VTr(M?) = (M, M).

On reconnait alors la norme associée au produit scalaire sur les matrices.

2) a) En utilisant le théoréme spectral, on a M = PSP ou S est diagonale.
Et donc Tr(MU) = Tr(SPUP?). On remarque que U — PU P* est une bijection
du groupe orthogonal dans lui-méme. Il suffit donc de démontrer le résultat de
la question pour la matrice S qui est diagonale.

On cherche donc & montrer Ni(S) = sup{|Tr(SU)| : U € O,(R)}. Pour
montrer que la borne est atteinte, on choisit la matrice U diagonale avec des
coefficients égaux a 1 ou —1 sur la diagonale (en choisissant U;; = sgn(s;)) et
alors

Tr(SU) = ngn(si)si = Z |si| = N1(M).

Pour montrer que la borne n’est pas dépassée, on écrit

n n n

Tr(SU) = ZeiSU@i = Z(Sei)tUei = Zsierei

i=1 i=1 i=1

On a donc
n

Te(SU)| <> IsilleiUe;l,

i=1
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et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz (en notant ||z| la norme euclidienne de
z €R™)
leiUes] < Jleill [IUe:] = 1

et donc
n

Te(SU)| <> [Sil = Nu(S),
i=1
ce qui conclut.
b) Il suffit de montrer Ny (M + M’) < N1(M) + N1(M'). On a pout cela

Ni(M + M") =sup{|Tr((M + M")U)| : U € O,(R)}
<sup{|Tr(MU)| + |Te(M'U)| : U € O,(R)}
<sup{|Tr(MU)| : U € O,,(R)} +sup{|Tr(M'U)| : U € O,(R)}
= Ni(M) + N (M').

Exercice 1.24. Soit A € M, (C). On suppose qu'il existe un entier m > 1 tel
que A™ est diagonalisable. Montrer que A™ 1! est diagonalisable.

Solution 1.24. Si A™ est diagonalisable, elle est annulée par un polynome
scindé a racine simple de la forme HfZO(X — ;). On distingue deux cas : 0 n’est
pas valeur propre et 0 est valeur propre.

Dans le premier cas, on voit que le polynoéme [[,(X™ —\;) annule A, mais ce
polyndme est scindé a racines simples. En effet chacun des polynomes X™ — )\;
est scindé a racine simple et si on considére une racine z; de X™ — \; et 2o de
X™ — Xj avec A\; # Aj alors 2" = Ay # \; = 23" donc 21 # 22. A est donc
diagonalisable, et donc A™*! est aussi diagonalisable.

Dans le cas ou 0 est valeur propre, comme A™ est diagonalisable, on a la
décomposition

R" = KerA™ @ Ker(A™ — A1) ... @ Ker(A™ — \g).

Par ailleurs chacun de ces sous espaces est stable par A. On peut donc étudier
les endomorphismes induits sur chaque espace propre de A™. Sur KerA™, on a
A™ =0 et donc A™*! = 0. Sur tous les autres, A est annulé par un polynéme
scindé a racines simples et est donc diagonalisable.

Exercice 1.25. Soit A € M, (R) dont les coefficients sont tous égaux a 0 ou 1.
On suppose que A'A = kI, + J avec k € N* et ot J est la matrice dont tous
les coefficients sont égaux & 1. On veut montrer que AA? = A'A

1. Montrer que A est inversible.

2. Montrer que AJ et JA sont proportionnelles a J

Indication : Pour AJ, montrer qu’il suffit de monrer que Ae est propor-
tionnel a e (avec e = (1,...,1)) puis poser eq,...,e, la base canonique
de R™ et calculer (Ae)!(Ae;) et e - (Ae;)

3. Montrer que JA = AJ
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4. Conclure.

Question bonus : Quelles sont les valeurs possibles pour k (en fonction de n).

Solution 1.25. 1) La matrice J est symétrique donc diagonalisable, de valeur
propre n associé au vecteur e = (1,---,1) et de valeur propre 0 car elle est de
rang 1. Donc kI,, + J est diagonalisable de valeurs propres n +k > 0 et k£ > 0.
Donc AA? est inversible, donc A est aussi inversible.

2) Pour tout 1 <i<mnona

j=1

Donc sur chaque colonne le nombre de 1 vaut k + 1. Le nombre de zéro sur
chaque colonne est donc n — k + 1. Alors

(JA)ij = > JiAri = Y JwAgi = (k+1) = (k+1).J;
k=1 k=1

et donc JA = (k+1)J.
Pour le produit AJ, il suffit de montrer que Ae est proportionnel a e. Pour
cela on utilise I'identité A*A = kI,, + J pour obtenir, pour tout i € {1,...,n}

(Ae)'(Ae;) =ke-e; +e-Je;=k+Je-e; = (k+n). (1.1)
En utilisant la paragraphe précédent, on sait que, pour tout i € {1,...,n}, le
vecteur Ae; est composé de 1 et de 0, le nombre de 1 est k + 1 (car Ae; est la
i-iéme colonne de A). On a donc, pour tout ¢ € {1,...,n},

e'Ae; = (k+1).

En combinant I’identité précédente avec (1.1), on obtient, our tout i € {1,...,n},
de— N e o
e— e| -Ae; =0.
E+1 !
Comme Aey, ..., Ae, est une base de R™, on en déduit
k+n
Ae = e.
kE+1

3) On pose AJ = AJ et AJ = uJ. L’identité n\ = Tr(AJ) = Tr(JA) = nu
permet de conclure.

4) On a donc AA'A=kA+ AJ =kA+ JA = A'A% et donc AA'A = AtA?.
En simplifiant par A a droite (A est inversible, on obtient le résultat).

Question bonus : On doit avoit ’ZJFTT{ =k+letdonck+n=(k+1)2et
donc n = k% +k+ 1.
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Exercice 1.26. Soit A une matrice symétrique a coefficients réels. On suppose
que aiq, - .., any sont les valeurs propres de A.

1) Montrer que A est diagonale.

2) Ce résultat est-il vrai si on ne suppose plus que la matrice A est symé-
trique ?
Solution 1.26. 1) On observe que Tr(A?) = Tr(AA") = 3. af;. Mais cette
trace est aussi égale & la somme des carrés des valeurs propres. En utilisant

I’énoncé on a donc
n
2 _ 2\ _ 2
E a;; = Tr(A%) = E az;.
i=1 ij

On obtient donc }, afj = 0. La matrice est diagonale.

2) La matrice
01
0 0

Exercice 1.27. Soit V un sous-espace vectoriel de M, (R) de dimension n? — 1
stable par multiplication. On cherche & montrer que I,, € V et on procéde par
Pabsurde et on suppose que I, ¢ V.

1. Montrer que M2 €V =>MecV

2. Montrer que les matrices E;; € V.

est un contre-exemple.

3. Conclure

Solution 1.27. 1) Par I’absurde, on suppose M? € V mais M ¢ V. On a
alors M, (R) = V + Vect(M) donc I, = A+ XM avec A € V et A # 0,
donc I,, — AM = A et donc (I, — AM)? € V en développant on obtient que
I, —2XM + \>M? € V et donc I,, — 2AM € V. En combinant avec I,, — AM on
obtient M € V.

2) On a Efj = 0sii# j et donc E;; € V par la premiére question. Pour Ej;
on écrit By = Eyj;Ej; € V car V est stable par multiplication.

3) Toutes les matrices élémentaires sont dans V' donc V = M, (R) ce qui est
une contradiction.

Exercice 1.28. 1) Montrer qu’une matrice symétrique réelle inversible S €
Sn(R) posseéde k valeurs propres positives si et seulement si il existe deux espaces
vectoriels F' et G tels que dim F =k, dimG =n — k et

V(z,y) € F x G, {(x,Sz) 20 et (y,Sy) <O0.

2) Soit S € S,(R) une matrice symétrique et P € GL,(R) une matrice
inversible. Montrer que S et P!SP ont le méme nombre de valeurs propres
positives.
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Solution 1.28. 1) Sens direct : Comme la matrice S est symétrique, elle
est diagonalisable dans une base orthonormée. On dénote eq,..., e, une fa-
mille orthonormale de vecteurs propres associés aux valeurs propres positives et
€k+1, - - -, ey une famille orthonormée de vecteurs propres associés aux valeurs
propres négatives. Les espaces F' = Vect(ey,...,ex) et G = Vect(egi1,-..,¢en)
satisfont les conditions de 1’énoncé.

Sens indirect : Soit F' et G les deux sous-espaces donnés par I’enoncé. Si S
a strictement plus que k valeurs propres positives, alors on considére la somme
E, des espaces propres associés aux valeurs propres positives. Cet espace a une
dimension strictement supérieur & k, il a donc une intersection non-triviale avec
Pespace G (la somme des dimensions est strictement plus grande que n), ce qui
est une contradiction. Si S a strictement moins que k valeurs propres positives,
alors on considére la somme E_ des espaces propres associés aux valeurs propres
négatives. Cet espace a une dimension strictement supérieur a n — k, il a donc
une intersection non-triviale avec l’espace F'.

2) Soit k le nombre de valeurs propres positives de S et F, G les deux espaces
vectoriels donnés par la question 1. On considére alors les espaces vectoriels
PP := {P7lz2 € F} et P7'G. On a, pour tout y € P"'F et z € P~'G
(donc Py € F et Pz € G)

y'P'SPy = (Py)'SPy >0 et 2'P'SPz= (P2)'SP2<0

Par ailleurs, P étant inversible, les espaces P~'F et P~'G ont les mémes di-
mensions que F' et G (respectivement).

Exercice 1.29. Soit A € M,,(R) antisymétrique.
1. Soit A € R une valeur propre réelle de A. Montrer que A = 0.
2. On suppose n est impair. Montrer que det(A) = 0.
3. On suppose n est pair. Soit J € M, (R) la matrice dont tous les coeffi-
cients sont égaux a 1. Montrer que det(A + J) = det(A).

Solution 1.29. 1) Soit X un vecteur propre associé & une valeur propre A.
Alors par antisymétrie 0 = X! AX = AX'X = A||X||? . On a donc A = 0.

2) La dimension est impaire donc le polynome caractéristique admet une
racine réelle. La matrice a donc une valeur propre réelle qui est nulle. Son
déterminant est donc nul.

3) En diagonalisant la matrice J dans une base orthogonale,

n 0 - 0

0 -
0'Jo = | . =J

on a alors

det(A + J) = det O' det(OAO! + J) det O = det(OAO! + J).



CHAPITRE 1. ALGEBRE 24

Comme A — OAO? est une bijection sur les matrices antisymétriques, il s’agit
donc de démontrer que pour toute matrice antisymétrique A, det(J + A) =
det(A). En utilisant la multilinéarité du déterminant,

n+ai1 a2 ain n 0

az.1 0

det(J+A) = = det A+|.

(@ij)2<i,j<n (ij)2<ij<n

Gn,1 0
Le deuxiéme determinant est nul en utilisant le résulat de la question 2.

Exercice 1.30. Soit U € O3(R) de déterminant —1. Montrer que —1 est valeur
propre de U.

Solution 1.30. On appelle A\{, Ay et Az les valeurs propres de U. En dimen-
sion 3 le polynome caractéristique au moins une racine réelle et comme U est
orthogonal, les valeurs propres réelles sont 1 ou —1. Si les 3 valeurs propres sont
réelles, on conclut facilement. Si une seule est réelle on peut supposer que c’est
A3. Les racines complexes sont conjuguées Ay = A\; et donc det(U) = —1 =
A2z = [A1]?A3. Comme |A1|? est positif (en fait égal a 1), A3 doit étre égale
a—1.

Exercice 1.31. Résoudre dans M>(R) I’équation

s o (11
coxo (1]

Solution 1.31. La matrice X commute avec la matrice avec que des 1 (parce
que X2+ X commute avec X ) qui est diagonalisable avec deux valeurs propres : 2
et 0 avec pour vecteurs propres (1,1) et (1,—1). Donc X est aussi diagonalisable
avec vecteurs propres (1,1) et (1, —1). En notant A1, A2 les valeurs propres et P
la matrice de changement de base, on a

A0 1 A1 0 1 2 0\ 51
P<O )\%>P +P 0 /\2P 7P00P

On voit qu’elles vérifient A2 + A\; =2 et A3 + XAy = 0. On a donc Ay € {1, -2} et
Ao € {07 —1}.
Exercice 1.32. Soit n € N avec n > 2. On considére l'espace R,,[X] et D :
R,[X] = R,[X] 'endomorphisme D(P) = P’.

1. Vérifier que D est bien un endomorphisme.

2. Existe-t-il T : R, [X] — R,[X] linéaire tel que ToT = D?
Solution 1.32. 1) C’est juste du cours.

2) Si un tel T existe alors ker(7?) = ker(D), mais le noyau de D est de
dimension 1, donc le noyau de T est de dimension 0 ou 1. Il est en fait de
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dimension 1 (s’il était de dimension 0 alors le noyau de D le serait aussi ce qui
est faux).

On a donc ker(7?) = ker(T'). Ceci implique que ker(T?) = ker(T) pour tout
p € N avec le calcul suivant

TPTYP) =0 < T*(TP7'(f)) =0 < T(T*"'(f)) =0 < TP?(P)=0.

On a donc ker(D?) = ker(T*) = ker(T?) = ker(D), mais les fonctions affines
sont dans ker(D?) (et pas dans ker(D))

(Autre méthode) Notons A la matrice de T', alors A? = une matrice nilpo-
tente d’ordre n+1, donc A2+ = 0, donc A"*! = 0 aussi, donc DI(*+1)/2] =,
et Pexposant est inférieur & n/2+1 < n/2 4+ 1 (car n > 2), qui est 'ordre de
nilpotence de D.

Exercice 1.33. On dit qu'une matrice A € M, (R) est > 0 si tous ces coeffi-
cients sont positifs. On étend la définition aux vecteurs colonnes. On dit qu’une
matrice A € M, (R) est monotone si elle est inversible et que A=! > 0. Montrer
que

A est monotone <= {X e R"; AX >0} C{X eR"; X >0}.

Solution 1.33. “=" : Si A est monotone et AX > 0 alors X = A"1AX >0
car un produit de matrices a coefficients positifs est positif.

“<”: On montre que A est inversible. En effet, si AX =0 alors AX > 0 et
donc X > 0. Mais on a aussi A(—X) =0 et donc —X > 0, et donc X = 0.

Soit F; le vecteur colonne avec un 1 sur la i—ieme ligne et des 0 ailleurs. On
pose X = A7'E;. On a donc AX > 0 et donc X > 0. Donc A7'E; > 0. Ceci
est vrai pour tout ¢ € {1,...,n} ce qui permet de conclure.

Exercice 1.34. Soient aq, ..., a, des réels, on définit

n
(P.Q) € Ru[X] = Y P (ar)Q™ (ax)
k=0
1. Montrer que c’est un produit scalaire.
2. Montrer qu’il existe une base (P, ..., P,) orthonormale pour ce produit
scalaire telle que P; est de degré i et de coefficient dominant positif
3. On admettra que la base de la question 2 est unique. Calculer Pi(i)(ai).

4. Calculer la famille P, danslecasou:aqp=...=a, =a €R

Solution 1.34. 1) On vérifie la définition : C’est clairement bilinéaire et positif.
Pour (P,P) =0 = P =0, on a P")(a,) = 0 mais comme c’est le coefficient
devant X™, on en déduit que P est au plus de degré n — 1, puis on itére.

2) C’est Gram-Schmidt appliqué a la famille (1,..., X™)

3) On procéde par récurrence en posant I’hypothése suivante

HR, : Yi < p, (Pi(i) (a;) =letVk < i,Pi(k)(ak) =0).
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On obtient un résultat plus fort avec 'information suivante Pi(k) (ar) si k < i.

Initialisation : On a (Py, Py) = Po(ag)? =1 et donc Py = 1.

Heredité : Soit i < k, on a (P, P;) = Y, P,gj)(aj)P,gj)(aj) = 0. On peut
simpliﬁer_ le terme du milieu en utilisant 'hypotheése de récurrence, et on obtient
Y=o P,gj)(aj)Péj)(aj) = Péz)(ai) et donc P,il)(a?-) =0.

Par ailleurs, on a : (P, P) =1 = Z?:O P,SJ)(aj)2 = P,gk)(ak)z. Comme le
coefficient dominant de Py est positif, on a P,gk)(ak) =1.

4) On a P, = 5(X — a)k.

Exercice 1.35. Soient A, B € S,,(R) avec B symétrique définie positive. On
suppose que pour tout X (vecteur colonne)

|X'AX| < X'BX.

1. Montrer que |detA| < detB. (Indication : on pourra chercher a définir

B'/2)
2. Soient S, ..., Sk des matrices symétriques définies positives (dans S, (R))
et A1,..., Ax des rééls (non tous nuls). Montrer que

k k
det (Z Aisz) < det (Z I\l SZ) .
1=1 =1

Solution 1.35. 1) En utilisant le théoréme spectral on définit la matrice B'/2
. En appliquant le résultat avec Y = B~Y/2X on a

‘Xt(B‘l/QAB‘l/Q)X’ < X'X.

Comme la matrice B—1/2AB~1/2 est symétrique, toutes ses valeurs propres sont
plus petites que 1 en valeur absolue. On a donc ‘det(B_l/QAB_l/QM < 1et donc
|detA| < detB.

2) On applique le résultat avec A = Zle AiS; et B = Zle [Ai] S;. On
vérifie que B est bien définie positive et la condition de la question 1

k
<) INX'SX = X'BX.
i=1

k
Z N XS X

i=1

| X'AX| =

Exercice 1.36. Soit A € M,,(R). Montrer I’équivalence entre les deux proprié-
tés :

1. A est diagonalisable.

2. 1l existe une matrice S symétrique définie positive telle que AS = SA°.

Indication : on pourra introduire S/2.
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Solution 1.36. (i) = (ii). Si A est diagonalisable A = P~1DP avec P in-
versible et D diagonale. Alors A* = P!D(P~1)!. On peut poser S = P~1(P~1)!
et on a bien

AS =P 'D(PY) = P7Y(PHTIPID(PTY) = SA

(ii) = (i). On définit S'/2 la racine carrée de S. On a que AS est sy-
métrique (car AS = SA?), et donc S™V/2(AS)S™1/2 = §1/2A81/2 est aussi
symétrique. Donc S~1/2A81/2 est diagonalisable et S~1/2481/2 = PDP~! et
donc A = (S¥2P)D(S'/2P)~! et A est diagonalisable.

Exercice 1.37. Soit A € M, (C), montrer I’équivalence entre les deux proprié-
tés suivantes : (i) AA = I, et (ii) 3S € GL,(C) telle que A = SS~1.
Indication : Pour 6 € R, on posera Sy = e A 4 e~ 1,,.

Solution 1.37. On vérifie par un calcul explicite que, pour tout 6 € R,

ASy = A(e*wfl + eiGIn) =e 0, +e%4=25,.
Comme det(A + 21,,) admet au plus n racine dans C, il existe § € R tel que
0 # det(A + e 291,) = 7% det Sy et donc Sy est inversible.

Exercice 1.38. Soit N € M,(R) une matrice nilpotente d’indice n et A €
M, (R) telle que AN = NA. Montrer que A est un polynome en N.

Solution 1.38. On peut vérifier que {z, Nz,..., N" "1z} est une base de R".
On décompose Ax dans cette base en écrivant

Ar =Mz + ...+ N\ N" "Lz,
Montrons que A = M\ I, + ...+ A\, N"" 1. Pour cela, on remarque que
AN*z = NFAz = \\N¥z + ...+ N, N"F 71y = (N1, + ..+ N\ N1 (NF2).

Donc les matrices A et (Al, + ... + A, N""!) prennent les mémes valeurs
lorsqu’elles sont évaluées sur la base z, Nz, ..., N" !z, elles sont donc égales.
Exercice 1.39. Soit A € M(R).

1. Montrer que si ses deux valeurs propres sont complexes conjuguées, il
existe une matrice de passage P, 7 > 0 et § € R tel que

A:rP1< cosf sinf )P.

—sinf cosd
2. A quel condition existe t-il z, y, z € R? tel que tout point a € R? est dans
le triangle A"z, A"y, A"z pour tout n suffisament grand ?

Solution 1.39. 1) En notant A A € C les valeurs propres de A X € C? le
vecteur propre associé & A, X est le vecteur propre associé a A. En notant
X =Y +iZ et A=|\(cosf +isinh) on a

AY+iAZ = AX = |\|(cosO+isin )X = |A| (cos Y —sinbZ + i(sin Y + cos67)).
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et donc
AY = |\| (cos Y —sin62)
AZ = |\|(sin @Y + cos02)

On a que dans la base (Y, Z) (qui est une base sinon Y est vecteur propre de
A) la matrice A est une rotation multiplié par |\|.

2) Si les deux valeurs propres sont complexes conjuguées alors par la question
précédente il faut et suffit que |[A| > 1. Si les deux valeurs propres sont réels
distincts alors il est necessaire et suffisant qu’elles soient toute les deux en valeurs
absolue strictement plus grand que 1.

Si les deux valeurs propres sont égales, alors a changement de base prés la
matrice est de la forme

A\ 1 =z
(5 7)

. . 1
ot A est la valeur propre. Sa puissance n—ieme est \™ ( e

0 1
les vecteurs (1,0), (—1,1),(—1,—1) et leurs images on voit qu’il est necessaire
et suffisant que |A| > 1.

Dans tous les cas, il faut donc que le module des deux valeurs propres soit
strictement plus grand que 1.

) . En choisissant

Exercice 1.40. Soit Pj; une famille de polynome avec deg(Py;) = k. On consi-
dére lopérateur L = >, P,D¥ ot D est opérateur de dérivation. A quel
condition sur les Py a t-on que L est bijective de R,,[X] dans R, [X]?

Solution 1.40. On calcule L(X*) = ;;10 Pk(X)Xi_k#!H)! et donc si on
écrit ay, le coefficient de P de degré k, alors deg(L(X?)) < i et son coefficient de

degré i est 4! Z;:;lo % La CNS est que ces coefficients sont non nul pour

tout i € [0...n]. Si c’est le cas alors la famille des L(X") est libre donc une base,
et sinon on prend le premier ig ol ce coefficient est 0 et la famille des L(X?)
pour i < ig est alors liée car d’image de dimension strictement inférieur a la
taille de la famille.

3/4 1/2
1/2 5/4
Calculer la limite de det(A,,) quand n — +o00. ~

Exercice 1.41. Soit Ay = ) et A, 11 =24, — A2 pour tout n > 0.

Solution 1.41. On diagonalise et on note A, i, les valeurs propres de A,,. On
a alors

2 2
)\021_£7 M0:1+§5

2 )\n+1 - f()\n)a Hn+1 = f(Mn)
ou f(z) = (2 — x). Par une étude de suite standard on montre que
lim A, = lim pu, = 1.

n— oo n—0o0

Et on peut écrire

(A 0N 1 0\ 1
An_P(O un)P njoop(o 1>P =L,
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Exercice 1.42. Soit n > 1 un entier. Pour tout x € R, notons J, la matrice
carrée de taille n contenant des x sur sa diagonale et des 1 partout ailleurs.

1. Calculer det(J;).

2. Pour toute permutation o € &(n) de {1,...,n}, on note (o) sa signature
et f(o) son nombre de points fixes. Montrer que

(o) e
2 o1 VT

ceS(n)

Solution 1.42. 1) On note A = J, — (¢ — 1)1, qui est la matrice remplie de 1 et

donc a comme valeurs propres n (de multiplicité 1) et 0 (de multiplicité n — 1),

donc x4 = (—=1)" X" 1(X —n), et det(J,) = xa(l—2) = (x —1)" Yz +n-1).
2) On réécrit la définition du déterminant de la matrice J, :

det(Jo) = > s(0) [[(Ja)iwy = D s(o)alt.

ceS(n) i=1 ceS(n)

On remarque donc en intégrant entre 0 et 1 que
S(O') /1 /1 .
—_— = det(J,)dx = r—1)""(z+n-—1)dr
> ST = ) dettde = [ @1 )

o€ (n)
_ /Ol(x 1) de + n/ol(x _qynt
[leztrnt ey

n+1 n 0

—_1)nt+1 n
= R
n+1 n+1
Exercice 1.43. Un répunit est un nombre entier positif dont ’écriture décimale
ne comprend que des 1. Trouver tous les polynémes a coefficients réels tels que
I’image d’un répunit par ce polynéme soit toujours un répunit.

Solution 1.43. n est un répunit ssi 9n + 1 est une puissance de 10 (supérieure
a 10). Si f est un polynéme, en posant g(n) = 9f("T_1) + 1, f envoit répunit
sur répunit ssi le polynéme g envoit toutes les puissances de 10 (supérieures a
10) sur une puissance de 10 (supérieure a 10).

Supposons que g soit un tel polynéme. Si le plus grand coefficient de g est
apX* (k > 0), alors ¢g(10%)/10* — aj quand i — +o0, or ce ratio est une
puissance de 10 par hypothése, donc il est constant & partir d’un certain rang
et il existe I € Z tel que a, = 107. Par conséquent, g — 10’ X* est un polynéme
qui admet une infinité de racines, donc est nul, d’ott g(x) = 107z*. A noter que
g(10) = 107+* doit étre une puissance de 10 supérieure & 10, donc I > 1 —k, et
donc pour tout i > 1, g(10%) = 10¥+1 > 10*+1 > 10.
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Par conséquent, il existe k > 0 et I > 1 — k entiers tels que
L. k
fln) = 501079+ 1)* — 1),

et tous ces polynoémes fonctionnent.

30



Chapitre 2

Analyse

Exercice 2.1. Soit f : [0,1] — (0, c0) une fonction intégrable tel que f(z)f(1—
x) =1 pour tout x € [0, 1]. Montrer que

/1 f(z)dz > 1.
0

Solution 2.1. Par changement de variable u =1 — z on a

/01 Fa)da = /01 £(1 - 2)da

Alors

ot on a utilisé Cauchy-Schwarz.

Exercice 2.2. Trouver toutes les fonctions f € C?(R,R) (deux fois dérivables
dont la seconde dérivée est continue) tel que

f(Tx 4+ 1) =49f(x)
pour tout z € R.

Solution 2.2. On trouve zq tel que 7xg + 1 = g, donc xg = f%. Alors

() )1 () -

31
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Donc f (— ) = (0. Maintenant on dérive notre équation

T (Te+1) =49f"(z)
491" (Tx + 1) = 491" (x)

1
6

Donc f"(z) = f”(7z 4 1) pour tout z. On pose g(u) = f”(u — %). Alors

1 7 1
g(u) = f"(u—5) = f'(Tu— ¢+ 1) = f"(Tu— 2) = g(Tu).
Montrons que g est constante : pour tout w
U . u,
g(u) = g(=) = lim g(=7) = 9(0)

par continuité. Donc g est constante il existe alors a € R tel que f”(z) = a pour
tout z. Finalement les seules solutions sont f(z) = % (z + %)2.

Exercice 2.3. Soit (ay)nen une suite réelle telle que ag = 0 et
af’H_l = ai —8 pour tout n > 1.

Montrer que la série 07 |ant1 — an| converge.

Solution 2.3. Calculons les premiers termes : a = —8, donc a; = —2. a3 = —4
done as = —22/3. Comme on a ici des valeurs négatives posons b, = —a,, et on
a

bn-‘,—l - \3/ 8 - b%
La fonction f(t) = v/8 — 2 est décroissante sur [0, 00|, positive sur [0,2+/2] et
£([0,2v/2]) C [0,2]  [0,2v/2]. Donc b, € [0,2] pour tout n.
On a que f(t) —t est strictement décroissante, f(0) = 2 et f(2v/2) = —2v/2
donc il existe un unique t* tel que f(t*) = ¢*.

F1(0) = —21(8 — 1)
Ensuite
bny1 —bn = f(bn) = f(bn—1) = fl(c)(bn —bn—1)

pour un certain ¢ € [b,_1,by]. Il suffit alors de montrer (par une analyse de
fonction) qu’il existe 7 < 1 tel que pour tout ¢ € [0, 2],

LF @O <.

Alors
|bn - bn—1| g Cnn

dont la somme converge.

Exercice 2.4. Soit V I’ensemble des fonctions continues f : [0,1] — R différen-
tiables sur ]0, 1] avec la propriété f(0) = 0 et f(1) = 1. Trouver tous les & € R
tel que pour tout f € V il existe £ €]0, 1] tel que

f(&) +a=f'(5).
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Solution 2.4. On pose
F1(&) = (&) = h(¢)
et on résout I’équation différentielle
F(©e™* = f1(©e ¢ =h(&)e*

d _ -
dfg[f(ﬁ)e ] = h(€)e*

£
e_éz e_t
7€) /0h<t> dt
13
=t et
£©) /Oh<t> dt

Supposons que h(t) > « pour tout ¢ € [0, 1], alors

() > ae/o e tdt = ale — 1)

ce qui est absurde si o > ﬁ Méme raisonnement dans le cas h(t) < a pour
tout ¢ € [0, 1], alors

1
f1) < ae/o e tdt = ale —1)

ce qui est absurde si a < ﬁ Conclusion il existe ¢ € [0, 1] tel que h(t) = i

a. C’est le seul « avec cette propriété car

1

FO+—=1©

admet une solution dans V.

Exercice 2.5. Soit une fonction f € C?(R) tel que f(0) = 0 et f'(0) # 0. On
modifie la méthode de Newton de la maniére suivante. On définit la suite par

Up — Up—1

f(un) = f(un—1)

1. Montrer que si ug, uq sont suffisamment proches de 0 alors u,, — 0 pour
n — oo.

U # UL,  Upgl = Up —

2. Montrer que dans ce cas u, = o(u,_1) lorsque n — co

3. On considére le cas f(x) = z + z2. Montrer que

L logu
m — =
n—o0 log |ty —1]

avec y = % le nombre d’or.
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Solution 2.5. 1) Pour |ugl,|u1]| < €, on

f(ur) = f(uo)

Uy — Uo

= f'(¢) c €Jug,u]
— 1(0)+0(0)
et
fur) = ur f/(0) + O(€).
Donc
B u f'(0) + O(€?)
f(0) +O(e)
=u; — Uy + O(U1€ + 62)
— o)

U2 = U1

Donc up = O(e?). On fait la méme chose pour uz = O(€?). (Par le méme calcul
mais en étant plus précis sur O(...) on obtient |ug| < 4sup,ei_eq [f”(x)[€?).
Par un raisonnement similaire on une relation de récurrence entre (ugy,, t2n+1)
et (ugnt2,uants) de la forme

max{|ugn 12, [uzn13]} < nmax{|uznial, [u2ntsl}

avec 17 < 1 ce qui impique que u,, — 0.

2) Avec le méme calcul que précédement on a u, = O(u,_1€ + 62) et donc
Up, = 0(Up_1).

3) Dans le cas f(z) = x + 22, on remarque que

f@)—fly)=@-y)+@@-y(r+y) =@-y)(1+(=+y)

on a alors
1 2
Upt1 = Up — m(un +u)
= p — (U F )1 = Uy +Up g +u>_ )
= UpUp—1(1 + o(tp—1))
Finalement

log [tn+1] = log |un| + log [un—1] + o(1)
On reconnait la suite de Fibonacci.

Exercice 2.6. On considére la suite suivante
ani1 = 10"a2

pour quel a; > 0 a-t-on lim,, o a, =07



CHAPITRE 2. ANALYSE 35

Solution 2.6. On calcul les premiers termes a; = 10a?, a3 = 10%(10a?)? =
10%a} et observe que a,, est de la forme

2
an = 10°"af" et any1 = 10" (10°af")

et donc
Qpt1 = 2047“ 6n+1 =n+ 2611

avec ap = 1 et 1 = 0. Alors a,, = 2" ! et il nous reste & calculer §,. On
remarque que

donc en posant Bn =p,+n+1ona
ﬁn—i—l = QETH B\l =2

et donc En = 2", Finalement 3, = 2" —n — 1 et donc

n n— n—1
an, = 102" "1 = (10%a,)® 107"

1

L L
100

00 alors a,, = 0

On peut alors conclure si a; > alors a,, — oo mais si a1 <

lorsque n — oo.

Exercice 2.7. Trouver toutes les fonctions f € C?(R,R) telles que

f()* = f(V2t) pour tout t € R.

Solution 2.7. Ona f >0 et

Donc f(0) =0 ou f(0) = 1. On a aussi
FOF () = V2f (V)

Donc
F0)f'(0) = V2£'(0)
ainsi dans les deux cas f(0) =0 ou 1 on obtient f’(0) = 0.
Par direct itération

Donc pour tout u

Autour de 0, on a

2 2
! (2:/2) = £(0) + £(0) 2,?/2 + f“(o% +o (;‘n)
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Si f(0) =1 alors

Hom) = (1+0o+ o<1>>;f)2n

2\ 2"
7 " u"
*nlbnéo <1+ (f (O)+o(1))2n>
— exp(?)
Et si f(0) =0, alors
u \2" w2\ w2\ 2"
_ — " - — 1 " v _
o) = (wo+owy) = i (7@ +ong) ~o
Exercice 2.8. On rappel que u,, — ¢ «pour Césaro» signifie
li Ly (=0
i 2= =

Pour quelle fonctions f : R — R a-t-on : u,, — £ «pour Césaro» = f(u,) — f(¢£)
«pour Césaroy» ?

Solution 2.8. Les fonctions affines sont clairement solutions. En effet pour
flx)=azx+b

1< 1<
lim — = lim — b=al+b
Jm 5 2 flw) = lim > ou +b=at+

n—oo

Réciproquement soit @ < y € R et A € [0,1]. Choisissons une suite u,, qui ne
prend que deux valeurs : z et y et telle que

< = < =
lim #{k N, Uk x} — )\ et lim #{k N, Uk y} _

n—00 n n—00 n

1—A

Alors on a la convergence pour Césaro

1 1
lim — E ug = lim — (#{k < n, up = ate + #{k <n, ug = yly) = Az+(1-N)y = ¢

Jim 3" ) = N S (k< nu = 2b(@) + #{E <0, =y} () = M (@)+H1-NF0)
k=1

On en déduit que
fQa+ (1 =Ny) =Af(x) + (1= A)f(y)

La fonction est donc affine sur I'intervale [z, y] et donc sur R tout entier.
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Exercice 2.9. Soit X = {1,---,n} et on note P = {(p1,---,pn) € Ry :
>oi, pi = 1} Pensemble des lois de probabilité sur X. Montrer que

sup (Zpif(i) - Zpi logpz) = 10gzexp(f(i))-

peP i

Solution 2.9. Notons

n

=1

i=1

P est un compact donc le maximum est atteint en un point (p1,- -+ ,pn). Sup-
posons que p; €]0, 1] pour tout i.
Pour 1 < i # j < n nous introduisons la fonction

h(S):E(pl, yDi + 8, yDj — S, 7pn)
alors
W (0) = f(i) — f(j) — log p; + log p;.

Comme c’est un extremum alors #/(0) = 0. Donc

f(i) —logp; = f(j) —logp;

Ceci est vrai pour tous les 4, j donc il existe C' € R tel que

f(i) =logp; =C
pour tout i et donc
pi = exp(f(i) - O).

De plus Y7 pi =1donc e 3" ef) =1 donc C =log> i, ef .
Considérons le cas ot il existe ¢ tel que p; = 0. Soit j tel que p; # 0 alors

E(p17"' 7Pi+37"' 7pj_87"' 7pn)_E(p17 s Piy o 7pj7"' apn) = _SIOgS—'_Os—)O(S)

qui est strictement positif pour s suffisament petit.
Autre méthode : on pose p, = 1—p1 —pa—- - —ppr_1 et on étudie la fonction

E(p1, -+ ,pn-1) = E(p1,-+ ;pn—1,1 —=p1 —++ = Pn_1)-
On obtient alors les mémes équations a 'extremum.

Exercice 2.10. On considére la suite a,,, b,définit de la maniére suivante ag >
bo >0
an + by

2
1. Montrer qu’il existe ¢ > 0 tel que lim,, oo a,, = lim,, o0 by, = £.

Ap+1 = bn+1 - anbn
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2. Montrer que
1, IOg |an+1 — bn-i—1|
im

= 2.
n-+Too  log a — byl

Solution 2.10. 1) Par récurrence on montre que pour tout n € N,
by < bpt1 < Gpt1 < Gy

Donc les suites sont monotones et bornées donc convergentes. On note
{1 =limb, ¥y =Ilima,

et alors

41 = % et EQ = \/Elﬁg

donc 52 = fl = /.
2) (Méthode 1) On a

an — 2v/anb, + by,
2

L vy
- % ( 2\;;1)

log(ant1 — bpt1) = 2log(a, — by) — log(8cy,)

Ap+1 — bn+1 ==

avec ¢, € [an, by]. Donc finalement

et alors

log(an+1 — bnt1) _g_ log(8¢y,)
log(an, — by) log(an — by)

qui converge vers 2, car log ¢, — log? et log(a, — b,) — 0.
(Méthode 2) Notons x,, = a,, — £ et y, = b, — £. Alors

2 _an+bn_£_xn+yn
n+1 — 2 - 2

n+1 \/an n - \/ 4 + xn ( + yn \/g2 xn + yn)g + TnYn

On a alors

Yn4+1 = \/62 + (xn + yn)g + TnYn — L.

On sait que Z,, ¥, — 0 donc on peut faire un DL en notant n,, = max(|z,|, |yn|)

Ynt1 =1L (\/1 + (n + yn) 0+ 2pynl—2 — 1)

1 1
9 ((xn + Yn) + xnyneil) - Z(xn + yn)2£71 + 0(77121)
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Donc

1 _ 1 _
Tp4l — Ynt1 = _§xnyné L+ 1(1’71 =+ yn)zg L+ 0(777%)

1

_ . 2 2
*46(1% Yn)” +o0(ny)

Et on reconnait
log(zn41 — Yny1) = 2log(z, — yn) +O(1)

Exercice 2.11. Soit ¢ : R — R une fonction impaire, continue, tel que ¢(z) > 0
pour tout z > 0 et ¢(z) = 0 pour tout = > 1. Soit f une fonction C?.

1. Montrer qu’il existe a > 0 tel que pour tout x

lim )\Z/qu()\(t—x))f(t)dt:af’(x).

A—00

2. Proposer une construction similiare dont la convergence donne f”(z).
Solution 2.11. Puisque ¢ = 0 en dehors de [—1,1] on a
m—i—%
1= [ o0t - an it =2 [ o\ - o) (e
R :c—%

et en faisant le changement de variable u = A(t — x) on obtient l'intégrale

I= A/_1¢(u)f(x+ %)du

En faisant un développement limité de f on a alors

[ A/ll b(u) <f(:r)+ f(w)+0 <£>> du

=2t [ 11 oy + 1) [ 11 wiwdu+0 (5 [ lowlta)

Le premier terme donne 0 car ¢ est impaire, f_ll u¢(u)du donne a et & [ |p(u)|u?du —
0.
On cherche maintenant ¢ avec ¥ = 0 en dehors de [—1,1] et k € R tel que

lim )\k/Rw()\(t—x))f(t)dt:bf”(x).

A—00

Avec le méme calcul

1 1
J =N f () /71 Y(u)du + N2 f(x) [1 uth(u)du

+ %)\k—Sf//(‘T)/

-1

1

uw?Y(u)du + o <Ak—3 / |¢(u)|u3du>

1 suffit alors de choisir une fonction ¢ tel que [ =0, [u =0 et [u?P # 0.
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Exercice 2.12. Soit f une fonction continue sur R, telle que

gm—ﬂm+£ﬁwﬁ

converge pour  — co. Montrer que lim, o, f(z) = 0.

Solution 2.12. Notons y = fox f(®)dt et y' = f. On a léquation différentielle
suivante

v +y=g)
que 'on peut résoudre

ye' +y'e” = g(x)e”

(ye™)" = g(a)e”

xr
ye® = g(t)eldt + C
0
xr
y= efm/ g(t)eldt +C
0

Alors

Comme ¢g(t) — ¢, on a
lim [ g(t)e' “dt =14

T—00 0

En effet lim,_, o fom et rdt = (et

z z/2 z
/ () — Clet==dt — / lg(8) — £]et—dt + / lg(6) = £]et—dt
0 0 ©/2

x

z/2
</ wwm&+@aﬂﬁ+/ T
0

z/2
—0

Exercice 2.13. Le but de l'exercice est de montrer que e ¢ Q.

1. On suppose que e = 23 € Q. Montrez alors que pour tout n € N,

1
q/ x"edr € N*.
0

En deduire que e ¢ Q.

2. Demontrer que e ¢ Q.

Question bonus : montrer que la preuve échoue pour e>.
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Solution 2.13. 1) Soit u, = qfol z"e%dz. On a u, # 0 car g # 0 et fol z"edx
est strictement positif. On montre par récurrence que u,, € N. On a

1
uozq/ e’dr=qle—1)=p—qe€eZ.
0

De plus, par intégration par partie,
1
Upt1 = q/ " Metdr = qlz" ey — (n 4+ Du, =qe — (n+ u, € Z
0

par hypothése de récurrence.
Donc pour tout n, u, € N. On a 2"e” — 0 sur [0, 1] et donc, par convergence
dominée, u, — 0 quand n — 4o0. Il s’agit cependant d’une suite d’entiers non

nuls, on a donc une contradiction.

. s 2 T .
2) Si e* = 2, on consideére v,, = ¢ [ (x — 1)*"e"dx et on réalise le méme

raisonnement. On a v, # 0, vg € Z et pour n > 0,

2
vy = q[(l‘ _ 1)2n6x]8 _ 2nq/ (aj _ 1)2n—16x
0
= qe®—1) = 2nq([(z — 1)* e)2) + 2n(2n — 1)v,_1
= p—q—2n(p—q)+2n2n—1)v,—1 € Z

par récurrence. De méme par convergence dominée v,, — 0 ce qui conduit & une
contradiction.

Exercice 2.14. On considére I'équation
W (t) +u(t) = f(t)

avec u(0) = 1.
1. Soit 7 > 0. Montrez qu’il existe f, tel que la solution vérifie u(7) = 0.

2. Si on impose || f]|L~ < a avec a > 0, quelle est la valeur minimale de 7
telle qu'il existe une solution satisfaisant u(7) =07

3. Pour v/(t) +u?(t) = —a, a > 0 et u(0) = 1, montrer que pour tout 7 > 0
il existe a > 0 tel que u(r) =0

Solution 2.14. 1) On prend f = —a pour un a > 0 & determiner. On a alors
u(t) = (1+a)e”* —a et donc u(r) = 0 si - = e~ 7 c’est & dire In (He) = 7.

La fonction a — In (HT“) est bijective de |0, +oo[ dans lui méme, ce qui permet

donc de trouver a en fonction de 7.
2) Montrons que I'exemple au dessus est optimal. Pour cela on écrit pour un

f générique que
t
u(t) =e "t (1 —|—/ esf(s)ds> .
0
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On a donc
t
u(t) > et (1 - / esads) =e '(1—ale'—1))=—a+ (1+a)e"
0

ce qui était la valeur de u(t) dans 'exemple de la question 1) et qui est stricte-
ment positif sur [0,In (££2) [,

3) On considére toujours f(t) = —a. On a alors ), (t) < —a donc u,(t) <
1 — at donc u,(t) < 0 pour ¢ > é Pour n’importe quelle a > 0 on peut donc
définir 7, > 0 la premiére valeur ou u,(7,) = 0. Par décroissante de u,, on
a en fait unicité de 7 tel que u,(7) = 0. Le fait que a — 7, est continue est
une conséquence de la continuité d’une solution d’une equation différentielle par
rapport a ses coefficients, et le fait que u,(7) = 0 admet une unique solution.
On a7, < % donc on peut le rendre aussi petit que I'on veut en prenant a > 0
grand.

Si maintenant a — 0, appellons 77 > 0 le premier temps ou u(t) < 2v/a
et To > 0 le permier temps ot u(t) < +/a. Sur [T1,7%] on a donc '(t) =
—a—u?(t) = —2a donc —/a = u(Ty) —u(Ty) > —2a(To —Ty), et donc To — Ty >
ﬁ — oo quand a — 0, donc 7, > Ty — 400 quand a — 0.

Exercice 2.15. Soit ¢ € C. On définit la suite zo = 0 et 2,41 = 22 + ¢. On
définit
M = {c e C,(zn)nen est bornee}.

1/4 alors c € M.
3 alors c ¢ M.

. Montrer que si |

VoA

1 c|
2. Montrer que si ||
3. Calculer M NR.
4

. Montrer que pour une suite ¢ € M tel que limg_,o ¢ = ¢ alors ¢ € M.

Solution 2.15. 1) On montre que si |c| < 1 alors |z,| < 1 pour tout n par
récurrence.

2) On montre que si |c¢| > 3 alors la suite (z,,) va diverger. Remarquons que
|2na1| = |2n]|? —|c| et |21] = |c|. Donc si on écrit |2,| = pinlc|,|c| =3 onapu; =1
et fny1 = 3u2 — 1. Une telle suite p,, diverge (par exemple on peut prouver par
récurrence que [, > n pour tout n ).

3) On sait déja que [—1, 1] € M NR. Montrons que si ¢ > 1 alors ¢ ¢ M.
Onazy—2, =22 —2z,+c= (znf%)2+cf% > 0 donc la suite z, est
strictement croissante, si elle est bornée elle converge donc vers une limite A > 0
qui vérifie 'équation A = A2 + ¢, donc les solutions sont purement imaginaire si
c> %, on a donc une contradiction.

Montrons maintenant que si 0 > ¢ > —2 alors ¢ € M. On va montrer par
récurrence que |z,| < 2.0Onaz,;1 =22+c>c> —2et 2,01 <4+c<4-2<2
donc on a bien le résultat.

Si maintenant ¢ < —2, par un argument similaire a la question 2 on montre

que |z, | diverge.
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4) On remarque que pour tout n, z,; est une fonction continue de ¢ et
Zn—1,, donc par récurrence celle ci converge lorsque k — oo et sa limite est z,
la suite construite avec c. De plus si il existe n tel que z, > 10(1 + |c|) alors
limy, 00 2, = 00 (car la suite |z, x| grandit de facon quadratique maintenant),
Donc pour tout (n, k), zn 1 < 10(1+ |c|) et finalement z, < 10(1+ |¢|). La suite
est bornée donc c € M.

Exercice 2.16. On considére 'équation v'(z) = f(u(z)) avec f € C?*(R,R).
On suppose qu'’il existe z € R tel que f(z) = 0, f/(z) # 0. Donc u(z) = z est
solution de I’équation.

1. A quelle condition sur f a t-on la proprieté suivante : il existe g > 0 tel
que pour tout zg € [z—&g, z+&p), la solution de v/ (x) = f(u(x)),u(0) = 2o
est bien définie sur RT et lim, o u(z) = 27

2. On suppose qu’il existe zyp < z1 < 22 avec f(z9) = f(z1) = f(22) =0 et
f > 0sur |zg, z1] et f < 0 sur |z, z2[. Que dire de limg,_ 400 u(z) si u
vérifie v/ (z) = f(u(x)),u(0) € [20,22] ?

Solution 2.16. 1) La condition est f’(z) < 0. On écrit I’équation comme
u'(z) = (u(z) — 2)f'(2) + g(z) ot g(z) = O((u(x) — 2)?). Alors pour ¢ suf-
fisament petit, si u est monontone décroissante si zyp € [z, z + €o] et monotone
croissante si zg € [z — €, 2] et on verifie quelle converge bien vers z.

2) Si u(0) = zp ou u(0) = 2o alors la solution est constante, sinon on étudie
le signe de v’ en fonction des zones et on voit qu’on doit converger vers une
limite qui sera toujours z.

Exercice 2.17. Soit f € C'([0,1],R).
1. Montrer qu’il existe une suite de fonction affine par morceaux f, tel que
| fn = fllze=(0,1)) — 0 quand n — +oo0.
Pour une fonction affine par morceaux, on définit L™ (f) = {x € [0,1], f'(z) >
0} et L=(f) ={x €10,1], f'(z) < 0}.
2. Montrer que si f est croissante alors on peut choisir f, de la question 1
tel que L™ (fn) = 0.

3. Montrer que si f est croissante on peut choisir f, de la question 1 tel que

L7 ()l > [LF (fa)l-

Solution 2.17. 1) On considére la fonction f, affine par morceaux avec f,, (£) =

f(k) pour tout k& € [0...n]. En notant & = |[|f'||ze([0,1)), on vérifie que

n
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Il frllo=(0,1]) < & et on a pour x € [%, %}
| () — f(2)]
< 2kl — ~
2K
< =
— 0

quand n — +oo.
2) Le choix précédent fonctionne

3) On impose toujours f, (%) =f (%), mais maintenant on impose aussi

2
()
On a alors |L™(f,)] = 2 et [LT(fa)] = 3.
Exercice 2.18. Soit g € C?(RT,R) avec g(0) = ¢’(0) = 0 et g”(0) > 0. Pour
A > 0 on note A(N\) = {z > 0,g(z) = Az}
1. Montrer qu’il existe A\g > 0 tel que 0, \g] C {\ > 0, A()\) # 0}.
On note A, = max{\ > 0, A(\) # 0} avec eventuellement A\, = +oco.
2. Montrer que pour tout A < A, A(X\) # 0.
3. Pour 0 < A < A, on note X = inf{z > 0,z € A(\)}.
(a) Montrer que X # 0.
(b) La fonction A — X est t-elle forcément continue sur |0, A.[?

(¢) Montrer que si g” > 0 alors la fonction A — X, est bien continue.

Question bonus : Montrer que de fagon générale, A — X, est continue sauf en
un nombre dénombrable de points.

Solution 2.18. 1) Comme g(0) = ¢’(0) =0 et ¢”(0) > 0, Pour ¢ > 0 on a

1
0
92< )332

g(x) > (1—¢)

si > 0 est suffisament petit (disons z < x). Donc %O") > (1—¢) 9”2(0)9:0 donc

par continuité de g on a que A(A) est non vide pour tout A < (1 — e)#xo.
2) On note h(z) = % sur R* . Cette fonction est continue et on la prolonge

par continuité avec h(0) = 0. On a max,cg+ h(x) = A, et donc par le theoréme

des valeurs intermediaires pour tout 0 < A < A, il existe xx tel que h(xy) = A.
3)a) Comme g(z) < 12-¢”(0)2? si z > 0 est suffisament petit on a AX) =

9(X») < 1Eeg”(O)Xf donc X > % > 0 donc X, # 0.
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3)b) Non, il est possible de construire un contre exemple avec une fonction
qui n’est pas convexe.

3)c) On note fi(z) = g(x) — Az. On a f{(z) = ¢"(z) > 0 ce qui implique
que f(z) = 0 admet une unique solution non nul car f5(0) = 0 et f{(0) < 0.
On note X cette solution, c’est a dire g(X,) — AX = 0. Si on peut dériver par
rapport & A, on a hXx(¢'(Xa) — A) = X, et ¢'(X)) # A. En effet, sinon on a
Ji(X) = 0of fy est convexe et f5(0) =0, f1(0) < 0 ce qui donne X < 0 ce qui
est une contradiction. On a donc méme que A — X est C'! donc en particulier
continue.

Exercice 2.19. Soit p € N.

1. Calculer

+oo
inf / e *(1 + axP)?dz.
a€R Jj

Que dire de sa valeur quand p — +o0?

2. Que dire de ’expression suivante 7

+00 2
inf/ e~ (1 + azP)dx
a€R Jq

Quand l'infimum est-il atteint ?

Solution 2.19. 1) On a

+oo +o00
fla) = / e (1 + azP)*dx = / e (1 + 2az” + a®2°?)dx
0 0

+oo

0 e ?zkdr = k! on obtient

et comme
f(a) =14 2a(p!) + a*(2p)!
Le minimum est atteint lorsque

f'(a) =2(p! +a(2p)!) =0

!

donc a = —ﬁ et alors f(a) =1— 512)2)21 — 1 quand p — +oo.

2) Par le changement de variable y = a2x on a (si a # 0)

1 [T

+oo
g(a) = / 67“2"”(1 + axP)’dr = — e V(14 a'?PyP)dy = %f(alfzz’).
0 a” Jo a
Donc g(a) ~ 25 quand @ — 400 si p > & (car f(0) = 1) donc dans ce cas
Pinfimum est 0. Il n’est jamais atteint car pour tout a € R la fonction intégrée
est positive non identiquement nulle.
Si p = 0 alors l'inf est atteint en a = —1.

Exercice 2.20. Soit f une fonction C? bornée avec f(0) # 0.
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1. Calculer lim;_, oo MaXzecr |f(x)|e*$2t.

2. On suppose que f(0) = 0 mais f'(0) # 0. Trouver un équivalent quand

t — +00 de max;er |f(a:)|e*“2t.

3. Généraliser si f est C*+1 avec f*)(0) # 0 et fU)(0) =0 pour j < k.

Solution 2.20. 1) Pour = ¢ [—1,1] on a convergence uniforme vers 0. Pour
2 2

ze[—1,1onal|f(x)|—]f0)|le™" <||f'|Le(=1,1]|x]e " et par une analyse
de fonction standard on a qu’il existe K > 0 tel que

sup |J3‘€712t < £
z€[-1,1] St/

Finalement

FO) < max [f(@)le™™" <[f(0)|+ max ||f(z)|—|f(©O)[]e™""

ze[—1,1] z€e[—1,1]

K
< 1FO)+ T

Le résultat est donc | f(0)|.
2) et 3) On peut toujours se ramener dans un voisinage de 0 en utilisant la
borne

2 _e2
sup | f(@)le™™ " < [ fllpee™".
r[—ee]

On calcule le maximum de la fonction h(z) = zke=7"t On a

W(z) = (ka*~! — 2taht1)e"

- ENE?
= —_ = —_ - /2
ig% h(z)=h ( 2t> <2t> e .

On écrit alors que dans un voisinage de 0

et alors

F(@)le™™" = h()|f P (0)] + O*H1e=)

k (k+1)/2
= h(z)|f*®(0)]+ 0 ((%> E,(k+1)/2>

et on peut conclure

%t k k" k/2 1
max | f(x)e™ = | f®)(0)] (2t> e "2+ 0 <t(k+1)/2)

zeR

Exercice 2.21. Soit f € C*(R*,R") intégrable qui ne s’annule que en 1.
1. Montrer que
1+1
sup / fQx)dx
A>0J 1

est atteint.
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2. Est-ce toujours vrai si f(1) =1 mais f'(1) >07

Solution 2.21. 1) La quantité est bien définie, mais le supremum peut étre
atteint pour A — 0 ou A\ — +o00. On pose le changement de variable y = Ax et
on regarde donc la fonction

1+
=5 [ fean

On a g(A) — f(1) = 0 quand A — 0 et g(A) — 0 quand A — +oo car f est
intégrable. Or par exemple g(1) > 0, donc son maximum est atteint.

2) La réponse est Vrai. On peut exclure le cas A — oo de la méme maniére
que pour 1) et il reste alors le cas A — 0. On a

_ 1+ /
s =3 [ty BT oo

Donc g est croissante au voisinage de A = 0, qui n’est donc pas le maximum.

Exercice 2.22. Soit ¢ € C'(R,R) avec g(t) — 0 quand ¢t — +oo. Soit f la
solution de f'(t) — f(t) = g(¢) avec f(0) = a € R. Montrer qu'il existe une
unique valeur de a € R tel que f(t) — 0 quand t — +o0.

Solution 2.22. On a
¢
f(t) = ae' + et/ g(x)e *dx
0

et fg g(x)e~*dx converge vers une limite finie quand t — +oo. Il faut donc
+oo

o 9g(z)e™® sinon f diverge. On a alors

a=—

+oo
f) = et/t g(x)e *dx.

Comme g — 0 en 400 pour tout € > 0, en prenant ¢ assez grand on a = >t =
lg(z)| < € et donc |f(t)] < ee’ fjoo e~* < e. On a alors bien la convergence.

Exercice 2.23. Soit f € C°([0,1],[0,1]) bijective. On suppose qu’il existe un
entier k € N* tel que f*)(z) = fo f...o f(x) = z. Montrer que f® (z) = z.

Solution 2.23. On a deux cas possibles, soit f est croissante soit f est dé-
croissante. Si f est croissante alors on peut prouver qu’elle est égale & 'identité.
Pour cela on procéde par ’absurde et considére un point fixe = satisfaisant une
des deux propriétés suivantes : (i) il existe 6 > 0 tel que f(y) > y pour tout
y € (x,z+0] ou (i) f(y) < y pour tout y € (x, x+4d], ou bien la méme chose avec
0 négatif (N.B. il faut bien justifier que ¢a existe). Une fois qu’on a ce résultat,
on justifie par récurrence que pour tout k € N, il existe € > 0 (qui dépend de k)
tel que pour tout y € (z,z + ¢), f*)(2) > 2 ce qui contredit I’énoncé.
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Dans le cas ou f est décroissante, on a que f o f est croissante et f(%)(z) =
donc fo f(x) =z.

Exercice 2.24. Soit f : R? — R une fonction continue telle que pour toute par-
tie bornée K de R, f~1(K) C R? est borné. Montrer que f admet un maximum
ou un minimum.

Solution 2.24. On peut supposer sans perte de généralité que inf f < 0 <
sup f. Par ’absurde, on suppose qu'’il existe deux suites x,, € R? et y,, € R?
telles que ||zn]l, |ynll — o0, f(zn) — sup f et f(y,) — inf f (N.B. sinon la
fonction f admet un maximum ou un minimum en utilisant qu’une fonction
continue sur un fermé borné atteint ses bornes).
On utilise alors les observations suivantes pour obtenir une contradiction :
— Pour tout R > 0, il existe n € N tel que |z,| > R et |y,| = R. Dans ce
cas, il existe donc un chemin continu reliant x,, et y, qui reste hors de la
boule Bg.
— On peut choisir un entier R > 0 tel que f~1({0}) C Bgr
— On peut choisir n assez grand de sorte que (i) |z,| = R et |yn| = R et (ii)
f(zn) > 0et f(yn) <0, et donc la fonction f s’annule le long du chemin
reliant x,, et y, mais elle ne s’annule que dans Bp.

Exercice 2.25. On considére une suite (p;;)i j>0 € Rli satisfaisant les proprié-
tés suivantes :

n
Vi,j €N, i<j=pi;=0 et neN > py=1
3=0
On considére Papplication suivante définie de RY — RN par

n

(Sn)neN = (tn = anjsj)nEN-
7=0

1. Montrer que les énoncés suivants sont équivalents :

(i) Vk € N, ppr — 0 lorsque n — o0

(ii) s, — s = t, —> s (on considére une limite finie s € R).

n—oo n— o0

2. Soient (a,) et (b,) deux suites telles que Vn € N, b, >0, >, -\ bp = 00

et 3= — s. Montrer que

iy Gi

Z?:l bi
Solution 2.25. On montre (i4) = (). On considére une suite s,, stricte-
ment positive convergeant vers 0 (e.g., s, = 1/n). En utilisant la positivité des
coefficients p;;, on a : pour tout & € N et pour tout n > k,

— S.

n
tn = Pnjsj > prrsi > 0.
=0

L’hypothése (¢) implique que t,, tend vers 0, et donc p,xs tend vers 0 lorsque
n tend vers U'infini. On conclut en remarquant que sy est strictement positif.
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On montre (i) = (ii). On peut supposer sans perte de généralité que
s =0 et que sup, ¢ |sn| < 1 (en considérant la suite (s, — s)/sup, ey |$n — s|)-
Soit € > 0 et N, € N tels que pour tout n > N, |s,| < €. On considére alors un
entier M, choisi suffisamment grand de sorte que Vk € {1,..., N} et Vn > M.,
Pnk g G/NE.

On a donc, pour tout n > M.,

Ne n
[l <Y pujlssl+ Y pujls;]
=0 i=N.
€ n
4 ﬁe +e€ Z DPnj
=0 j=Nc
n
<ete DPnj
3=0

o

<

[

< 2e.

2) On traite les cas s = 0 et s # 0 séparemment. Pour le cas s = 0, on fixe
€ > 0 et un entier N, tel que Vn > N, |a,| < €b,. On a alors

n N, n
> lail = lail + 3 lail
=0 =0 i=N,

N, n

< Z |a;| + € Z b;
i=0 i=N.
N, n

< Z|ai| +62b1
1=0 1=0

Donc

Ne
Z?:o |a] < > iz lail
n ~ n
Zi:o bi Zi:o bi
Cette derniére somme peut étre rendue plus petite que 2¢ en choisissant n suf-

fisamment grand.

Dans le cas s # 0 on peut choisir s > 0 sans perte de généralité (en consi-
dérant la suite —a,). On fixe € > 0 et choisit N, € N de sorte que Vn > N,
an /by € [(1 —¢€)s,(1+¢€)s]. On a dans ce cas

+ €.

n

N, n
E a; = E a; + E a;
1=0 =N,

=0
N n
< ai—l-(l—&—e)sti
=0 i=N,
Ne n
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Et donc . N
Lo ¢ Sl
>imobi > i—o bi

Le premier terme de droite peut étre rendu plus petit que (1+2¢)s en choisissant

n assez grand. Le méme calcul dans l'autre direction donne la borne inférieure

N, N,
Z?:o Q; S Zi:o a; — Zi:() b;
n = n
E:i:obi E:i:obi

qui peut aussi étre rendu plus petit que (1 — 2¢)s pour n assez grand.

+ (1+¢)s.

+(1—e)s,

Exercice 2.26. Soit f : R — R une application 1-lipschitzienne. Soient a € R
et A € (0,1). Montrer ’existence d’une fonction lipschitzienne F' telle que pour
tout z € R, on ait F(z 4+ a) — AF(x) = f(z). Y-a-t-il unicité ?

Solution 2.26. Intuition de la solution : On a F(z) = f(x) + AF(z — a) =
f(x)+Af(x—a)+ ) 2F(z—2a). En itérant le procédé, on obtient (formellement)

F(z) = Z)\kf(a? — ka).
k=0

Solution : On remarque que la série Y~ A¥ f(z — ka) converge absolument
pour tout z € R (comme une fonction lipschitzienne croit au plus linéairement
vite). On pose donc

F(x):= Z N f(z — ka).
k=0

Il reste a vérifier que F satisfait les conditions de 1’énoncé. On a

F ()~ ()| = [ SN — k) — 1y — ka)| < 3 Mo —yl = T,
=0 k=0

La fonction F' est donc 1/(1 — A) lipschitzienne. Par ailleurs on a

F(z) = AF(z—a) =Y Mf(z—ka) =AY MNfz-(k+1)a)
k=0

k=0
=Y Nf(x—ka) =Y Nf(z - ka)
k=0 k=1
= f(z).

Concernant I'unicité, s’il existe deux fonctions F' et G qui sont lipschitziennes et
satisfont I’hypothése de 1’énoncé alors on peut poser H = F' — GG. Cette fonction
est lipschitzienne et satisfait

H(z)—AH(z—a)=0.
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En itérant on obtient, pour tout k € N,
H(z) = \*H(z — ka).

En preannt la limite ¥ — oo (et en utilisant qu’une fonction lipschitzienne croit
au plus linéairement vite), on obtient H = 0. Ceci guarantit I'unicité de la
fonction F.

Exercice 2.27. Soit f : [1,00) — (0,00) une fonction C! telle que fT/ — —00
lorsque x — oo.

1. Déterminer la nature de la série >, f(k).

2. Montrer que Z;;n f(k) ~ f(n) pour n — co.
Solution 2.27. 1) Soit N € N tel que pour tout z > N, f'(x)/f(x) < —1. On
a donc (In f)(x) < —1 et donc pour tout entier n > N, f(n +1) < e~ f(n).
En itérant on obtient f(n) < e~ (»~N)f(N). La suite (f(n))nen décroit donc
plus vite qu’une série géométrique de raison plus petite que 1. La série est donc
sommable.

2) On fixe un entier K € N grand et un entier Nk tel que pour tout x > N,

f'(z)/f(x) < =K. On a donc pour tout n > Nk, f(n+1) < e X f(n). On a
donc, pour tout n > Ng

F) < ST FR) < S0 e FE ) < fn) S e KE = _f)
k=n

1—e K
k=n k=0

On a donc obtenu : Pour tout K € N, il existe Ng € N tel que pour tout
n 2 Nk,

1< i Flh) < ——
ST /S Tew

Le reste de la suite est donc équivalent a f(n).

Exercice 2.28. Pour f € C*(R,R) et a € R, on pose f, : z — f(z +a). On
définit Pespace vectoriel Fy := Vect(f, : a € R).

1. Montrer que si dimFy < oo alors dimFy, < oo.
2. Caractériser les fonction f € C*°(R,R) telles que dimFy = 1.
3. Caractériser les fonction f € C°(R,R) telles que dimFy = 2.

Solution 2.28. 1) Soit f,,,..., fa, une base de 'espace Fy. On a donc pour
tout a € R il existe Aq,..., A\; tels que

fao=Mfas + oo+ XSy

En dérivant les deux cotés de lidentité, on obtient

fo=MTo, + -+ Ao,
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Ceci implique que la famille (f; ..., f;, ) est une famille génératrice finie de

I'espace Fys. Cet espace est donc de dimension finie.
2) Dans ce cas, pour tout € > 0, il existe A, tel que

fez)\ef:>f6€_f:)\e_1f. (2.1)

€

Soit z € R tel que f(z) # 0 (sl n’existe pas de tel z alors f = 0 et Fy est un
espace vectoriel de dimension nulle). On a alors

Je(x) = f(z)  Ac—1

ef(x) e
Le terme de gauche converge lorsque ¢ tend vers 0. On a donc
_ /
lim A~ 1 = ! (x)
e f)

Et donc en posant pu = ’}/((;)) et en réinjectant dans (2.1),

fr=uf.

On obtient une equation différentielle d’ordre 1 que 'on peut résoudre. On
obtient f(y) = CetV.

3) On suppose sans perte de généralité que f, fi forme une base de Fy et
que f(0) # 0. Soit € > 0, il existe donc A, et p. tels que

N T A e ) (22)

On considére z € R tel que les vecteurs (f(0), f(1)) et (f(x), f(z + 1))
forment une base de R? (si un tel z n’existe pas, on peut démontrer que la
famille (f, f1) est liée).

En utilisant I'identité (2.2), on a en particulier

(i) - (18 ) )

ou de maniére équivalente

(£22) (8 0. (F)

Comme la matrice 2 x 2 du terme de droite est inversible, on a

(50 ) (i) - ()
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Le terme de gauche converge lorsque € — 0, donc le terme de droite aussi. On
note (A, ) le vecteur limite. En réinjectant dans (2.2), on a donc

f/:)‘f+uf17

et donc f' € Fy. Le méme argument montre que f, € F; pour tout a € R et
donc Fyr C Fy. Donc dimFy: < 2, et on peut utiliser le méme argument pour
montrer que f” € Fpr C Fy. La famille (f”, f’, f) est donc une famille de trois
vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 2, elle est donc liée et il existe
A1, A2, A3 non tous nuls tels que

Mf" 4+ Xaf' + Xsf = 0.

Ce qui donne une équation différentielle de degré 2 a coefficients contants que
I’on peut résoudre.

Exercice 2.29. Soit f : [0,1] — R telle que f(0) > 0 et f(1) < 0 et il existe
g € C°([0,1],R) vérifiant f + g est croissante. Montrer que f s’annule.

Solution 2.29. On peut supposer que f(0) > 0 et f(1) < 0 (sinon le résultat
est démontré). Dans ce cas on pose zq := inf{y € [0,1], f(y) < 0}.

Supposons que f(z_) > 0. Dans ce cas, on a que z_ < 1. En utilisant que
f + g est croissante, on a que pour tout € > 0 (petit), on a f(z_ +€) > f(z_)+
g(x_) — g(z_ + €), et donc pour tout € suffisamment petit, on a f(z_ +¢) >0
(en utilisant f(x_) > 0 et la continuité de g), ce qui contredit la définition de
xT_.

Maintenant, supposons que f(xz_) < 0. Dans ce cas on a que z_ > 0. En
utilisant que f + g est croissante, on a que pour tout € > 0 (petit), on a f(x_ —
€) < f(xz_) +g(x_) — g(z_ — €), et donc pour tout e suffisamment petit, on a
f(z— —e€) <0 (en utilisant f(x_) < 0 et la continuité de g), ce qui contredit la
définition de z_.

Exercice 2.30. Soient S,T : [0,1] — [0,1] deux fonctions continues telles que
(i) SoT =ToS et (ii) T est croissante. Montrer que S et T ont un point fixe
commun.

Solution 2.30. On sait que que S admet un point fixe (en considérant la
fonction  — S(z) — z qui s’annule sur [0, 1]) que nous dénotons zy € [0,1].
On considére alors la suite (x,,)nen définie par x,41 = T(z,). On observe que
(i) la suite z,, est monotone (le signe de x,+1 — x, est le méme que celui de
Ty, — Tp—1 car T est croissante), elle converge donc vers un réel z € [0, 1] et (ii)
que pour tout n € N, S(z,) = x,, (ce résultat s’établit par récurrence, il est vrai
au rang 0 par définition, et s’il est vrai au rang n alors S(x,+1) = S(T(z,)) =
T(S(zn)) = T(xn) = Tpt1). En utilisant la continuité de la fonction S, on
obtient donc S(z) = z. Par ailleurs z,41 = T'(z,,), en utilisant la continuité de
T et la convergence de (z,,)nen, on obtient T'(z) = x.

Exercice 2.31.
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1. Montrer qu’il existe une constance K > 0 tel que pour toute fonction
feCY[-1,1,R) on a

1
FOP <K [ )+ 2
-1
2. Demontrer que cela est faux pour
1
FOP <K [ (@) + @)
0
3. Demontrer que cela est faux pour

1
FO)2 < K / (F(2) + 2 (x))ad.

On pourra considerer la fonction f(z) = In(—In(z)) pour a > 0.

Solution 2.31. 1) On considére x une fonction C? tel que x(z) = 1 si x €
[—3.,3] et x(z) =0siz ¢ [-2,3] avec [x'| < 4. On a alors

£(0) = (1x)(0) = / (/) (2)dz = / P+ 1X

et
1 1
’/ f'x </ |f']
0 0
ainsi que
1 1
/ X <4/ | f]-
0 0
On a donc

1£(0)* < (/01 '] +4/O1 |f|)2 < K/O1 F2(x) + f(x)da.

2) Si on considére f(z) = L avec 0 < a < 3, alors [ (f2(z) + f?(x))|z|2dz

o
est une quantité fini mais f(0) = 4+o0o0. Pour € > 0, on peut donc considerer

1

f(x):{ Lsiz>e

affinesix < ¢

et qui est C!, et quand € — 0 on a f.(0) — +0o mais fol(fg(a:) + f2(2))|x|*dx
reste bornée.

3) On a pour f(z) = In(—1In(z)) que f(z) — 400 quand =z — 0 et f'(x) =
ﬁ(lw)y donc fol f?(x)xdr = fol #Z(x) < +00. On peut donc conclure avec un
argument similaire a la question précédente.
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Exercice 2.32. On considére I'équation ' + f(1 — f) =0.

1. Trouvez toutes les solutions de cette equation
2. Que dire de I'ensemble M = {fol fx)dz, f'+ f(1 = f) =0 sur [0, 1}} ?

3. Soit & € M. Montrer qu’il existe une unique solution de f'+ f(1—f) =0
tel que fol f = a. On la denote f,. Montrer que d, f, est bien définie et
la calculer. Quelle équation vérifie t-elle 7 Que dire de fol Oafa?

Solution 2.32. 1) L’équation s’écrit

o r
F 1o

et done (In(f) —In(1 — f))’ = —1 c’est a dire

fy_
1n<1_f> =C—ux,

donc (%) () =Ce " ie. f(x)=(1— f(z))Ce™™ d'on

=1

Ce™®

J) =16

pour C > 0.
2) On calcule par le changement de variable y = e~

L Qe L Cdy 1+C
———dx = =In{—— ).
o 1+ Ce™® 1 1+yC 1+e 1C

On vérifie que C' — Hljific est strictement croissante sur R™ et que

T que

et on obtient 0 pour C' = 0. On a donc M = [0, 1].

3) L’unicité vient du fait que C — 1;*7_61'0 est strictement croissante. On

definit C,, tel que In (1 _&:,Cl% ) = o qui est donc une fonction C! de «a et donc

fo = 158% est donc bien C! par rapport a . On vérifie que fol Oafa=1c¢t

804]0& + aocfoc - 2aozfozfa =0.

Exercice 2.33. Soit t > 0 et ug € C°(R,R) qui décroit exponentiellement vite
en +o0o. On considére la fonction

_(z—y)?
ut(ac):/e T ug(y)dy.
R
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1. Montrer que cette fonction est bien définie.

2. On suppose que pour tout P € R,,[X] on a fR P(y)uo(y)dy = 0. Montrer
que limy_ 4o t%ut(t%m) = 0 pour tout x € R. On pourra commencer
avec le cas n = 0.

3. On suppose que ug est C° et que toutes ses dérivées décroissent ex-
ponentiellement vite en +oo. En déduire que pour tout n € N, on a

t u(nH)(t%m) — 0 quand t — +o00.

Solution 2.33. 1) Pour z € R,

2
o~ uo<y>\<f<<x>||uo||meit

donc l'integrale est bien définie.

2) En developpant on a wu;(z) = e Jr ewp(—(if’/yi + %))uo(y)dy. Sin=0

on a fR ug = 0, donc en faisant le DL en 1/ﬂ du terme exponentiel, le terme

constant disparait, et il reste au premier ordre fR 1 \/ Yo(y)dy. On sort le v/t et
le reste converge par domination vers une limite indépendente de ¢t. Maintenant,
dans le cas général, on voit que le DL en 1/v/f est en fait un DL en y/+v/t donc
tous les terms en tk% pour un k donné on un facteur en y*, et donc ce terme
vaudra 0 si k < n, ce qui permet de conclure.

3) On a u(x fR T uy(z — y)dy, que 'on dérive maintenant n + 1 fois,

puis on fait la tranbformatlon inverse. On remarque facilement que [, P (y)u(()n) (y)dy =
0 pour tout polynome P de degré n — 1, donc on conclue par la question précé-
dente.

Exercice 2.34. On note

(f * 9)(x /fzf

On suppose que |f(z)| < (lﬁﬁ, lg(x)] < (14-6;7;\)b pour des constantes Cq, Co, a, b >
0.

1. A quelle condition sur ces constantes a t-on que f * g est bien définie ?

2. Montrer que si a,b > 1, alors il existe C3 > 0 tel que

03

* 3

Question bonus : que se passe t-il si |f| < Cre™ ] et |g| < Che~tI7l?
Solution 2.34. 1) A z fixeé,

1 1
A+ [z —yhe(+yh>  |yl**?
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quand |y| — 4o00. Donc pour n’importe quelle C;,Cy > 0 avec a +b > 1
I'integrale est bien définie. Si a + b < 1 alors pour les fonctions f(z) = (lﬁi‘;‘)a
et g(x) = Oﬁiil)z’ f * g est mal définie car ‘y‘ﬁ n’est pas intégrable en +oo.

2) La fonction

1
ole) = / Tz ot o™

est bien définie et continue sur [—1,1] donc admet un maximum. Donc donc
pour tout 2| < 1ona

|f # gl(z) < C1Cy max ¢(x)

z€[—1,1]

il suffit alors de choisir Cy > 2min{a:b} maxge[—1,1] ¢().
Supposons maintenant |z| > 1. On décompose

|f * gl(x)
dy
s e </{zy|<§} I+ |z —yh(1+ yl)b>

dy
v </{z—y|>;} I+ |z —yh(1+ y|)b> '

Dans la deuxieme intégrale, on a ~————— < 5= et comme a > 1, ~—— €
graie, T+l

(Atle—yh* = Jaf*
L'(R) donc

/ dy < K
{je—yz 2t} (L ]z —yDe@+[y))> = fa]*

} . e, 1 K
Dans la premiere intégrale on a = < Tl et donc

/ dy < K
{je—yi<lzy L+ |z —yl)e (L +Jy)> = |
ce qui nous donne donc le résultat.

Exercice 2.35. On cherche a calculer la valeur maximale de
+oo n
S = ; o (a1 Can)t/m

parmi les suites (ay)ren+ de nombres positif tel que 2:51) a, = 1.
1. Calculez S dans le cas ou les (ax)gen+ forment une suite géometrique (i.e.
ak+1 = rag).
2. En déduire la valeure maximal de S parmi les suites géométriques.
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T, des réels strictement positif, montrer que

3. Soit x1 ...
(1. an)/m ¢ T T O
n
4. On note G,, = (ay ...ay,)"/™. Montrer que

1 %
n < g > Ak
k=1

5. En déduire que S < 2/3.

Solution 2.35. 1) Avec la fonction

" d 1 x
f) = Z T (1—x> (1 —x)2
neN*
o VA% VP 20-)
1—7r r 1—r r 2(1—r
s=F ) - (E)
N 2—-vr)
2) Avec t = \/r € [0,1] et ¢(t) = é:i; on calcule son maximum
11— 2t 21 —t2—t(2—1t)) 2(1-—2t)
¢'(t) =2 3~ 2 = 3 = 3
(2-1) (2-1) (2-1) (2-1)
qui est donc atteint en t = l Donc le maximum de S (pour les suites géomé-
triques) est atteint pour r = 4 et est égale a (2 ‘3% = %
2
3) Par la concavité du log on a
In <w1++xn> Zln x;) =1n ( ~xn)1/”)

4) On a pour la suite ), = 4*ay,

sk
(1 zn)/" =475 (a0t =271 G,

et avec la question précédente

5) On a

s 1 ~ 1 s 2
I R P S DIDI A DL

On peut échanger les sommes car tous les termes sont positifs.
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Exercice 2.36. Pour a € R, on considére la suite z,,41 = az,(1 — z,,) avec
zo € [0,1].

A quel condition sur a a t-on que x,, € [0,1] pour tout n € N?

Si 0 < a< 1, montrer que x,, — 0 quand n — +oo.

Que diresia=17

On note u, = x,, — ©—. Montrer que u““

=1-—ax,.

AN R A

En déduire que si a 6}1, 2[ alors x,, — T quand n — 400.

Solution 2.36. 1) z — ax(1 — x) atteint sont maximum sur [0,1] en 5 ou il
vaut §. On doit donc avoir 0 < a < 4.

2) On a x,41 < ax, donc z, < a"xg — 0 quand n — +oo.

3)Ona x,41 < x, pour tout n € N par récurrence. La suite (z,,)nen est donc
décroissante, elle converge donc vers une limite b € [0, 1] qui vérifie b = b(1 —b),

donc b = 0.

4) On a
un+1:a2{p —azxz—a—i—l —a:p —|—(a —1)$n+$n—a+1:7axn+1
Unp, axr, —a+1 axr, —a+1

5) Sia €]1,2[ alors 1—ax, € [—1,1] donc |uy,| est decroissante donc converge
vers une limite. Si cette limite n’est pas 0, alors u;‘“ — 1 et donc x,, — 0 mais

par la relation de reccurence sur z,, si z, < 1 — E alors z,4+1 > x, ce qui est
une contradiction avec x,, — 0. Donc u,, — 0 et x,, — aT_l

Exercice 2.37. Soit n: RT — R, C? avec n(0) = 1 et n(z) =0siz > 1.

1. Montrer que
+00 1

> i () = 1+ Oniee (;) ~

n=1

2. Calculer
+oo

NEIEOO nz::l(—l)”n (%) ’

3. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que

X n 1 1
Z”(ﬁ) = CON = 5+ Onoioe (N>

n=1

Solution 2.37. 1) Par Taylor Lagrange on a

S () =S (1o ) =15 3T

avec ,, € [0, %]. Comme la fonction 7’ est continue est bornée sur [0, 1] et donc
sur Ry et la serie est donc sommable.
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2) On a
S (3) z(N) ()
S (a3 o (1)
Nj@—glﬂﬂwmz—;mm

ol on reconnait une somme de Riemman.

Exercice 2.38. Trouver I’ensemble des fonctions h de classe C! de R? dans R
telle qu’il existe deux constantes a, b telles que pour tout z,y,

oh oh
h(z,y) = aa(ﬂc, y) + bafy(w, Y).

et qu’il existe une constante M tel que |h(z,y)| < M pour tout z,y.

Solution 2.38. Posons ¢(t) = h(xz + at,y + bt), alors 'énoncé se traduit en
g'(t) = g(t) pour tout t, donc g(t) = g(0)e’, donc la seule solution bornée sur R
est la solution nulle, donc A = 0.

Exercice 2.39. Trouver 'ensemble des fonctions f dérivables sur | — 1,1[ et a
valeurs dans R telles que pour tout x,y €] — 1, 1],

f(@) = fly) = f(@)*(x - y).
Solution 2.39. Déja la fonction nulle fonctionne. On a également

y—axt y—x y—x— y—x
et donc f'(z) = f(z)2. Si il existe x tel que f(z) # 0 alors il existe interval
I c]—1,1] tel que f(z) # 0 pour tout = € I et on a alors (1/f)'(z) = —1. Ce
qui signifie
1

fx) =
(x) = —
pour une certaine constante c¢. Ces fonctions sont strictement convexes si ¢ > 1,
ce qui est le mauvais sens dans 1’'inégalité, et strictement concave si ¢ < —1,

donc les solutions sont f = 0 et ou f(z) = -, ¢ < —1. On a bien

c—x’

oy Ty Y eV —
1) = $0) = o > iy = e )

Exercice 2.40. Soit f une fonction dérivable sur R, strictement positive,
décroissante, de limite 0 et intégrable.
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1. Montrez que

sm T =0 = im0 =0
2. Montrer que
@) @

Solution 2.40. 1) Soit € > 0, il existe z¢ tel que f'(z)/f(z) > —e pour tout
T > xg, C'est-a-dire
(In f)(z) > -

Remarque : par hypothése f > 0, donc In f est bien défini, et dérivable a valeurs
dans R_. On a alors

In f(x+4t) > log f(x) —
pour tout ¢ > 0 et > x¢ c’est a dire f(z +1t) > f(z)e " et on peut en déduire

/:O flu)du = /00o fz+b)dt > flz / et — j)

fa)
= T fwydu = ©

2) La preuve est la méme en commencant par

(Inf)'(z) < A

et donc

avec A > 0 suffisament grand.

Exercice 2.41. Soit ug =v9 =0, u; =1, v1 = —1 et (up)n>2 €t (vy,)n>2 définis
par
Up+] = %un + %vn + 2Up_1 — Up_1,
{vnﬂ = %un + %Un — Up—1 + 20p—1.
Calculer le terme général des suites u et v.

Solution 2.41. Cela s’écrit matriciellement sous la forme

SR R T

Les matrices A et B sont codiagonalisables de vecteurs propres <D et (_11>

Les vecteurs ag et a; sont proportionnels & , donc par récurrence immeé-

1
-1

. . 1
diate a,, aussi pour tout n € N, a,, = w, (1>, wy, € R

1 1 1 1
Gpt1 = WrA (_1> + w,_1B (_1> = wy, (_1> + 3wp—1 (_1>
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et on se raméne donc & une équation usuelle du second ordre la relation w,,+; =
Wy, + 3wy, _1. Les racines du polynome X2 — X —3 sont 4 = %(1j: V/13), et donc
le terme général est donné par wy, = ax’} +bz". Avec les conditions initiales on
awg=a+b=0donca=—betw =a(ry —z_)=1donca=1/V/13.

Exercice 2.42. Soit f(t) = 25:1 ay sin(27kt), ot pour tout k, ap est un réel,
et ax # 0. Soit N; le nombre de zéros de f\9) (la dérivée j-iéme de f) sur [0, 1],
multiplicité comprise. Montrer que la suite (N;);>0 est croissante de limite 2N.

Solution 2.42. Via le théoréme de Rolle : entre chaque zéro 0 < a; < -+ <
ar, < 1 de fU) se trouve un zéro de fU*1) (en bouclant I'intervalle [0,1) sur
lui-méme pour trouver un zéro entre aj et ag comme f est périodique). Ceci
marche méme si un des zéros est de multiplicité > 1, par exemple a, = @41,
vu qu’alors a, sera toujours un zéro de fU+Y mais de multiplicité 1 de moins.
Cela assure donc que (INV;); est une suite croissante.
Pour la limite, le terme dominant de f) quand j — 400 est celui issu de
ay sin(2rNt),
F9)

. Jm
- = sin(2Nt + — 1
an (2w N)i sin( + 2 )+ onoo(l)

Donc pour N suffisament grand par le TVI sur chaque intervalle ou sin(2Nt+ %)
change de signe il y a un zéro de f ce qui produit au moins 2N zéros. Par ailleurs,
) peut se voir comme un polynéme complexe en z = exp(i2nt) de degré 2N
divisé par 2z, donc admet au plus 2N racines dans C, donc sur le cercle, donc
a fortiori ) admet au plus 2N racines dans [0,1).

Exercice 2.43. On considére la suite de fonctions (f,),>1 de R dans R%,
dérivables sur R, définie par fo(x) = 1 pour tout € R, f,,(0) =1, et f/ (x) =
e/ fn(z) pour tout x € R. Calculer la limite de f,(z) quand n — +oo, pour
x> 0.

Solution 2.43. Par récurrence, on montre que pour z > 0, la suite (f,(2))n
est croissante, positive et majorée par la solution de h'(z) = e”+/h(z) dont la
solution est satisfait (v/A)'(z) = e*/2, et donc

h(z) = (1 +€"/2)2

La suite (f,(z)) converge donc vers une fonction g(z), et ce pour tout z;
cette convergence est également uniforme. En effet toutes les fonction f, sont
Lipschitz sur [0,z] de coefficient e” f(z), donc la limite g aussi. Cela assure
donc que f] convergence uniformément sur [0,z] et , on en déduit alors que

lim, o f}(x) = ¢'(z) = /g(z)e®. Finalement g = h.

Exercice 2.44. Soit f : Ry — R une solution maximale de I’équation différen-

tielle
1 1

- 4y -
flx) = flx) -1

de condition initiale f(0) ¢ {0,1}. Fournir un équivalent en 400 de f. (On

pourra admettre qu’elle est définie sur Ry .)
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Solution 2.44. Tout d’abord f(z) =  est une solution. Supposons f(0) €]0, 1[.
Par Cauchy-Lipschitz les solutions de I'équation différentielle ne peuvent pas se
croiser et donc 0 < f(z) < 3 pour tout x € R;. Donc f/(z) > 0. f est alors
monotone croissante donc convergente et = 5 est la seule limite possible (unique
zéro de la dérivée). On peut faire le méme ralsonnement dans le cas f(0) €]3,1]
et avoir que f converge aussi vers 1 dans ce cas la.

Si f(0) > 1, alors f(z) > f(0) > 1 sur R;. En effet sinon f aurait un
maximum local > f(0) vu que f'(0) > 0, en lequel f’ = 0, ce qui impliquerait que
f =1/2 en ce point, or ce maximum local est censé étre > f(0), contradiction.
On a donc pour tout =z,

ce qui implique (f2)'(z) > 4 et ((f —1)?)'(x) < 4 pour tout = > 0, et donc

x4+ £(0)2/4 < f(z) <142z + (£(0) — 1)2/4,

d’ou f(z) ~ 24/x en +o00. On peut faire un raisonnement similaire pour f(0) < 0.

k
Exercice 2.45. Fournir un équivalent de ;- 5 quand z — 400 (ou au
moins un encadrement a une puissance de x prés).

Solution 2.45. Minoration grossiére : en notant f(z) cette expression, pour
x> 0,ona f(x)? > e en développant le produit et en ne gardant que les
termes diagonaux, donc f(x) > exp(z?/2).

Majoration grossiére : Notons ap = 3—% et by une suite sommable, par 'in-

égalité de Cauchy-Schwarz,

2

2
Zak S Zafk Zb \Cqu)k

k>0 k>0 O 7>0 k>0
Prenons b, = (k ) si k > 2 et 1 sinon, cela implique
2 2 2 4
f@)y*<cl|l+x —&—];m =c|1+2? —|—ka>0 | e 4 exp(?),

et donc f(z) = O(z% exp(2?/2)).

Pour une majoration plus précise, via Stirling, le terme est maximal en k =
22 (on peut supposer 22 entier pour simplifier), et vérifie az2 ~ ce® /2/\/z (c
constante, (27r)~'/4). (A noter, minorer f(z) par le plus grand terme est moins
bon que la minoration grossiére!)

Ensuite, pour tout € € (0,1) et i > 0,

Gz2(1—g)—i < CLI2(1,E)(1 — E)i < azz(l— E)i/z
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et idem pour a,2(14 )44, donc si e petit (< 1/2), il existe ¢ > 2 tel que

1 d
< ————— +22” ) < — 422 ) <2+
f(x) < age (1_m+ ex) aﬂ(s + sx) (24 agex

en prenant ¢ = 1/x, donc f(z) = O(\/zexp(z?/2)).
BONUS : c’est le bon ordre de grandeur, en faisant un DL de a; pour k
proche de 32, on a dans la limite 1 <« k < 22

1 k—1 ] k2
logazz—k’ - logam2 = ijz::()bg <1 — 1‘2> ~ —@,

donc ap > az2/2 sur un intervalle de taille z, d’ou f(x) 2 zaz2/2, ce qui est

d’ordre \/x exp(x?/2).

Exercice 2.46. Soit A > 0. Quel est I’ensemble des valeurs que peut prendre la
somme Y~ 7 quand (z;);>0 est une suite de réels positifs (ou nuls) satisfaisant

Solution 2.46. C’est lintervalle (0, A%]. La somme est forcément inférieur a

A? car (Y, 2;)? = Y, x7 par positivité des z;. Ensuite, en prenant z; suite géo-
2

métrique de raison ¢ < 1 et de terme initial A(1—gq),ona ., z? = AQ% =

A? L , et la fraction en ¢ parcourt (0,1] quand ¢ parcourt [0,1). 0 n’est pas

attelgnable parce qu’au moins un terme de la suite est non nul.

Exercice 2.47. Soit f : [0,1] — R de classe C* telle que fo x)dz = 0. Montrer

que pour tout ¢ € [0, 1],
¢
‘/ f(z)dx
0

Solution 2.47. Notons F'(t fo x)dz, alors F(0) = F(1) = 0. Quitte
a changer f en —f, on peut supposer que ||F|. = max; F(t). Notons T le
point en lequel ce max est atteint, alors F'(T) = 0 = f(t), et par conséquence,
f(T —u) < qu’HOO pour tout w € [0, T].

SiT < 5, on en déduit

2
1= [ swae= [ 50 wians [ a1 < 17

s s 1
Si a l'inverse T > %, alors comme [ f(x)dz, on a

1
< <1 oo
17l

/f I < 2010

pour la méme raison.
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Exercice 2.48. Trouver l’ensemble des fonctions g : R — R de classe C! et
intégrables telles que pour toute fonction f de classe C' nulle en dehors d’un
compact (i.e. telle qu’il existe A > 0 telles que f = 0 en dehors du segment

[—A, A]), on ait [z f(x)g(x)dr = [ f'(x)g(x)dz.
Solution 2.48. Enoncé + IPP :

et = [ f@ge= (1t - [ )y @

donc comme f nulle en dehors d'un compact, [ f(z)(zg(x) + ¢'(z))dz = 0. (A
noter : aucune de ces intégrales ne pose probléme, vu qu’on intégre des fonctions
continues sur un compact, donc elles sont bornées, donc intégrables).

S’il existe x tel que zg(x) + ¢'(x) # 0, disons > 0 alors il existe e > 0 tel
que yg(y) + ¢'(y) > 0 sur [x — e,z + €], et on peut construire une fonction f de
classe C! qui est nulle en dehors de [z — ¢, x + €], positive et d’intégrale > 0 (par
exemple en prenant la bonne primitive de ¢ — —sin(n(t — x)/e)1|j;—z|<c), pour
laquelle on aura donc [ f(y)(yg(y) + ¢'(y))dy > 0. Contradiction.

Par conséquent, g doit satisfaire ¢'(x) + xg(x) = 0 pour tout x € R. Comme
(z = g(x)e” /) (z) = (¢'(z) + xg(x))e* /2, on en déduit que g(z)e” /2 est
constante, donc g(m) = ce“”z/ 2 pour une constante ¢ € R, et toutes ces fonctions
sont bien des solutions de ’énoncé.

Remarque : pour résoudre ’équation différentielle, on peut aussi dire que
¢a implique (log g)'(z) = —x ou (log(—g))’(x) = —z, mais ¢a demande de bien
vérifier que g est de signe constant et ne s’annule jamais.



Chapitre 3

Probabilité

Exercice 3.1. Soit n et k des entiers strictement positifs fixés et a un entier po-
sitif. On choisit un sous ensemble a k éléments X C {1,--- ,k+a} aléatoirement
selon une loi uniforme et un sous ensemble & n éléments Y C {1,--- ,k+n+a}
aléatoirement selon une loi uniforme également et tel que X et Y soient indé-
pendant. Montrer que la probabilité

P(min(Y") > max(X))
ne dépend pas de a.

Solution 3.1. On calcule le nombre total d’états

Pour X : (k;ra) Pour Y : <n+s+a)

Total (X, ) (k-}:a) (n+k+a)

n

On calcule maintenant le nombre d’états tel que min(Y’) > max(X). Pour cela
onnote Z=XUY C{l,--- ,k+n+a}. Comme min(Y) > max(X), X et Y
sont distincts donc |Z] =n + k. Soit Z' € {1,--- ,n+ k + a} un sous ensemble
a n + k éléments que nous notons 2 < -+ < 2, < 23,y < - < 24, On
remarque que zj, < k+a+n—n=k+ 1. On a donc une bijection

(lev ,Z;C)HX
(lec—&-la"' 721/45) <Y

entre les sous ensembles & n+ k éléments et les couples X, Y veérifiant min(Y") >

66



CHAPITRE 3. PROBABILITE 67

n+k+a

max(X). Il y en a donc ( "tk

) . Finalement

n+k+a
n+k

<k—]i€—a) (n—l-z—&-a)

_ (n+k+a)klaln!(k +a)!

 (n+k)al(k+a)l(n+k+a)
k!n!

(n+k)!

P(min(Y) > max(X)) =

Exercice 3.2.

1. Pour A > 0, soit X une variable aléatoire de loi de Poisson de parameétre
A. Montrer que pour tout € > 0, on a limy_oo P(|Xx — A| > eX) =0

2. Soient A, B, C' trois variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson
de paramétre . Donner la limite de

)\lim P(Le polynome AX? 4+ BX + C a des racines réelles)
— 00

3. Méme question pour AX3 4+ BX? + CX + D.

Solution 3.2. 1) On a pour une loi de Poisson E(X,) = A et Var(X)) = A,
Donc par Tchebyschev

Var(X,) 1
qui converge vers 0 lorsque A — 0.
2) On peut considérer le discriminant
A= B? - 4AC

Avec une probabilité qui converge vers 1 on a |A — A, |B — A|,|[C' — A| < eX et
donc
A1+ =421 - =X ((1+e)? —4(1-¢)?) <0

pour € suffisament petit. Donc n’a pas racine.
3) Pour la derniére question en utilisant Rolle si le polynome admet des
racines réelles son polynome dérivé également

P =3AX%2+2BX +C

Par le méme raisonnement que la question précédente : avec A = 4B% — 12AC,
on a que A < 0 dans le cas [A — A|,|B — Al,|C — Al < e\
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1

Exercice 3.3. (Théoréme central limite) On note 7 la fonction vy(x) = Nere= exp(—z2/2)

et on admet que

/oo y(z)dz = 1

— 00

Soit(X,,) une suite de variables aléatoires indépendantes vérifiant P(X; = 1) =
P(X; =—1) =1/2. On note M,, = ﬁ(Xl + -4 X,,). Le but de 'exercice est
de montrer que pour tout polynéme P € R[X], on a

lim E(P(M,)) = /OO P(x)y(z)dz.

n— 00 oo

On pourra commencer par les questions suivantes
1. Cas P = X* pour k impair.
2. Cas P = X2,
3. Donner une formule de récurrence pour fR 22k (2)dx
4

. Montrer que E(M2¥) = (k — 1)E(MF~2) + o(1) lorsque n — oo.

Solution 3.3. Il suffit de monter ’égalité pour les polynomes de la forme P =
X% k eN. Notons S, = X1 + - - + X,,.

Si k est impair, on peut remarquer que S* a la méme loi que (—S,)* =
—(Sn)*, Donc

Si k est pair
Sh=> XSkt
i=1

Comme tous les X; ont la méme loi on a alors
ESY = nEX,, SF~*

On écrit alors

k—1
St =X = X (0 i
0

n

Sim est impair, X,, X" =1 et si m est pair EX,, X" = 0.
— k—1
k—1 - k—1—
EX,SE = ) ( o ) ESE—{—m
m=1,m impair
Par hypothese de récurrence ES¥~17™ ~ n(k=1=m)/2 Donc

EX,S* 1 ~ (k- 1)ESF2
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Et finalement
EM* = n=F2ES* ~ n!=F/2(k —1)ESF2 = (k — 1)EMF 2.

Par intégration par partie on a également la relation de récurrence

/ T () = / T (@) da = (k— 1) / T (2)da

— 00 — 00 — 00

Exercice 3.4. (Domination stochastique) Soient X et Y des variables aléatoires
a valeurs dans N. On dit que Y majore stochastiquement X (on écrit X <Y )
si, pour tout réel ¢, on a P(X > ¢) <P(Y > ).

1. Montrer que X < Y si et seulement si, pour toute fonction croissante
h:N—= R,  onakEhX) <ERY))

2. Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes & valeurs dans N
vérifiant X <Y. Montrer que P(X <Y) > 3

3. Soient X et Y deux variables aléatoires de loi de Poisson, de paramétres
respectifs A et p. Montrer 'équivalence A < p < X SY.

Solution 3.4. On connait la formule

E(X) =Y P(X >k)

E>1

et on va montrer une version plus générale pour calculer E(h(X)).

E(h(X)) = i h(k)P(X = k) = i h(k) (P(X > k) — P(X >k + 1))
k=0 k=0
-y h(k)P(X > k) — i h(k — 1)P(X > k)
k=0 k=1
= h(0) + 3 (h(k) — h(k — 1))P(X > k)
k=1

Comme h est croissante on a h(k) — h(k — 1) > 0 et on obtient

E(h(X)) < h(0) + S (h(k) — h(k — )Y > K) = E(h(Y)
e

Ju

ol on a utilisé que P(X > k) < P(Y > k) pour tout k € N.
Pour la réciproque on pose

h(x){o siz <t

1 sinon

alors h est croissante et on a

P(X >t) = E(h(X)) <E(h(Y)) =P(Y > 1).
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Exercice 3.5. Le but de 'exercice est de donner une estimation de

k

n
f(n)zzﬁ pour n — 0o
k<n
1. Montrer que f(n) < exp(n) et que log(%) ~n
2. Montrer que pour tout £ < en

(Lot

3. Montrer que pour tout € > 0,

nk:
lim Zkgn(l—e) k!

n— 00 f(n) =0

4. Montrer que

f(n)e™ — %

5. Donner une interprétation probabiliste de ce résultat.

Solution 3.5. On a directement que

f(n) < Z €
k=0
et par la formule de Stirling
n" e”

2) On calcul

(o) (05 (57))

70
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3) La suite uy = %17 est croissante sur 1 < k£ < n donc
Kk
n
Z T <l =€) X Up(1—e)
k<n(1—e¢) ’

4) Avec les questions précédentes

e Y ey M s e (Eio()

n(l—e)<k<n ’ 0<t<en

et donc

1 e x2
~
V21 Jo 2
oll on a reconnu une somme de Riemann.

Exercice 3.6. On choisit un entier n € {1,--- , N} aléatoirement selon une loi
uniforme. Le but de cet exercice est d’estimer le nombre typique de diviseur
premier de n lorsque N — oo que 'on notera D(n).

1. Montrer que E(D(n)) ~ > | cmier ,pgN% pour N — oco. (On pourra

commencer par donner P(p divisent n).)
2. Soit p,q¢ < N deux nombres premiers, calculer P(q et p divisent n).
3. On admettra que )
que

1
p premier p<N ™ loglog N pour N — oco. Montrer

limIP’( D(n) 1‘%)0.
N— o0

loglog N B
Solution 3.6. On calcul

1 e 1 v 1 N
E(D(n»:N%D("):szlmﬁﬁzzlp'”:NZ M

n=1peP pEP n=1 pEP
Et donc ) ) Do N
eEF,ps
Z fg]E(D(n))ng+#{p p }
D P N
pEP,pKN pEP

Et on pourra admettre que la proportion de nombres premiers temps vers 0.
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2) On a directement

1|N
P(q et p divisent n) = N {J .
bq

En particulier

1 |N 1 | N N
Cov(lyn, 1gn) = N LNJJ N2 L)J LIJ
Donc

1 1 N N 1 1 1
< - _ - [X_ - e T
COV(1p|n71Q|n) X pg N2 (p 1) < q 1> Np + Ng N2

et
1 1
VarD(n) = Var Z Ly | = Z Z Cov(1yjn, Lgn) < Z Z <Np * NQ>
pEP pEP q€P pEP q€P
Et donc 24 Pop< N} )
peEFr,psS
VarD(n) < ~ Z —

peP p

Par Chebytchev
o(| D0 | VD) _2HpePp<N)

loglog N €2 (loglog N)? e2(loglog N)2N
Exercice 3.7. On choisit o une permutation sur {1, --- , N} aléatoirement selon
une loi uniforme. Le but de l'exercice est d’estimer la taille de la plus grande
sous suite croissante 7

1. On note P»(c) I'ensemble des paires (i,5) € {1,---, N}? telles que i < j
et o(i) < o(j). Calculer E(|P2(0)|)
2. On note Pk(a) = {(ih"' vik) € {la 7N}k,i1 < e < oet J(il) <
- < o(ir)} c’est a dire Pensemble des sous suites croissantes de lon-
gueurs k dans o. Calculer E(|Py(0)]).

3. En déduire que

A}im P(la plus grande sous suite croissante > (e 4+ ¢)VN) =0
— 00

Solution 3.7. 1) et 2) Soit (i1, -+ ,ix) tel que iy < --+ < iy alors

1
k!

Donc en introduisant les fonctions indicatrices 14(;,)<...<o(i,) POur chaque suite
d’indice croissante

1
E(|P(0)) =E( Y loGyco<oin) = 2, Elloyco<oin) = 2 o
Kl

(i1, yik) (i1, yik) (i1, ik

P(o(iy) < -+ < oliy)) =
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et donc ) ) N1
N !
E P = _— = P —
(1Pe(o)l) = Z, k! <k> KT (KN — k)
(i1, 4ik)
3) On a
N!
A NFE
(N —k)!
On évalue avec la formule de Stirling : log k! ~ klogk — k
Nk
logW ~ klog N —2(klogk — k)

= k(log N — 2logk + 2)

e2N

Dans le cas k > (e + €)v/N on a

o 1 N
N BN — k) T

et alors
lim E(|Px(c)]) = 0.
N—oo

Par I'inégalité de Markov
P(3 suite croissante de longueur k) < E(|Px(c)|) — 0.

Exercice 3.8. (Alternance de projection et de rotation aléatoire.) Soit 6 €
[0, 27]. On pose la suite suivante

1
Ug = <0) Un41 = An+1un

ou A, est une suite de matrices aléatoires indépendantes avec 4, = R =

cosf) —sinf . . , el .

<sin 0 cosd > la matrice de rotation d’angle 6 avec probabilité p et A, =
1 0 . — , s

P= 0 0 la matrice de projection sur ’axe x avec probabilité 1 — p. Le but

de l’exercice est de donner un comportement de u,, pour n.

1. Onnote t; < --- <t < --- les temps tel que A;, = P. Quel est la loi de
||, || 7 On supposera que = ¢ Q.

2. Estimer le nombre de {k : t; < N} lorsque N — oo.

3. Calculer D'espérance de log ||uy, || dans le cas 6§ = 2.

4. Pourriez vous proposer alors un équivalent & log ||uy|| lorsque N — oo ?
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Solution 3.8. 1) Par composition des matrices de rotations on a pour m € N
m _ [cosmf —sinmb m (1) _ [cosmb m (1) _ 1
R = (sinmf) cosmb ) B (O) o (sinm0> et PR <O> = cos(mé) (0)
Donc PR ug = cos(€0)ug. Si 2= ¢ Q les cos(m#) sont tous différents pour m € N

et on a alors
P(|jug, || = cos(mb)) =Pty =m+1)=PA4; =---=A,, =R, Apns1 = P)
— an(l _ p)
2) Par la loi faible des grands nombres on a directement que

kit <N
i p (|50

N (1p)’>6>—0

N—o00

donc |[{k :ty < N}~ (1—p)N.
3) Avec la preuve de la question 1) on a que

1 sity =1 mod 3
e, || = ¢ lcos 2| =1 sit; =2 mod3
|cos4F| =1 sit; =3 mod3
Donc
Elog [lus, || =) log [|ux|[P(tr = k)

- Z P(t; = k) + log% Z Pt = k)

k=1 mod 3 k=0,2 mod 3
1
= ) Pt = k) +log (1— > Pl :k)>
k=1 mod 3 k=1 mod 3
Et finalement
= 1—p 1
Y Ph-k=(-pY - :
k=1 mod 3 n=0 1_p 1+p+p
Donc
1—(p+p*)log?2
Elog [us, || =

L+p+p?
4) Soit M tel que tpy < N < tpr41 on a alors

M-—1
tog [u | = log 1L 3 10 M1tass |
=T

M—-1

=0(1) + Z log | cos(O(tx+1 — tx — 1))|
k=0
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On remarque que (log|cos(6(tk+1 — tx — 1))|)ken sont des variables aléatoires
indépendantes et iid et de méme loi que log ||uy, ||. Encore avec la loi des grands
nombre on peut affirmer que

Z 1 || tk+1H ~ M % E(log Hut1 ”)

[ |

Finalement en combinant les expressions précédentes on peut On peut alors
proposer comme estimation

1 —(p+p?°)log2
L+p+p?

log lun | ~ (1 =p)N x

Exercice 3.9. Soit (Xi)ren des variables de Poisson independantes de para-
meétre 1 et
z) = Z X 2"
k

pour z €] — 1, 1[. Montrer que
lim P(|(1—2)f(z) = 1] >¢€) =0.

z—1-
Discuter d’une généralisation si X}, ne sont pas des variables de Poisson.
Solution 3.9. On a

E (z):sz]EXk:szz

k>0 k>0

pour tout z > 0. Calculons la variance
2k 2%k _
Var(f( Z z“"Var(Xy,) Z z m
k>0 k>0
Par Tchébytchev :

1
1—=2

o

P(’f(Z)

s o) < Yalf)

Donc
1 —2)*Var(f(z)) _ (1-2)

= —0
€2 e(1+ z)

B(I(L—2)f(z) 1> < ¢

lorsque z — 17

Exercice 3.10. Soit A un sous ensemble de N avec {0,1} € A et tel que

1
lim —jie[l...n],ic A|=0.

n—+oco n

Montrer que pour tout k > 1, il existe j € N tel que |[j...j+ k][ 4] = 2.
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Solution 3.10. La fonction qui & j associe [j...j + k][ A a des variations
au maximum de 1 quand j varie de 1, et elle vaut au moins 2 en j = 0, et il
existe jo suffisament grand tel que [j...j + k] () A soit vide sinon la condition
de I'énoncé n’est pas vérifiée, donc il existe un j ou elle vaut exactement 2.

Exercice 3.11. Une variable aléatoire X discréte est dite infiniment divisible
si elle satisfait les deux conditions suivantes :

(i) E[X?] < oo;

(ii) Pour tout n € N, il existe n variables aléatoires iid. Xp1,...,Xnn
satisfaisant E [ X2 ;] < oo telles que
Xni+.. .+ Xpn=X. (3.1)

1. Donner un exemple de variables aléatoires infiniment divisibles
2. Montrer que si X est une variable aléatoire discréte infiniment divisible
et bornée, alors sa variance est égale a 0.

Solution 3.11. 1- La loi de Poisson
2- Soit X une variable aléatoire infiniment divisible et bornée. On peut

supposer sans perte de généralité que E[X] = 0 et |X| < 1. Dénotons par
0? = var [X] On remarque tout d’abord que, pour tout n € N,
1 1
E[X,1]=-E[X]=0 et var[X, 1] = —0*. (3.2)
n n

Cette observation implique en particulier que

o o
P|Xn1 2> — bien P (X, < ——F
[ 1 Qﬁ] >0 ou bien { 1 3n

Le résultat (3.3) se justifie de la fagon suivante : si les deux probabilités étaient

} > 0. (3.3)

égales 4 0, alors on aurait P [|Xn71| < ﬁ} =1, et donc

o o?

2\/n ) o dn’
(La premiére égalité parce que la variable a une espérance nulle, la deuxiéme
par ’hypothése qu’elle est plus petite que o/(24/n) avec probabilité 1). Ceci est
une contradiction avec (3.2) (sauf si o = 0, mais dans ce cas elle est constante).
On suppose sans perte de généralité que la premiére inégalité est vérifiée.

On a donc
2 o P& o
0< P Xn;i2—F—|=P Xni 2 o
[T2 50> 5% =2 [ {02 3%

Li=1
<P zn:X s O
X £ n,g = 2\/ﬁ

P_X>\/Fw}

var [Xn,l] =FE [|Xn,1|2] g <

2




CHAPITRE 3. PROBABILITE 7

On considére n suffisamment grand de sorte que ov/n/2 > 1 ce qui implique
que le terme le plus & droite de 'inégalité précédente est égal a 0, ce qui est une
contradiction.

Exercice 3.12. Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires i.i.d. bornées
d’espérance nulle. On pose S, = Y ;_; Xj. L'objectif est de montrer que pour

tout ¢ > 0 et tout n > 1,
E[S?
]P’(max |S:] >c> < [54]
1<i<n c

(3.4)

1) On pose
Ay :z{ max |Sg| < ¢ < max |Sk|}
1<i<k—1 1<i<k

Montrer que 14, est indépendant de S,, — Sk.
2) En posant S,, = S,, — Si + Sk, montrer que

E [SrQL]'Ak] 2 CQP (Ak)
3) Conclure.

Solution 3.12. 1) L’événement Ay ne dépend que des valeurs de Sy, ..., Sy et
donc ne dépend que des variables aléatoires X1, ..., X;. Plus formellement, il
existe une fonction g : R¥ — {0, 1} telle que

g(Xl,...,Xk) =1y4,.

Par ailleurs, la variable aléatoire S,, —Si ne dépend que des variables Xy 1,..., Xy,
i.e., il existe une fonction f: R*™* — R telle que

f(Xkx1,. .., Xn) = Sp — Sk.

Le lemme des coalitions permet de conclure.
2) Le méme argument que la question 1 montre que Si14, est indépendante
de S,, — Si. On a alors

E[S214,] =E[(Sn — Sk)*1a,] + 2E[(Sn — Sk)Skla,] +E [Sila,]
= E [Silx‘lk}

Le deuxiéme terme de la somme est égal a 0 par la propriété d’indépendance.
En utilsant la définition de Ay, on a donc

E [SfllAk:I 2 62E [1Ak] .

On peut alors sommer sur les entiers k£ en utilisant que les événements Ay sont
disjoints (donc ), 14, < 1) et que leur union est I’événement apparaissant
dans le terme de gauche de (3.4). On obtient alors

E[S2] > °P {max |S;| > c} .
1<i<n
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Exercice 3.13. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires i.i.d. prenant des
valeurs entiéres (strictement positives) et dont la loi est donnée par la formule :
pour tout n € N*,

1
P(Xy >n)=— avec «a€0,1].
na

1) Montrer que ces variables ont une espérance infinie.
2) Montrer qu’il existe deux constantes strictement positives ¢ > 0 et C' < 0o
telles que
vte[0,1], 1-Ct* <E[e "] <1—ct®

3) Montrer qu’il existe une constant C’ < oo telle que, pour tout K > 1 et
tout N > 1,

Cl
S Ka

1 N
P l]\[l/aZXk 2z K
k=1

N
Indication : i) On pourra borner inférieurement E {exp (—%)}

ii) On utilisera I'inégalité (1 — e " )P[X > K] <E[1 —exp (—5)].
4) Montrer qu’il exists une constante ¢’ > 0 telle que, pour tout ¢ € (0, 1) et
tout N € N,

N
1 ' o
—c'/e
]P’l 1/a]§_1Xk§51<e .

Indication : Montrer que la méme inégalité est vraie en remplacant la somme
N
> k1 Xk par max;eq1,.. Ny Xi
Question bonus : Que deviennent ces calculs dans le cas ot v =17

Solution 3.13. 1) On utilise la formule

E[Xl]:ZP[X>n]:Znia:oo.
n=0

n=0
2) Une des bornes est facile : On remarque que
1-E[e™™] =E [l -]
>E[(1-e ") 1x5m)
> (1—e ™P[X; =n]
(1—e™)

na

On choisit alors un entier n € [1, 2] pour obtenir

1
e

et donc .
E[e_txl] <1 (1—e )ta
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(1—e )

On obtient le résutat de ’énoncé avec ¢ =

2Q
Pour 'autre inégalité, on écrit
E[1- e_txl} _ i(l —eTMP(X = n) = i e=tm) I
n=1 n=1 0‘ (n + 1)(1

On peut estimer ce terme grace & une comparaison série-intégrale, une facon de
faire parmi d’autres

7tX = 7tn 1_ 1
=)= 30 (- )
o 7n n41 a
Zlet/n Socﬁds

o n+1 1_€—ts
<QZ/ s
n

n=1
1 —ets
=a ———ds.
[ ga+l
La fonction s + (1 — e7%%) /52" est positive et intégrable sur RT. On a donc

0 _ ,—ts
E [1 _ eftxljl g QA :aieﬂds

Un changement de variable linéaire donne
©1—e®

—tX

. ” ” ” o0 1—e” %
on obtient le résultat de I’énoncé avec C' = « [, 1S<f+1 ds.

3) On fixe un entier K > 1 et considére
- 1
B lexp (‘W;X’“ﬂ HE o ()|

1 N
=E [exp <KN1/‘1 X1>]
N
> |1- ¢

Ch
>1- —
Ka

On en déduit

N
1
(1—e P [Nl/f’ Y X =K
k=1
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Ce qui implique le résultat avec C' = C1/(1 —e™1).

4) Comme les X; sont tous plus grand que 1, l'inégalité est trivialement
vraie si N < eNY« (la probabilité est égale a 0). On peut donc supposer que
N est suffisament grand pour que N < e N/, et donc en particulier e N/ > 2
(N =1 ne marche jamais)

Dans ce cas on a
N

{Xk < eNl/“}]

N
—Pp [Xl < eNl/a}

N
-(-2%)
e*N

—c' /™
<e /€%

1
_ < =
F N1/« k:rﬁl,%}.{,NXk = 6} P [

i=1

On conclut en utilisant que maxg=1,.. N X < Efcvzl X (les v.a. sont positives).

Exercice 3.14. Soit A > 0 et X,, = Z?:l Xin o X1p,...,X,n sont des va-
riables de Bernoulli i.i.d. de paramétre \/n. Montrer que pour tout ¢t € R, la
suite n — E [etxn] converge et identifier sa limite. La fonction génératrice de
quelle loi reconnait-on ?

Solution 3.14. La fonction génératrice de la loi de Bernoulli de parameétre \/n

vaut A A Aet — 1
E[etxl"]—<1—)+et—1+(6_)
n n n
Et donc
& et —1) Aef —1)\"
E[eX] =T (1+ 25— = (14 222
[otXe] 1_11<+ E ) <+ .
et donc

n— 00 n— o0 n

lim E [etX"] = lim <1 + /\(et_l)>n =exp (A(e' — 1)) .

On reconnait la fonction génératrice de la loi de Poisson.

Exercice 3.15. On tire successivement des boules, sans remise, uniformément
au hasard, dans une urne qui contient n boules multicolores donc exactement
deux sont rouges. On s’arréte quand on tire la seconde boule rouge, et on note
T le nombre de tirages effectués. Calculer E[T7].

Solution 3.15. Faire un tirage est équivalent & ordonner les boules selon une
ligne selon une permutation aléatoire uniforme et de regarder le numéro de la
derniére boule rouge. Alternativement, cela revient a tirer au hasard un sous-
ensemble de taille 2 de {1,...,n}. Pour tout k entre 2 et n, il y a (k — 1)
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tels sous-ensembles dont le max est exactement k, et au total il y a (g) tels
ensembles, donc

n—1

1< 1 2n — 3 2n
BT =< kik—1)=— =Y (K +k) = +1=""
(%) kZ:Q n(n—l)/QI; 3 3
Exercice 3.16. Soit o une permutation aléatoire uniforme de {1,...,n}. On

dit que k est un maximum local de o si o(k — 1) < o(k) > o(k+ 1) (sauf en
k =1 ou n, on ou compare avec son seul voisin au lieu des deux).

Quelle est 'espérance du nombre de maxima locaux de o ? (Autrement dit
nombre moyen de maxima locaux, quand on moyenne sur toutes les permuta-
tions possibles)

Solution 3.16. La probabilité que 1 soit un maximum local est 1/2 (en échan-
geant o(1) et 0(2), il y a toujours autant que permutations possibles commen-
gant par ces deux valeurs). De méme pour n. En tous les autres points, la proba
est 1/3 (pareil, en échangeant o(k —1), o(k) et o(k+ 1), on a autant de permu-
tations pour chacun des échanges, et 1/3 correspondent a la situation ou k est
un maximum local).

Ainsi, le nombre moyen est

n
E(#{maximum IOCal}) =E (Z 1{;75 est un maximum local}>

z=1
n

= Z P(x est un maximum local)
r=1
n—1
1 1 1
=3 (Z 3> 3
k=2
n+1
T

Exercice 3.17. Soit N € N*. On ajoute une par une, dans une urne initialement
vide, des boules ayant chacune une chance 1/N d’étre rouge. On arréte d’ajouter
des boules dés qu’on a mis une boule rouge. Puis, on retire au hasard les boules,
une par une, de I'urne, en s’arrétant dés qu’on a tiré la boule rouge.

Combien reste-t-il de boules dans 'urne & la fin de 'expérience, en espé-
rance ?

Solution 3.17. Loi du nombre de boules dans I'urne : géométrique de paramétre
1/N, donc d’espérance N.

Sachant qu’il y a T boules dans 'urne, 'indice du tirage de la boule rouge
est uniforme sur {1,...,7T}, donc d’espérance (T'+ 1)/2.

Par conséquent, il reste en moyenne E[T — (T + 1)/2] = E[(T — 1)/2] =
(N —1)/2 boules a la fin.



