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Ce fichier regroupe un certain nombre d’exercices de mathématiques qui ont été donnés a
I’épreuve oral des ENS, concours PC en 2025. Des éléments de réponses sont proposés mais qui ne
constituent en rien une correction officielle.
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Chapitre 1

Algebre

Exercice 1.1. Soient A(t) et B(t) des matrices symétriques définies positives dont les coefficients
sont C1.

1. Montrer que si 4 A(t) = B(t)A(t) alors

%det A(t) = det(A(£)) Te(B(1)).

2. Montrer que si £A(t) = B(t)A(t) + A(t)B(t), alors

2min{\ € Sp(B)} Tr(A(t)) < %Tr(A(t)) < 2max{\ € Sp(B)} Tr(A(t)).

Solution 1.1. On écrit

o det A(t +¢) — det A(t)

4 det A(t) = 1i

dt e—0 c
iy Qet(A) + eBHA() + O(e?)) — det A(1)
e—0 c
iy det (1 +2B(0) + O(2A(#) 1) A®)) — det A(t)
e—0 c
= lim det(I + 5B(t)€+ 0(e2)) — 1 det AG)

La matrice B(t) est triangularisable dans C, B(t) = UTU ! et

det(I + eB(t)) = det(I + £T) = ﬁ(l teTy)=1+¢ zn: Tji + O(2) = 1 + eTe(B(t) + O(2).

i=1 i=1

Par multilinéarité du déterminant, le O(¢?) ne contribue que pour des termes O(e?) et donc

li U HEBO+OE) =1 B1)) + 0() = Te(B())

e—0 £ e—0

(Méthode 2) Avec le polynome caractéristique x de B(t), on a
1 1
det(I +eB(t)) = det <5 <€I + B(t))) =e"x <_5> =14 eTr(B(t) + O(e%).

2



CHAPITRE 1. ALGEBRE 3
Pour 2) on se place dans la base ou B(t) est diagonale alors

% Tr(A(t)) = 2 Te(B(t)A(t)) = 2 Z Ni(B)A(t)i;

et on peut conclure car A(t); = 0 et min A\;(B) < \i(B) < max \;(B).

Exercice 1.2. Soient N,M € M, (R) avec rg(M) = k et rg(N) = £. Quelles sont les valeurs
possibles pour rg(NM) 7

Solution 1.2. On considere les endomorphismes associés n et m et on note

n:Im(M) — R"

alors rg(NM) = rg(n o m) = 1g(f). En effet
Im(nom) = {(nom)(z) : 2 € R"} = {n(y),y € Im(m)} = Im(#).
On a Im(n) C Im(n) donc rg(i) < rg(n). Par le théoreme du rang,
rg() = dim(Im(m)) — dim(Ker(#)) = rg(m) - dim(Ker(n) 1 Im(m))
et donc
k+€—n = rg(m) — dim(Ker(n)) < rg(A) < min{rg(m), rg(n)} = min{k, .

Finalement rg(n) € [k+/¢—n, min{k, £}] et toutes ces valeurs peuvent étre atteintes en considérant
les matrices bloc diagonales suivantes

I, 0 O 0 0 O
M=]|0 I, 0|, N=]0 I, 0|, aveca+b=ketb+c=/¢
0 0 O 0 0 I.

Exercice 1.3. Soient M, N € M3(C) deux matrices non nulles telles que
M?=N?=0 et MN+NM=1I.

Montrer qu’il existe une matrice inversible A tel que

1
M=A 0 A7l et N=A 00 AL
0 0 1 0

Solution 1.3. Puisque N2 = 0, Ker(NN) # {0} donc il existe un vecteur e # 0 tel que Ne = 0. On
a alors
e=MNe+ NMe = NMe.

Posons f = Me, alors f # 0 et Nf = e. Dans cette base,

{Ne:O {Me:f
et
Nf=e Mf=M?e=0

On peut alors choisir A la matrice de changement de base associée pour conclure ’exercice.



CHAPITRE 1. ALGEBRE 4
Exercice 1.4. Soient A, B,C € M3(R) symétriques. On note [X,Y] = XY —Y X le commutateur.

1. Montrer que
[[A, B]%,C] = 0.

2. Méme question si on ne suppose pas que les matrices sont symétriques.
Solution 1.4. 1) Si A et B sont symétriques alors
[A,B)' = (AB)! — (BA)! = B'A' — A'B' = BA— AB = —[A, B].

La matrice [A, B] est donc antisymétrique et est donc de la forme (
—a

g), a € R. On calcule

et on a alors

[[A, B]%,C] = a2[I»,C] = a®(C — C) = 0.

2) On remarque que
Tr([A, B]) = Tr(AB) — Tr(BA) = 0.

Par Cayley-Hamilton on a que
X2 —det(X)I

est un polynéme annulateur de [A, B]. Avec a? = det([A4, B]), (a € C) on a comme précédement
[A, B]? = a%I5 et également [[A, B]?,C] = 0.

Exercice 1.5. Montrer que pour tous M, N € Ms(R)
MN + NM — Tr(M)N — Tr(N)M + (Te(N) Te(M) — Te(NM))I, = 0.
(Indication : on pourra commencer par le cas M = N).

Solution 1.5. Dans le cas M = N il faut montrer que

M? — Te(M)M + %(Tr(M)Q — Tr(M?))I5 = 0.

Tr(M)? — Tr(M?) = M} + M3, + 2My1 Moy — (M + MioMay + M3, + Moy M)
=2 (M1 Moy — M2 M)
= 2det(M)

et on reconnait alors le théoreme de Cayley-Hamilton M? — Tr(M)M + det(M)Iy =0
Pour le cas M # N, on peut réutiliser trois fois la formule précédente avec

(M + N)? —Tr(M + N)(M + N) + %(Tr(M + N)? = Tr(M + N)*) I, =0
M? — Tr(M)M + %(Tr(M)z — Tr(M?)I, =0
M? — Te(M)M + %(T&"(M)Q — Tr(M?))I; =0

On développe alors la premiere expression pour retrouver alors la formule de I’énoncé.



CHAPITRE 1. ALGEBRE 5

Exercice 1.6. Soit A € M,,(R) une matrice inversible. Montrer qu’il existe un polynéme P €
R, [X] tel que
P(A)=A"L

Solution 1.6. Avec le théoréeme de Cayley-Hamilton, il existe un polynéme R tel que
RA)=A"+---+a1A+al =0

avec ag = (—1)"det A # 0, donc

1 1
I=—(A"14...+a;)A et finalement A~ = —

(A" 4k an).
ap ap

Exercice 1.7. Soient A, B € M, (R) symétriques tel que Sp(A4) N Sp(B) = C C. Montrer que
lapplication M +— AM — M B est un automorphisme de M, (R).

Solution 1.7. On note ¢ cette application. Commencons par traiter le cas A, B diagonales.

On a simplement

(AM — MB)ij = (Ai — ) M.
Comme \; — p; # 0 pour tout 1 <4, j < n, c’est un automorphisme dont ’application inverse est

1

LN =
¢ ( )ZJ )\z_,u]

Mij-

Pour le cas général, on diagonalise A = UD1U ! et B = VDoV ~! (les matrices sont symétriques)
et on écrit

¢(M)=UD UM — MVD,V~!
=U (DU MV -UMVDy) V!
= ¢30 ¢z 0 ¢1(M)
avec (M) = UMV, ¢po(M) = DM —MDs et ¢p3(M) = UMV ! qui sont trois automorphismes.
Leur composition donne donc bien un automorphisme.
(Méthode 2) Comme c’est un endomorphisme de M, (R), il suffit de montrer qu’il est injectif.

Pour cela, soit M € Ker(¢), montrons que M = 0. Soit X un vecteur propre de B (non nul) associé
a la valeur propre u, alors

0=¢(M)X = (AM — MB)X = AMX — uMX = (A — pld)(MX)

et donc
AMX = uMX.

Or p ¢ Sp(A) car Sp(A) N Sp(B) = 0, et donc MX = 0. Soit {X1,...,X,} une base orthonormée
de vecteurs propres de B, alors M X; = 0 pour tout 1 < ¢ < n et donc M = 0.
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(Méthode 3) Soient (X7,...,X,) une base orthonormée de vecteurs propres de B de valeurs

propres fi1, . .., i €t (Y1,...,Y,) une base orthonormée de vecteurs propres de A de valeurs propres
ALy -y Ap. Alors

$(YiX!) = AV X! - ViX!B = AY;X! — YVi(BX;)! = (A — ;) V; X1
La matrice Y,-X; est donc un vecteur propre de ¢ de valeurs propre \; — pj. On construit ainsi n?
vecteurs propres. On remarque qu’ils sont orthonormés

¢
T (VX! (Vo X0)) = T (ViXEX,¥) = 1y Te (V) = 1,y
Ils forment donc une base de M,,(R). L’application ¢ est donc diagonalisable et ses valeurs propres
Ai — pj sont tous non nulles.

Exercice 1.8. Soit A € M,,(R) symétrique et A\; < -+ < A, ses valeurs propres. On considére des
matrices de la forme

avec ¢ € R”, a € R. Soient p; < Ay < pg < Ao < --+ < Ay < ppn+1. Le but de 'exercice est de
montrer qu’il existe x, a tels que ui, ..., tn+1 soient les valeurs propres de M.

Solution 1.8. On pourra commencer par le cas n = 1 (facultatif). Alors

M:<)\ x)7
T a

dont le polyndéme caractéristique est donné par
(X)) =(A=X)a—X)—2*=X?> - (A+a)X +a)
= (= X)(p2 — X) = X* — (1 + p2) X + papua,
donc

Aa=p1+ p2 done a=p1+ po2— A
Aa — 22 = pypo 2% = —papo + Apn + p2 — A) = (u1 — A)(A — p2)

qui est bien positif.
Pour le cas n > 1 on commence par traiter le cas plus simple ou A est diagonal.

D =z

M:<t ), D = diag(A1,- -+, A\n)

' a

et on calcule le polynéme caractéristique en developpant la deniére colonne
D—-XI, x

det(M — X1, =
( TL+1) ZE’t CL—X
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o on a développé la i-eme colonne. On cherche alors a et (x1,--- ,x,) tels que
n+1 n
[T —X) == ]y —X) =D a7 [N — X).
j=1 i=1 i A

On a

Xt <Zuj>X”+~-:X"+1—(a+ZAj)X"+...

car les polynomes a droite sont de degré n — 1. On en déduit a = ) p; — >~ A;. (Autre méthode :
on peut aussi utiliser Tr(M) = Tr(A) + a pour montrer cette égalité.)

Pour déterminer les 27, I'idée est d’évaluer en X = ); (On aurait pu reconnaitre des polynomes
de Lagrange), d’ou

[T =) == {TT — 2 | 23

J J#i

o ILw =N
‘ Hj;éi()‘j = A)
Il reste a vérifier que le terme de droite est bien positif. Cela découle de I’hypothése d’entrelacement
des valeurs propres.

Pour le cas général, A est symétrique et il existe donc U orthogonal tel que A = UDU ! et on

UDU- ! z U 0 D Utz -t o
M = = )
xt a 0 1 2tU  a 0 1

En utilisant le cas diagonal il existe y € R™ et a € R tel que A1, -+, Ap11 soient les valeurs propres

et on conclut

Yy oa

de (D y> et on obtient une solution pour M en posant x = Uy.
Exercice 1.9. Soit ¢ : M,,(R) — R une application linéaire telle que

VA, Be M,(R) ¢(AB) = p(BA).
Montrer qu’il existe 8 € R tel que

VAe M,(R) ¢(A)=pTr(A).
Solution 1.9. Soient E;j, (,j) € [1,n] les matrices élémentaires. Par hypothese,
o(Ei) = o(EiiEjr) = ¢(EjrEij) = (1= Ejj).

Puisque ¢(0) = 0, nous obtenons que
V(i k) € [1,n]* i# k= @(Ey)=0.

De plus
V(i) € [L,n]*  @(Ei) = ¢(Ejj).

Notons 3 = ¢(F11), alors pour toute matrice A = (a;5);,j, par linéarité de ¢,
0(A) = aiyp(Eij) = B Tr(A),
4,

Réciproquement, on vérifie que pour tout 8 € R et pour tous 4, B € M, (R),
STr(AB) = B Tr(BA).
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Exercice 1.10. Soit m > 2 un nombre entier.

1. Soit B € M, (R) tel que
B*=mB, Tr(B)=0,

Montrer que B = 0.

2. Soit Ay, ..., A, des matrices différentes, inversibles de M, (R) telles que
V(5 k) € [1,m]* AjAp € {A1,..., An}.

On suppose que
Tr(A;+ -+ Ap) =0.

Montrer que
Ai+---+ A4, =0.

Solution 1.10. 1. On a
B(B—m)=0.

Le polynome est scindé a racine simple donc B est diagonalisable et ses valeurs propres possibles
sont 0 et m. Mais puisque Tr(B) = 0, 'unique valeur propre est donc 0 et finalement B = 0.

2. Soit j € [1,m]. On remarque que {A;A:,...,A;A;,} est une permutation de {Aq,..., Ap}.
En effet, avec I’énoncé de 'exercice on a

{AjAl, cee ,AjAm} - {Al, e ,Am}

et puisque A; est inversible,
AjAk = AjAg = Ak = A@.

Les éléments de {A4;A1,...,A;Ay;,} sont bien tous différent. On a alors que
Aj(Ar+ - +Ap)=A1 4+ + Ap,.

Cette égalité est vrai pour tout j € [1,m] et donc

(Ar+ 4 An)? =) Aj(A+ -+ Ap) = m(Ar + -+ Ap).
j=1

On note B = Ay + - - - + A, qui satisfait alors
B*=mB, Tr(B)=0,
Cette matrice est donc nulle d’apres la premiére question.
Exercice 1.11. Soient A, B deux matrices de M, (R). Soit T" € GL,(C) tel que
A=T"'BT.
Montrer qu’il existe S € GL,(R) tel que

A=871BS.
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Solution 1.11. On peut écrire
T=U+:iV

avec U,V € M, (R). En séparant la partie réelle et imaginaire dans
TA = BT,
on obtient
UA=BU, VA=BV.

Le probleme que 'on ne sait pas si U et V sont inversibles, mais on sait que U + ¢V est inversible.
On pose alors
ft) =det(U 4+ tV).

Nous avons que f(t) est un polynoéme de R, [X] tel que f(i) # 0, donc f n’est pas identiquement
nul. Il existe donc ¢ty € R tel que

f(to) # 0.

En effet, si f(t) = 0 pour tout ¢ € R alors f admet strictement plus que n racines ce qui contredit
que f n’est pas identiquement nul. On pose alors

S=U+tyV.
Nous avons que S € M, (R) est inversible et que
SA = (U +tV)A = BU +t,BV = B(U + t,V) = BS,

donc
A=S8"1BS.

Exercice 1.12. Soit A = (aij) (i jeqi,n)? € Mn(R). Montrer que

Tr(A?) < Z a%j.

i,j=1
Dans quels cas a-t-on égalité ?

Solution 1.12. L’application (A, B) + Tr(A' B) est un produit scalaire associé & la norme || A||? =
> ; a? ., donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(K
Te(A%)? < ATP[A)7 = [lA]*
et donc Tr(A?) < ||A||%. De plus on a égalité si et seulement si AT et A sont colinéaires, c’est-a-dire

AT = \A. En appliquant deux fois la transposition, on déduit (A2 —1)A = 0, donc soit A = 0, soit
A€ {—1,1}. Les cas A =0 et A = 1 impliquent que A est symétrique. Si A\ = —1, on aurait

Z aj; = Tr(A%) = —Tr(ATA) = —||Al]P = - Z ai;,
ij=1 ni=1

et donc a;; = 0 pour tout 7,5 € [1,n] c’est a dire A = 0. Ainsi, on a égalité si et seulement si A
est symétrique.
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Exercice 1.13. Soit A € S4(R) de rang 2 et dont le polynéme minimal est 7(X) = X (X —1)(X+1).
Soit B € S4(R), montrer que
inf [|P(A) — Bl|
PER[X]
est atteint pour un polynéme P,r € Ro[X] dont on pourra expliciter les coefficients en fonction de
Tr(B), Tr(AB) et Tr(A%B).

Solution 1.13. Avec le polynéme annulateur, on a A(A? —1) = A2 — A =0 et donc A3 = A ¢
Vect(I, A, A?). Par récurrence immédiate on a que X" € Vect(I, A, A%) pour tout n € N et donc
que

{P(A), P € R[X]} = Vect(I, A, A?).

Le minimum est atteint avec la projection orthogonale sur cet espace. De plus, avec les hypotheses
de I’énoncé, on sait que A est diagonalisable dans une base orthonormée et que dans cette base,
elle s’écrit

1 0 00
-1
e 0 00
0 0 0O
0 0 00

Puisque Tr(IA) = Tr(A) = 0, I et A sont orthogonales pour le produit scalaire de matrices. On
cherche une troisieme matrice M = aA? + bA + ¢l pour que la famille I, A, M soit orthogonale.
Tr(IM) = 2a+0+4c = 0 et Tr(AM) = a Tr(A3)+bTr(A?)+cTr(A) = 2b = 0, donc il faut prendre
b=0et a =—2c. Finalement, (I, A,2A%? — I) est une base orthogonale que I’on peut utiliser pour
écrire la projection II(B) :

Puni(A) = al + BA+~(24* = I) = TI(B)

et en utilisant les produits scalaires et le fait que (P(A), B) = (P(A),II(B)) pour tout P € R[X]
(par définition du projeté orthogonal), on obtient 4a = Tr(B), 238 = Tr(AB) et 4y = Tr((24% —
I)B).

Exercice 1.14. Soit A € M,, ,(R) avec n > p. Soit b € R".

(P): trouver z € R? tel que ||Ax — b|| = min ||Ay — b||.
yERP

1. Donner S(p) I'ensemble des solutions de (P)
2. Montrer qu'il existe un unique = € S(py de norme minimale, c’est a dire ||z = irslf lyl|-
YeS(P)
3. (Bonus) Montrer que x € RP est solution de (P) si et seulement si AT Az = A'b et que
Ker(AT A) = Ker(A).

Solution 1.14. 1) (Remarque : Il s’agit du probleme des moindres carrés.) Pour m € N, On note
mr(z) la projection orthogonale de x € R™ sur F' un sous-espace vectoriel de R™. On a

min b~ Ayl = _min b2l = b~ Fiua) (0)]
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et par unicité du minimum, x € RP est solution de (P) si et seulement si Az = 7y 4)(b). Soit z*
tel que Az™ = mpy(4)(b) (il existe car myy,4)(b) € Im(A)) et soit x € RP. Alors x est aussi solution

ssi
Ax = 7TIm(A)(b)
S Ax = Az*
SA(zx—2")=0
er —a* € Ker(A)
Sx € a” + Ker(A)
En conclusion
S(p) ="+ Ker(A).

2) Soit z* une solution de (P), alors T = mge,(4)L (2*) est I'unique minimum recherché grace au
lemme de projection : si y € Sppyc, alors y = T + z pour un z € Ker(A) d’apres la question 2, donc
comme Z € Ker(A), ||y|? = ||Z]|? + ||z||> = ||Z||? avec égalité si et seulement si y = 7.

3) (Bonus) D’apres la question 1, x € RP est solution de (P) si et seulement si

Ar = TIm(A) (b)
<(b— Az, z) = 0 pour tout z € Im(A)
<(b— Az, Ay) = 0 pour tout y € R?
=(ATh— AT Az, y) = 0 pour tout y € RP
AT — AT Az = Ope

Enfin, 11 est clair que Ker(A) C Ker(ATA). Soit x € Ker(ATA), alors AT Az = 0, donc
(AT Az,z) = 0, donc (Ax, Ax) = 0, c’est-a-dire ||Az|> = 0. On a donc Az = 0, c’est-d-dire
x € Ker(A).

Exercice 1.15. Pour A € M, (R), on définit £4 = {AM, M € M,(R)}. Que vaut dim(E4) ?
Solution 1.15. Montrons que dim(FE4) = nrg(A). Chaque colonne de AM est dans I'image de A

et donc
EsC {X = <X1

qui est de dimension nrg(A). Montrons que l'on a égalité des ensembles. Soit X1, - X,, € Im(A),
Alors il existe Y1,---,Y, € R” tel que AY; = X; pour tout i < n. On pose

M= (n yn)
Ayn> - (Xl Xn).

Xn> X1, X eIm(A)}

Xo

Xn> , X1, Xy € Im(A)},

Y

On a alors

AM = <AY1

EA:{X:(Xl

et finalement dim(F4) = nrg(A).

On a donc bien

Xof -
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Exercice 1.16. Soit n > 2 et P € R,[X] tel que pour toute matrice A € M,(R), P(A) est
inversible. Montrer que P est constant.

Solution 1.16. Si P est non constant, il admet une racine A € C. On écrit A = ¢’ et on pose la
matrice réelle, par blocs,

A § —rsinf
A 1 0 . avec A, = rc?s rsin € Ms(R).
0 O rsinf rcos6

On vérifie que les valeurs propres de Ay sont re'? et re~*. Alors les valeurs propres de P(A;) sont
P(re) = 0 et P(re~") qui admet donc un noyau non nul et finalement

P(A) = P(A)) 0
B ()

Exercice 1.17. Soit E un sous-espace vectoriel de dimension 4 de C°(R, R).

n’est pas inversible.

1. On suppose que
E = Vect(e®) 4 Vect(e ) + G ot G € L™®(R,4,R) et G N L*(R,,R) = {0}.
Montrer que E N L*(R,R) = {0}.
2. On suppose de plus la propriété suivante :
E =F + Fy avec dim F; =dim Fy» =2, F; C L°(R_,R) et Fo N L=(R_,R) = {0}.
Montrer que dim(E N L>®(R,R)) = 1.
Solution 1.17.

1. Soit f € EN L*(R,R). Il existe (A1,A2) € R2 et g € G C L*®(Ry,R) tels que pour tout
r € R,
f(z) = Are” + dae™* + g(z).

Quand z — +o0, la seule partie non bornée de f est A\je® mais f € L?(Ry,R), donc A\; = 0
(sinon f(z) ~ A1e® qui n’est pas de carré intégrable). Maintenant, z — e~% € L?(Ry,R),
donc

g9(x) = f(z) = hoe™ € L*(R+, R),

mais g € G et GNL?(Ry,R) = {0} donc f(z) = Aae™® pour tout x € R. Si A9, ceci n’est pas
de carré intégrable en —oo, donc nécessairement Ao = 0 et donc f = 0.

2. Montrons que x +— e* € Fj. On a x +— e* € E = F} + F donc il existe (f1, f2) € F1 x Fy tel
que ¥ = fi(x) + f2(z). On a donc

fg(%) =e" - f1<3?) € LOO(R—7R)ﬂ

et alors fo = 0 (par propriété de Fy), donc e® € F}. Comme F} est de dimension 2, notons h
une fonction tel que F; = Vect(e®, h). Comme h € E = Vect(e”) + Vect(e™™) + G, on peut
choisir h € Vect(e™) + G (quitte a lui ajouter un multiple de e*). Soit f € E N L*(R,R),
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alors f € F} (pour la méme raison que e*, comme f est bornée sur R_, elle ne peut pas avoir
de composante dans F3) et donc il existe (A1, A2) € R? tel que

f(x) = \e® + Aah(z)

pour tout x € R. Comme on a choisi h € Vect(z — e *)+ G C L®(R4,R),ona A\ =0
(sinon f est non bornée en +00), donc f € Vect(h), donc dim(E N L>®(R,R)) < 1, mais h est
dans cet espace (elle est dans Fy C L*®(R_,R) et dans Vect(e™*) + G C L>®(R4,R)), d’otu le
résultat souhaité.

Exercice 1.18. Soient A, B € M, (R). On définit [4, B] = AB—BA, fo(A,B) = B et pour k € N,

3.

fk+1(A7 B) = [Avfk:(A7 B)]

. Montrer qu’il est possible d’écrire f(A, B) = Z?:o cp ;A BAF=7 et calculer les Chj -

. Si A € S,(R), on note [[|A]| = max{|A|,A € Sp(4)}. A quelle condition sur [||A]|| a-t-on que

pour tout B € M,(R), fx(A4,B) — 0 quand k — +o0 ?

Trouver un contre-exemple si || A]|| = 1/2.

Solution 1.18.

1.

On raisonne par récurrence. On a tout d’abord fo(A, B) = co,0B avec ¢pp = 1. Ensuite on
suppose que 'on a fi(A, B) = Z?:o ckﬁjAjBAk_j, alors

k k
fer1(A,B) =D o ATV BAMT =N " ;AT BAM

j=0 Jj=0
k+1 k

= cp 1 AABAMITT N "y AT BARTI
Jj=1 J=0
k+1

= Cpy1 ;AT BAM
j=0

Ce qui est bien la forme recherché avec les relations de récurrence

Ck+1,0 = Ck0; Ck+1k+1 = —Ckk €t Vj € [[Lk]]? Ck+1,j = Ck,j—1 — Ck,j-
On reconnait le triangle de Pascal et on a alors ¢ j = (—1)F=7 (];)
. Commencons par considérer le cas ou A est diagonale A = diag(Ay,---,\,). On a
[A, Blij = (AB — BA)i; = (A — \j) Byj.
et alors

max |[A, Bly| < (m.axw - Ajr) (maxwij\) <2 (maxw) (ma.sz'jl) .
(2%} ,]) 1,7 7 7,

Par récurrence immédiate on obtient que

)

k
max | fi(A, B)ij| < (2 max IM) max | Byj|.
1, v t
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Une condition suffisante serait alors 2max; |A;] < 1. Considérons maintenant le cas général
avec A est symétrique. Elle est diagonalisable dans une base orthonormée et on écrit

A=UDU*
avec U € O,(R) et D = diag(A1, - -+, An) et on note également B = U*BU et alors

k
U*fo(A, B)U =Y ¢, ;D'BD* = f(D, B).
j=0
et donc fi(A,B) — 0 si et seulement si fi(D,B) — 0 et on a donc la méme condition
suffisante 2 ||| A||| = 2max; |\;| < 1. Remarquer que cette condition n’est pas nécessaire car

strictement plus faible que max; ; [A; — Aj| < 1. Par exemple pour A = AId, A € R on a
[A, B] = 0 pour tout B € M, (R) et donc fx(A, B) =0 des que k > 1.

3. On pose les matrices suivante

0 —1 00
[A,B]:AB—BA:(O 5>—<0 _5>:<0 1):3
00 0 0 00

Et donc pour tout k, fi(A, B) = B qui ne converge pas vers 0.

alors

Exercice 1.19. Quelles sont les valeurs de o > 0 telles que pour tout p € N*, il existe une famille de
vecteurs (Xi)peqip) € (R™)P telle que || Xi | = ak et | X; — X;|| = |i—j| pour tout (i, j, k) € [1,p]* ?

Solution 1.19. On a

1, . . . o1 9 .
(X3, X;) = =5 (1% = X112 = I1XGI2 = 1]2) = —5((— ) -2 = a2%) = ij+ 5(a* ~ 1)+ 1)

1
2 2

et par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
(X3, X)| < 1Xll1X5]] < %
En particulier,
1 1
ij(1=0) + (0 = 1)@ + %) = S(” = 1)(i = 5)* <0,

doncsia > 1, on a %(z — )2 < 0donc i = j, c’est-a-dire que p = 1 est la seule valeur de p possible,
donc on ne peut pas avoir o > 1.
Si o = 1, p = 1 marche toujours, et en prenant p > 2, on a pour tout (4,5) € [1,p]? avec i < j

égalité dans 'inégalité triangulaire
J = aj = X5 < Xl + [1X5 = Xill = ai + (5 = 4) = 5,

donc X; et X; sont colinéaires. Ce cas colinéaire fournit justement un exemple de famille vérifiant
I’énoncé pour n’importe quel p € N*, en se fixant un vecteur e et en prenant X; = je pour tout
Jj € [1,p].

De plus, étant donné p € N* et (Xg)pep p) une famille de vecteurs vérifiant I’énoncé, on a
p—1=1X1—Xp|| < || X1] + | Xpl| = (p+ 1)er done p < 2 : si @ < 1, il n’y a qu'un nombre fini
de p pour lesquels il existe une famille de vecteur vérifiant I’énoncé, donc on ne peut pas prendre

a < 1 : la seule valeur de « possible est 1.
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Exercice 1.20. Soient p, ¢ deux projecteurs orthogonaux.

1. Montrer que s’ils commutent, alors pg est aussi un projecteur orthogonal.

2. Montrer que dans tous les cas, les valeurs propres de pq sont réelles et dans [0, 1].

3. Soit A € [0, 1], Déterminer deux projecteurs orthogonaux tel que A soit valeur propre de pq.
Solution 1.20.

1. On a (pq)* = ¢*p* = qp = pq et (pq)* = papq = p*¢*> = pq.

2. On a p = p* et si pg(x) = Az, alors z € Im(p) donc p(z) = x et
M|z|? = (pg(x), z) = (g(x), p(x)) = (g(x), 2) = (¢*(2),z) = (q(x),q(x)) = [lg(x)[|* < [l=]*.

3. On prend p le projecteur orthogonal selon e; et ¢ le projecteur orthogonal selon Y avec
Y] =1 et (Y,e1) = VA

Exercice 1.21. Soit (A4, B) € S,(R)2. Ondit que A > Bsi A—B € S;'(R). Onnote ®: A — AT A.
Montrer que pour tout (4, B) € S,(R)? et A € [0, 1],

P(AA+ (1 —A)B) < AB(A) + (1 — \)®(B).

Solution 1.21. On calcule

BAA+ (1 -N)B) = (MAT 4+ (1 - NBTY(AA+ (1 - \)B)

= NATA+ X1 -=N(ATB+BTA) + (1 -)\?B'B
alors
AB(A) + (1 —N®(B) —d(AA+ (1 —)\)B)
M1 =MNATA+ X1 - NBTB - X1 -\ (ATB + BT A)
=A1-)) (ATA+B"B - A"B - BT A)
AM1-MNA-B)T(A-B)
0

Exercice 1.22. Soit D une matrice diagonale et F la matrice contenant un 1 en haut a droite et
des 0 partout ailleurs.

1. Calculer a,, € R tel que (D + E)" = D" + a, E.
2. Déterminer un équivalent de a,, quand n — +o0.
Solution 1.22.
1. Pour D = diag(A1,...,Ay) on a
DE=ME, ED=M,E et E?=0.

et donc
(D + E)"™ = (D" + a,E)(D + E) = D" 4 (a, A\ + A7) E.
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On en déduit que an4+1 = Apan + AT. On calcule les premiers termes
a1 =1, as=Am+ A1, a3 =M+ A + A2 ag =22 F M2 NN, A

et par récurrence immédiate, on obtient la formule
n
_ E : n—jyj
Apn+1 = )\1 A"ln
J=0

2. Si A1 = Am, on a directement a,, = nA\% L. Si |Ay| > |A1], on note z = g\—; <letona

n-l \n—1
an = A1 E | o~
“ n—oo 1 —
Jj=0

et la méme chose si |A\1]| > [Ap].

Exercice 1.23. Déterminer une famille de polynoémes Py de taille minimale telle qu’aucun d’entre
eux n’est un monodme, et pour toute matrice A € GL,(R), il existe un polynéme Py dans cette
famille tel que Pg(A) est inversible.

Solution 1.23. P(A) est inversible si aucune des racines de P n’est valeur propre de A. Une
premiere idée est alors de poser

P,=X—k pour kel[l,n+1].

Dans ce cas, soit A € GL,(R). Si pour tout k € [1,n + 1], Pr(A) = A — kI n’est pas inversible
alors A admet k =1,...,n+ 1 pour valeur propre de A. Ceci est impossible car A est de taille n.
Conclusion la taille minimale de la famille de polynomes est inférieure a n+ 1. On peut cependant
faire mieux en posant

Qr=X>+k pour k¢ ﬂl,LgJ +1].

En effet si Qp(A) = A% — kI n’est pas inversible alors A admet ivk ou —ivk pour valeur propre.

Cependant comme A est réelle, si A € C est valeur propre alors ) aussi. Les complexes {z\/é, —2\/%}

sont donc tous les deux valeurs propres. On obtient ainsi 2 x (L%J + 1) > n valeurs propre de A et

donc une absurdité. La taille minimale de la famille de polynomes est donc inférieure a [ %] + 1.
Ceci est optimal. Si on ne dispose que de |5 | polynomes, on peut construire

Ay (0)

A
A= . R A € GLQ(R) ou GLq (R)

0) Az
et tel que pour tout k, Pyx(Ag) ne soit pas inversible.

Exercice 1.24.

1. Soit ABC' un triangle non dégénéré dans le plan. On suppose que ACB est aigu. Montrer
que
AC? + BC? > AB*.
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2. Soient eq, e, e3 € R3. On définit les demi-droites l1, lo, I3 C R? comme suit :
= {tel, t e Rj_}, lo = {teg, t e R*_,_}, I3 = {teg, t e Ri}

On suppose que e, es, es sont deux a deux orthogonaux. Montrer que pour tout Ay € Iy,
Ay € 1y, A3 € I3 le triangle A1 AsAg est aigu.

3. Avec les notations de la question précédente on suppose que pour tout Ay € Iy, Ay € o,
As € l3 le triangle A; As A3 est aigu. Montrer que €1, e2, €3 sont deux a deux orthogonaux.

Solution 1.24.

1. C’est la formule d’Al-Kashi:

AB? = (AC + CB)? = AC? + BC? + 2AC.BC.cos ACB

2. On a
A1 A2 = |tier + toea|®> =12 + 13, et de méme Ao AZ =13 +13, AAZ =13 + 43,

Comme la premiere question fournit une équivalence, on obtient que tous les angles du triangle
sont bien aigus.

3. D’apres 1), nous avons que
th,tQ,tg G]O, OO[ Ht161 — t2€2”2 + Ht161 — t3€3H2 > Ht2€2 — t3€3H2,

donc
\V/tl, tg,tg E]O, OO[ 22%”61”2 — 2t1t2<€1|62> — 2t1t3<61‘63> > *2t2t3<€2|63>.

Dans la limite t; — 0, il vient que
(eales) = 0.

On prend t; = 1 et on divise par to. Il vient
vtg, t3 E]O, OO[ 5”61” — 2<61|€2> — 25<61|63> > *2t3<62|63>.
Dans la limite to — oo, il vient que t3 — 0 il vient que
<€1‘€2> S 0.
Ensuite, on prend ¢; = 1 et on divise par t3. Il vient
2 2 t2
Vtg,tQ E]0,00[ g”@ln — 2g<€1|€2> — 2<€1|€3> > —2t2<€2‘€3>.
Dans la limite to — 0, il vient que t3 — oo il vient que
(e1]es) < 0.
En utilisant que les autres angles sont aigus et des arguments similaire on obtient 6 autres

inégalités pour les produits scalaire entre e, es et e3 qui donnent que ces vecteurs sont deux
a deux orthogonaux.
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(Autre méthode, plus géométrique) : Supposons que e; et es ne sont pas orthogonaux.
Prenons As = tses. A Ap et A fixés, 'angle A@Q est une fonction continue de t3, a
valeurs dans [0,7/2], donc en prenant t3 = 0, on en déduit que I'angle formé par e; et eg
est aigu (strictement, car ils ne sont pas orthogonaux). Fixons Aj, alors la perpendiculaire a
I’axe engendré par e; qui coupe cet axe en A; dans le plan engendré par e; et es contenant
Porigine intersecte 1’axe engendré par ey (cette perpendiculaire et ’axe sont coplanaires, et
ils ne sont pas paralleles car les deux axes ne sont pas perpendiculaires). En prenant un
point Ay plus loin sur I'axe engendré par es que ce point d’intersection, on construit un angle
OA; As strictement ‘obtus, donc par continuité, il existe un ¢3 assez petit tel que en prenant
As = tges, Pangle A3A;1As est strictement obtus, ce qui contredit I’hypothese.

Exercice 1.25. Trouver I'ensemble des matrices A € Ma(R) telles qu'il existe un vecteur z € R?
tel que [|[A"z|| — +oo.

Solution 1.25. La matrice A, vue comme matrice complexe, est trigonalisable.

Si son polynéme caractéristique est a racines simples, elle est méme diagonalisable, auquel cas
il existe z € C2 tel que ||A"x|| — 4o si et seulement si une de ses valeurs propres (au moins) a un
module > 1 (en prenant le vecteur propre associé). Avec 2/ = Re(z) ou 3(z), on obtient 2’ € R?
et [|[A"2'|| — +oo. Inversement, si toutes les valeurs propres sont de module < 1, alors la norme de
A™x reste bornée (en notant \; les valeurs propres et en décomposant © = aje; + ages sur la base
(€1, 2) de vecteurs propres, on a || A"al| < a||As["lles | + laa]| el leall < larlles | + lazllezll).

Si le polynéme caractéristique a une racine double, A est de la forme

p(* P\ p
0 «

ol « est la valeur propre, et on peut montrer par récurrence que pour tout n € N,

A= p (a" na”_15> P
0 am

donc en décomposant x = aje1 +ases sur la base (e1, ez) associée & P, A"z = (a1a™+asna™ 1 f)e;+
asaes.

e Si 8 =0, alors A = al, donc A diagonale (et diagonalisable) et le raisonnement précédent
conclut qu’il faut |a| > 1,

e Sija| > 1, alors z = e; vérifie ||[A"z|| — +oo,
e Si|a| <1, alors ||A™z|| — 0 pour tout z,
e Sija|=1et 8 #0, alors en prenant x = ey,
A" || = [[naza™ ™" Ber + aza”es|

= nlazl|f[lex]| — laz|[le2]l = +oo.

On conclut donc que les matrices A vérifiant I’énoncé sont soit les matrices diagonalisables ayant
au moins une valeur propre (complexe) de module > 1, soit les matrices non diagonalisables ayant
une valeur propre (complexe) de module > 1.



Chapitre 2

Analyse

Exercice 2.1. Soit y : Ry — [0, 1] qui satisfait ’équation
y = —sin(y), y(0)=1.
Montrer que la limite suivante existe et que
lim y(t)e! :
fg ylt)e” < oo

Solution 2.1. Tout d’abord puisque y € [0, 1], siny > 0 et donc y est décroissante. Comme elle
est minorée par 0, elle converge vers une limite ¢ € [0, 1]. On a aussi que

lim 3'(t) = — lim sin(y(¢)) = — sin(¥)

t—o00 t—o00

par continuité du sinus. Supposons £ > 0. Alors

t—o0

y(t):/o y'(s)ds ~ —tsin(f)

et donc limy_,+ y(t) = —oo ce qui est absurde. Conclusion ¢ = 0.
On note maintenant g(t) = ely(t) alors

g'(t) = e (y(t) + /(1)) = ' (y(t) —siny(t)) > 0

car sinu < u pour tout u € [0,1]. La fonction est donc croissante et sa limite existe donc dans
R U {oo}. De plus on peut écrire

g(t)=1 +/0 g (s)ds=1 —i—/o e®(y(s) —siny(s))ds.

Il s’agit de montrer que l'intégrale converge pour ¢ — co. Pour cela on considere une variante de
I'exercice en posant g,(t) = e™y(t) avec n €]0,1[. Par le méme calcul on a

g(t) = €' (ny(t) — siny(1)).
Pour ¢ — oo, puisque y(¢) — 0 on a

gn(t) = €' (ny(t) — y(t) 4+ 0r-0e(y(t)) = €'y(t) (N — 1+ 01500(1)) -

19
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Comme 7 < 1, il existe donc C tel que ¢'(t) < 0 pour tout ¢ > C. La fonction g, est donc
décroissante a partir d’un certain rang et elle atteint donc un maximum. En notant K, =
SUpycr, gn(t) on a alors que

y(t) < Kye™™

pour tout ¢t € Ry. On considere de nouveau le terme dans l'intégrale et on fait un développement
limité du sinus

s 3
e(0(6) = sinp(9) = ¢ (466) = 966) + 5 4 00 09°) ) = (614 00 (1)

Finalement
le*(y(s) — siny(s))| < Kje 351+ o(1))*.

Cela est vrai pour tout 0 < 1 < 1, en particulier pour n = %, on a une majoration par Ce 2 qui
est intégrable sur R;. On a donc bien

lim g(t) =1+ /000 e’(y(s) —siny(s))ds < oo.

t—o00

(Deuxieme méthode, “a la physicienne”) On a que y(t) > 0 pour tout ¢ € R4 car sinon la
solution serait y = 0 sur R;. On peut alors réécrire I’équation différentielle ainsi

y'(t)
sin(y(t))

t — y(t) est strictement décroissante sur [0,t] et on peut faire le changement de variable u = y()
et obtenir
t y/(S) - 1 du B
———ds = — — = —1.
o sin(y(s)) y(t) Sinu

I 1
sin(u)  u(l —u?/6 + o(u?))

/y(lt) Sl :t) (5§ +0tw) du= -y + / ;) (% +ow)) du.

L’intégrale de droite est bien intégrable lorsque y(t) — 0 et notons I cette limite. On a alors

=—1.

Pour v — 0, on a

- %(1 +u?/6 +o(u?)) = % + % + o(u).

Ainsi

U du
t= — = —1In(y(t)) + I + 0t—00(1).
y(t) S u
Finalement y(t) = e~ t+1+°(1) et on obtient

lim efy(t) = lim efetHHome() — ol

t—o00 - t—o0

Exercice 2.2. Soit (an)nen € RY et ¢ > 0 telle que lim, o a, = 0 et pour tout n € N, et

|ant1 — an| < ca?. Montrer qu'’il existe d > 0 tel que pour tout n € N*, a,, > %.
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L (Ce choix est motivé par 'équation différentielle

Solution 2.2. On considere la suite u,, = =

y' = —cy? qui a pour solution y = é) Alors
1] 1 1 lan, — any1] an
[unt1 — un| = = - = S :
C |Gn41 Gn Clnp+10an an+1
De plus
An+1 Api+1 — Q
L—lzwgcan—)nﬁmo
an a’l’b
et donc a
lim —— =1.

n—oo an—i—l

Soit € > 0, il existe N € N tel que pour tout n > N, on a
[unt1 —up| < 14¢
et donc par récurrence immédiate
up <uy+(n—N)(1+¢)
et finalement

1 1 1
— 2 ~ :
cup ~ cluny +(14+¢e)(n—N)) nsoo c(14¢€)n

Qp =

Pour d' < CJ%E et n suffisamment grand on a donc bien

ap = —.
n
Il est possible de choisir ensuite d < d’ suffisamment petit pour que cette inégalité soit vrai pour
tout n € N.
(Méthode 2) Montrons 'inégalité par récurrence. On a

2
An41 = Gp — |ans1 — an| = ap — ca;,

Puisque lim,,_, a, = 0, il existe N € N tel que pour n > N, a, < i La fonction z — z — cz? est

croissante sur | — oo, i], donc si on suppose a, > % on a

d d?
Ap41 = — — c—-
n n

Pour terminer la preuve par récurrence il suffirait que

On a

et

d d 1 1+ 1
=d|l=-—=+0|—=1]).
n+1 n n? n2

Donc si ed < 1 I'inégalité est bien vérifiée pour n suffisamment grand. Il existe donc N’ > N tel
que a, = % pour tout n > N’ et on peut choisir d suffisamment petit tel que ce soit vrai pour tout
n € N*.
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Exercice 2.3. Soit ag = § et a,41 = sin(a,) pour tout n > 0. La série
+oo
>
n=1

converge-t-elle?

Solution 2.3. Par récurrence immédiate on a a, € [0, 5] pour tout n et any1 < a, car sin(r) <z
sur Ry. La suite est décroissante, minorée et donc convergente. On note £ cette limite et puisque
sin est continue on a alors £ = sin/ et on en déduit que £ = 0. Donc lima,, = 0 et on peut écrire
un développement limité

(p+1 = sina, = a, — —a, + o(ag),
d’ou

1
Upi1l — Qp = <6 + 0(1)) ai.

Avant de continuer sur ce probleéme nous allons résoudre ’équation différentielle suivante

y = —éy?’-
On a
y 1
F e
donc
L

Motivé par cette solution, on pose b, = a%, de sorte que

1 a —ap)(a +a a,(a +a 1
bn+1 —b, = 5 - == ( n+1 ;1)( 72L+1 n) _ n( n—gl n) < +0(1)> _
apt1 Qp Ap410n ] 6

Puisque ay4+1 = a, + 0o(a,) on a

2
an(ant1 + an) N 2a;, 5
ap iy n—+oo aj
et donc
lim bn+1 - bn ==
n—oo 3
Finalement
9 3
n ~ —n etdonc a, ~ —
n—-4o00 n—+oo n

La série ne converge donc pas.

Exercice 2.4. Soit f € C°(R,R) avec f(z) = 0 pour tout = ¢ [0,1]. On pose pour tout y € R

1
o(y) = /0 ly — 2| f(z)d.

Montrer que pour tout y € R, ¢"(y) = 2f(y). A quelle condition a-t-on g bornée ?
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Solution 2.4. On découpe l'intégrale en deux parties

1 Y
o) = / (y— 2)f(2)de + /0 (- y)f(x)da
i

et on sépare les termes

()= | ' fa)da / ety [Cas@is -y [

On peut alors dériver
1
"(y)= | fle)dz—yfy)+yfly)+yf(y) f(x)dx —yf
9w = [ 1=t v +usw) - [ 1@ - us)

1 y
- / f@)de — [ f@)da

et donc

Montrons que g est bornée si et seulement si fol f(z)dz = 0. En effet sur l'intervalle y € [1, +00]

o =y [ @~ [ s

qui est une fonction affine et est donc bornée ssi fol f(z)dz = 0. Pour y €] —o00,1] on a

1 1
o) = —y /O f(x)dz + /O of(x)da

et la conclusion reste la méme.

Exercice 2.5. Trouver les fonctions f € C*°(R,R) telles que pour tout x € R et n € N*,

Solution 2.5. On considere le régime n — 400 et on fait un développement limité au deuxieme
ordre de f autour de x :

(y —x)?

S ol —a)) dy

=" (@) + @) =)+ @)
= f(x )+0+fﬂ7(l 7) +o<nlz>,

Par identification des termes du DL, on en déduit que f”(x) = 0 et donc que f est de la forme
f(x) = ax 4+ b. On peut vérifier que ceci est bien une solution.

Exercice 2.6.
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1. Trouver I'ensemble des fonctions f : [0,1] — R* intégrables (continues) telles que

/f t)dt = /dt—l

2. Que dire si on remplace [0, 1] par [0, A] avec A > 17 A <17 (En gardant les intégrales = 1
; on ne demande plus de fournir toutes les solutions)

Solution 2.6. Appliquons 'inégalité de Cauchy-Schwarz aux fonctions v/f et 1/1/f

1_(/ﬁ )/Mx/dw

On a donc le cas d’égalité de Cauchy-Schwartz, les fonctions /f et ﬁ sont donc colinéaires. 1l

existe a € R tel que pour tout z € [0, 1]

x :L, donc r) =a.
V() i) f(z)

De plus fol f =a=1. La fonction f est donc constante égale a 1.
Il n’y a aucune solution pour A > 1 car I'inégalité précédente donne

(/F ) /fdmo(l)d:r

Il y a par contre une infinité de solutions pour A < 1. On présente ici un exemple. Pour
a €]0, %], on considere la fonction affine

fulz )—a+2<1i22)x

2
/ fa d$:aA+<A2—A>A—1

Par ailleurs, la fonction ¢ : a fo 7ol )dx est continue sur |0, %}, vérifie ¢ (%) = A% < 1et

Alors

lim,_0 ¢(a) = oco. Donc par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un a tel ¢(a) =1 et
I’énoncé est alors vérifié.

Exercice 2.7. Trouver l'ensemble des fonctions f : R — R de classe C? telles que pour tout
z,y € R,

F@) T ) = 5+ ) + fl )

Solution 2.7. Tout d’abord, avec z =y = 0 on a f(0)?> = £(0) et donc f(0) € {0,1}. Si il existe
x € R tel que f(x) # 0, alors

F@)F (=) = 3@ —9) + [ +9)) = (@) ] )

et donc f(y) = f(—y) pour tout y € R (f est paire). Ensuite, en dérivant deux fois par rapport a
Y

L w)+ @ - )

F@f ) =5
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puis en prenant y =0

f(@)f"(0) = f'(x) (2.1)
C’est une équation différentielle du second ordre a coefficients constants, donc on sait que ’espace

des solutions est de dimension 2, engendré par deux solutions de la forme z — ce“* pour w € C.
Faisons une disjonction de cas suivant la valeur de f(0) et de f”(0).

e Si f(0) =0, alors f”(0) = 0 d’apres (2.1), donc on doit résoudre f” = 0, autrement dit f est
affine, égale a 0 en zéro, donc linéaire, et paire donc f = 0.

e Si f(0) #0 et f(0) =0, alors de méme f est affine, égale & 1 en zéro, paire, donc f = 1.

e Si f(0) # 0 et f(0) > 0, les solutions sont = — % (ev 71O 4 emv f”(o)z), autrement dit
x — ch(/f"(0)x).

e Si f(0) # 0 et f”(0) <0, les solutions sont = — 3 (ei\/ —11O0)z 4 ey _f”(o)"’“"), autrement dit
x — cos(y/—f"(0)z).

Les seules solutions possibles sont donc f =0, f = 1, f = ch(wx) et f = cos(wzx). Celles ci sont
bien solutions puisque (en développant leurs expressions avec les exponentielles)

cos(wz) cos(wy) = % (cos(w(z +y) + cos(w(z — y))

ch(wz) ch(wy) = % (ch(w(z +y) + ch(w(x — 1))

(Autre méthode) En prenant y = 0, f(x)f(0) = f(x), donc soit f est identiquement nulle, soit
f(0) = 1. On fait ensuite un D.L. d’ordre 2 quand y — 0 :

F@)(f(0) +yf'(0) + y*f"(0)/2 + O(*))

= LU @) 57 @) + 2 @)/2 4 ()~ uT (@) + v (@)/2 4 O)

et alors )

vl () + % (F@)"(0) = J"(2)) = O(°).

Finalement f'(0) = 0 et f(x)f”(0) = f”(z), et on retombe donc sur 'équation différentielle. Le
reste de 'analyse se fait de la méme maniere.

Exercice 2.8. Trouver toutes les fonctions f € C'(R,R) telles que pour tout = € R et n € N*,
n @+
=5 [
2 Jj@-1

Solution 2.8. Faisons un DL autour de f(x) : en notant M = sup;ep.i— r(f(x))<1 |f (£)] (qui est
fini car f de classe C!):

f(f (@) +u) = f(f(2)) + R(u)

o |R(u)| < M|u|. Par conséquent,
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ot Ry(u) < Mu?/2. En prenant n — +00, on a donc

Fl#) = F(7(@) +O(1)

donc f(z) = f(f(x)) pour tout x, donc f(x) = x pour tout € f(R). Comme f est continue, par
le théoréme des valeurs intermédiaires, f(R) est un intervalle (a,b) (qui peut étre ouvert ou fermé
en a et b, et a et b peuvent étre infinis ou finis). Montrons que c’est soit tout R, soit un singleton.

Si c’est un singleton {a}, cela signifie f(z) = a, ce qui est bien solution quel que soit a.

Sinon, posons a = inf,cr f(z) et supposons a > —oo. Il existe b > a tel que |a,b[C f(R), et
pour tout = €]a,b[, f(z) = z, donc f'(z) = 1. Comme f est C! sur R, donc en a, on a aussi
f'(a) = 1. Un D.L. au voisinage de a donne f(a —¢) = a — € + o(¢?), donc f prend des valeurs
strictement inférieures a a, ce qui contredit I’hypothese a > —oo. En raisonnant de méme pour
sup,cg f(z), on en déduit f(R) =R et donc f(z) = x pour tout x.

Exercice 2.9. Soit f une fonction R — R qui tend vers 0 en 400 et en —oo, telle que la famille
(fix— flx+1),z— f(x+2)) est libe. Montrez que f = 0.

Solution 2.9. Supposons qu'il existe \g, A1, A2 (non tous nuls) tels que pour tout z € R,
Mf(@)+ A f(x+1)+ Xef(x+2)=0.

Si A1 = Ao =0, alors on a directement f = 0 et la méme chose si A\g = Ao =0 ou Ay = A\; = 0.
Si A2 =0 et A\, A1 #0, alors f(x 4+ 1) = (—i—;’) f(x) et par récurrence immédiate

k
Ve e R, Vk € Z f(m+k)=<—i\0> f(z)
1

S’il existe x tel que f(z) # 0, on obtient une suite qui ne converge pas vers 0 en +00 ou —oo.
Absurde, donc f = 0. Le raisonnement est le méme si Ay = 0 et Ag, Ao Z 0 ou A\g = 0 et Ay, A2 # 0.
Si Ag, A1, A2 # 0, on a pour tout x € R,

(f(:v+1)>:< 0 1 )( f(fv)>
f(x—|—2) —)\0/)\2 —/\1/)\2 f(x+1)

Notons A cette matrice. Si elle a deux racines distinctes, alors A est diagonalisable (son polynéme
annulateur est scindé a racines simples), et on peut écrire

Vk€Z f(x+k)=aay+bas

ol a,b € R et oy, g les valeurs propres de A. Comme précédemment, si f # 0 on obtient une suite
qui ne converge pas vers 0 en +00 ou —oo ce qui est absurde.
Ne reste que le cas ou les deux valeurs propres sont égales, auquel cas A est trigonalisable :

el )
0 «

oit a € C est la seule valeur propre et 3 € C. Comme det(A) = A\g/X2 =a?, onaa =0« A\ =0,
ce qui correspond a un cas déja traité, donc on peut supposer o # 0. On peut alors calculer les
puissances de A : par récurrence, pour tout n € N,

n n—1
A" =P (O‘ ne 5) pl (2.2)
0 a”
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et par ailleurs

Autrement dit, I’équation (2.2) est vraie pour tout n € Z. En notant (e, e2) la base dans laquelle
A est trigonale, si X = ajeq + ageq, pour tout n € Z,

A"X = a" (a1 4+ agnf/a)er + a"azes.

Par conséquent, A”X — 0 en +oo implique aa = 0 (via la coordonnée selon eg) puis a; = 0 (via
celle selon e;), autrement dit X = 0, ce qui implique f = 0.

Remarque : Plutot que de raisonner avec des matrices il est aussi possible de définir les suites
up = f(n+x) et v, = f(x —n) pour n € N. Et on a une relation de récurrence linéaire d’ordre 2

AU + AUpt1 + Aotpg2 =0 et AUt + Avp41 + Agv, = 0.

Il s’agit ensuite de considérer les racines des polynomes associés et leurs relations ainsi que les
conditions initiales pour u, et v,. Les calculs sont les mémes que pour les matrices.

Exercice 2.10. Soient o € R et z,, y € R (pour tout n € N et N € N) tels que

VN eN lim z, Ny =oa.

n—-+o00

Montrer qu’il existe une suite (IVy,)nen & valeurs entieres telle que

lim N, =4

n—-4o00

et

lim =z, N = .
n—+oo in

Solution 2.10. D’apres ’énoncé, il existe une suite (C)r>0 tel que
Vn>Cy |epr —al < 27k,

Sans perte de généralité, on peut supposer C}, & valeurs entieres, croissante et limg_, 1o, Ci = +00.
A n fixé, soit k, I'unique entier tel que Cy, <n < Cf,+1. On pose alors N,, = C}, , de sorte que

—kn
|Zn N, — | = |zng, —al <277
De plus lim,,_, o k,, = 0o car pour tout n > Cj, , k, > k. On a donc bien

lim x,nN, = .
n—+00 ’

Exercice 2.11. Soit (uy)n,>1 une suite de réels telle que u; > 0 et u, > 0 pour tout n > 2.
Supposons que la série

+oo

D> tn

n=1

diverge.
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1. Montrer que la série

—+00
>
n=1 (ur + -+ up)?
converge.
2. Montrer que la série
“+oo
> e

diverge.

3. Soit (x,,)n>1 une suite de réels telle que pour toute suite (y,)n,>1 de réels qui satisfait

“+oo
Z y,zl < 400
n=1
la série
“+oo
Z TnYn
n=1
converge. Montrer que la série
+o0
>
n=1
converge.
Solution 2.11. On note S,, = uy + - - - + Uy.

1. Pour tout n > 2 on a S, > S,_1 et donc

Un, Unp, 1 1
S»,ZL b SnSnfl Snfl Sn

On obtient donc une suite télescopique, pour tout N € N*,

Nunlllll
< — <

oyt S,% 51 SN (5] Sl

La série est donc convergente. (Remarque : En faisant une analogie y <> S, et ¢ < u,, on
. s . N . 7 / . . .
peut également associer la série a l'intégrale ) ¢4 « J 3— = *i' Ceci donne une motivation
n

pour poser et analyser la suite S%)

2. Fixons M > 1. Alors pour N > M, puisque S,, < Sy
N N
Unp, Up,

o S S5 SN SN

(Sx — Sar) = 1— 2M
SN

et comme En 1 Up diverge, il existe No € N* tel que pour N > Ny, g—% < % et donc

P

CQ‘:
L\’)M—t



CHAPITRE 2. ANALYSE

On peut donc trouver une suite d’entier M7 < My < --- telle que pour tout k& € N

Mk+1—1

un>1
Sh
’I’L:Mk
On a alors
M(Z’U, Mgfl Mglu 1 1 )
7”2 J>, R —
PIEEID DN ERE D DL TR
n=1 n=M; n=Mp_1

La série est donc divergente.

(Autre méthode) Par la comparaison série-intégrale : Soit n > 2, pour tout z € [Sp—1, Sn],
% < ﬁ et donc

Sn 1
> / —dx=1InS,, —1InS,_1.
S X

n—1

On a alors que

Ny
Z " >InSy—InS;

et donc que la série
Un,

n—>9 Sn—l

diverge. Il reste a comparer cette série avec celle de I’énoncé. On peut distinguer deux cas :

(A) siu, > Sp_1, alors

(B) siu, < Sp-1, alors

On sépare la série en deux parties

> n n n 1 mn
2:357 Zu u* > 5 < A+ 521

neA nEB

Si | A| = oo alors la série diverge. Sinon, il existe ng > 2 tel que pour n > ng, n € B alors

/
Snl nnsfl

qui diverge également. (Méme remarque que précédemment : on peut faire analogie de la

série et l'intégrale ) g—z < % = Iny. Ceci donne une motivation pour poser et analyser la
suite In S),.)

29
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3. On raisonne par I'absurde et on suppose que la série de terme général z2 diverge. On pose

alors y, = o f”+z2 . D’apres la question 1, la serie
1" n

o0

y2: n
2=

= (af et a2)?

est convergente et par la question 2 la série

DT =) T
n=1 n:1x1+.”+x”
est divergente. Absurde.

Exercice 2.12. Soit f : R — R une fonction de classe C! telle que f(x) = 0 pour |z| > 3. Montrer

b (su If(w)\>4 </ h pas) (| h )

Solution 2.12. Par l'inégalité triangulaire,

x x 400
2 (x) = / () =2 / ) iy <2 / FIF @)y,
donc si
M = sup ‘f(a?)‘v
rER

sup f*(z) = M?
zeR

et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

M? <2 (/_:O \f(y)\zaly>é (/:o ’f/(y)‘Qdy) |

Exercice 2.13. Soit f: R — R de classe C?, positive, telle que f”(x) soit bornée. Montrer qu’il
existe C' > 0 tel que

Va R, |f'(2)] < Cf(a).

Solution 2.13. Puisque f est positive, on peut écrire pour (z,y) € R? la formule de Taylor
Lagrange avec reste intégrale

1
0< f(y) = f@) +(y—2)f'(2) + (y — )? /0 (1= 6)f"(ty + (1 — t)y)dt

et donc

avec

M = sup|f"(z)].
z€R

On reconnait un polynéme de degré 2 en y. Puisque celui ci est positif, son discriminant est négatif
et on a
(f'())* = 2f ()M <0.
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(Autre méthode) Soit x € R et supposons que f/(z) < 0. On a pour tout ¢ > 0

f"e+t) <M

donc
fl(x+1t) < fl(x) + Mt
et donc 1
Pl +1) < J@) + (@) + 5 M2
On choisit ¢t = —% et on a alors
f'(x)?
< < —

ce qui donne f'(z)? < 2M f(z). Si f'(z) > 0 on fait le méme raisonnement mais en considérant
t<0.

Exercice 2.14. Soit (z,,)n>1 une suite de réels telle que la suite (yy,)n>1 définie par

1
Yn = Tp41 — 5 Tn
satisfait
lim y, = 0.

n—o0

Montrer que

lim z, = 0.
n—oo

Solution 2.14. On a .
VneN, zpp1= §$n + Yn.

Les premiers termes sont donnés par

L I DR S R DR SR S
331—25130 Yo, 332—4330 2240 Y1, IE3—8~’L‘0 4y0 2y1 Y2

et par récurrence immédiate on montre que

1 g
Tn = 5p%0 T > o TR Yk
k=1

Soit € > 0. Puisque limy_,o0 yr = 0, il existe M tel que pour tout k > M , |yx| < . On a donc
pour tout n > M + 1

M n—1

= 1 1
ZQn—l—kyk = Zgn—l—kyk+ on—1—k Ik
k=1 k=1 k=M
1 M n—1 1
k+1
< 272 Y| + Z WWH
k=1 k=M
1 M n—1—-M 1
k1
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Le premier terme converge vers 0 lorsque n — oo et le deuxiéme terme est borné pare ;2 2% = 2e.
Il existe donc N tel que pour tout n > N

n—1

1
Z on—1—k Ik

k=1

< 3e.

(Autre méthode) Il existe M tels que pour n > M,

1 1
§xn—5 < Tpy1 < §$n+€

].

Ceci est vrai pour j = 1. Pour I'hérédité on écrit

1 1/1 1
TN4j4+1 < §$N+j +e< B <2j9€N + 25) +e= ﬁﬂvz\/ + 2¢

ce qui donne la premiere inégalité. On a également,

1 1,1 1
TN+j+1 > 53:N+j —&> 5(27.’EN — 25) —E&= ﬁx]\[ — 2¢.
Prenons alors jy € N tel que
|z N
20 =
alors pour n > N + jo,
|zn| < 3e.

Exercice 2.15. Soit (z,)n>1 une suite de réels telle que

lim (4zy, 4+ 22p—1 + Tp—2) = T.

n—oo

Montrer que

lim x, = 1.
n—oo

Solution 2.15. On remarque que
41'77, +2rp 1+ Tp—2— 7= 4(xn - 1) + 2(1:71—1 - 1) +Tp2—1= 45%71 + 2Ty 1+ Tp2

ou T = xn — 1 et donc
lim (4%, 4+ 2%p—1 + Tp—2) = 0.

n—oo

et il faut démontrer que

lim 2, = 0.
n—00

Commengons par considérer une variante plus simple de I’exercice ou pour tout n > 2
4%y + 2Tp—1 + T2 = 0.

On résout alors ’équation associée
4° +2¢+1=0
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qui admet deux racines
~14iv3
Qe =—F

Les suites solutions de la relation de récurrence d’ordre 2 sont de la forme
Tn = aql + Bq"
avec a, 3 € C. Ici puisque |g4| = |g—| = /32 = 3 < 1 on bien

lim z, = 0.
n—oo

Revenons a I’énoncé initiale et soit € > 0. Par définition, il existe N tel que pour n > N,
‘4.fn 4+ 2Z,-1 + fn_2| <e.

et donc par I'inégalité triangulaire
- 1 . 1, . €
Vn >N |2, < §|mn—1‘ + 1‘3771—2‘ +

Puisque 1 > % + %, il existe ¢ €]0, 1[ tel que ¢ > %q + i. On montre maintenant qu’il existe C' tel
que pour j =0
sl < O+ (2.3)

On raisonne par récurrence. Quitte a choisir C suffisamment grand ceci est vrai pour j = 0 et
7 = 1. Pour I'hérédité

e

_ - 1.
|TNj+1] < 5|2N45] + Z|$N+j_1| + 1

(Cq +¢) + %(qu‘1 +e)+

1
L B
28Ty )T

¢ +e

<

/N

Q Q NIk
’Q\:K
|

N

Puisque |g| < 1, limj00 ¢/ = 0 et il existe donc J € N tel que pour tout n > N + J,
|Zp| < e4+e=2e.
Exercice 2.16. Soit un réel 5 > 1/2.

1. Montrer que
400 1 2/6
> <t
n2b 28 —1

2. Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout o € R,

400 1

2 o < ©

n=1

Solution 2.16.
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1. Par comparaison somme-intégrale on a

T dy 1 23
<1 dz — =1 = .
Z 2B +Z/ x25 +/1 :L‘2B +2B_1 26_1

2

2. Sio <1, alors |0 —n?=n?—ocetona
“+o0o “+o0o
1 1
> e <2 i =C
—n2hB 28 ’
— (I+|o—n?) ~ = n
avec la question précédente. Supposons maintenant o > 1. La fonction = +— m est
croissante sur l'intervalle | — 0o, /0| et décroissante sur [\/o,+oco][. Donc par comparaison
somme-intégrale on obtient
+00 1 Vo] -1 1 [Vol+1 1 1
AR D DT DS D e
2 _ 5]\B 2 _ 5]\B (1+1n2—ohB8 2 _ g8
LA =a)? S & Aol | A A e e (o)

/WJ dz +oo dz )
< A / A
1 (L4 22 =a|)f  Jryzrer (L4 |22 —a)P

</+oo dx Lo
SN (At —a))f
22

L’intégrale est toujours bien définie. On réalise alors le changement de variable s = 7~

/+°° dx [t Vods
1 @2 —o)? S V(L tals—1))°

_/+oo ds

S Je(L s — 1) ols— 1)
+oo ds
0 Vsls— 11 +]s— 17

car ¢ > 1. L’intégrande est intégrable en 0, 1 et 400, donc cette intégrale est finie et ne
dépend plus de o.

Exercice 2.17. Montrer que

oo —z2 —t2/4
cos(zt)e ™ dox = /me .

Solution 2.17. On pose
“+oo

Ft) = / cos(zt) e da.
Alors

et par dérivation sous 'intégrale

flit)=— /+OO sin(xt)xe_xgd:v
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olt on utilise que |sin(zt)ze | < |9U]e*x2 qui est bien intégrable. Par intégration par parties,

') = —% /_+Ootcos(xt)e_”"2dfv = —%f(t)-

Il reste & donc résoudre ’'équation différentielle linéaire suivante
F(0) = =510, 10) = V7.
On pose g(t) = f(t)et2/4, et auquel cas
g0 = (f'(0)+ 510 =0,

2
Donc g est constante et g(0) = /7 et finalement f(t) = \/7?6_%.

Exercice 2.18. Soient a < b deux réels.

1. Montrer que pour toute fonction ¢ € C%([a, b]) telle que ¢”(x) > 0 et |¢'(z)| > 1, pour tout
A >0,

~X

/ab cos (Ap(z))dz| <

2. Montrer que pour toute fonction ¢ € C%([a, b]) telle que

/ab cos (/\go( ))

"(z) > 1 et pour tout A > 0,

o ‘G y‘\»b

7
Solution 2.18.
1. On écrit
cos (Ap(z)) =

et donc par intégration par parties

/ab cos (Ap(z))dz = [W]Z B /ab sin (Ap(z)) CZC(/\S;(I))dx.
Puisque |¢/(z)| = 1 > |sin (Ap(z))] on a

sin (Ap(x)
5o <
Grace aux hypotheses ¢”(z) > 0 et |¢'(x)| > 1, on peut écrire
b aes
/a sin (Ap(z)) di( )dx ’/ sin ( (('; Ex;)de
" (x)
/ A/ (x))?
1 b
[ ¢! (.T,')]a
2
S

On peut alors conclure

b
/ Cos ()\go(x))dx‘ < ;—F ; = .
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2. Supposons qu'il existe ¢ €]a,b[ tel que ¢'(¢) = 0. Pour § > 0 a choisir, on décompose
I'intégrale en trois partie.

b max(c—d,a)
/ cos (Ap(z))dz = / cos (Ap(z))dx

min(c+9,b)
+/ cos (Ap(z))dzx

max(c—9,a)
b
—i—/ cos (Ap(z))dzx
min(c+9,b)
=0+ 1+ Is.
Puisque ¢” > 1, on a
Va €la,b] ¢ (z)] = |z —d].

et donc que |¢'(x)| = ¢ pour tout = tel que |x — ¢| > 4. On peut appliquer la question 1 &
©(x)/0 pour obtenir que

max(c—d,a)
p(z) 4
pr— < .
I /a cos <5)\ 5 >dx\ 3

tout A > 0. Par le méme raisonnement on a I3 < %. On a aussi directement

min(c+4,b)
I < / | cos (Ap(z))|dz < 20

max(c—d,a)

Finalement on a

<2 1

b
/a cos (Ap(z))dz| < i

Il reste & choisir § qui minimise le membre de droite, c’est a dire poser § = % et on obtient

bien
4 8

b 4
/a cos (Ap(z))dzx 7 + 7 = 7

Ceci termine le cas ou il existe ¢ € [a,b] tel que ¢'(c
comme l'intégrale sur Uintervalle {z : |¢/(z)| < d} et

<

) = 0. Pour le cas général on définit I,
le reste de la preuve ne change pas.

Exercice 2.19.

1. Résoudre ’équation différentielle suivante sur [—m, 7] :

2" (t) — z(t) = cos(2t).

2. Soit f une fonction C°(R,R) tel que f(t) = 0 si [t| > C. Montrer qu’il existe une solution &
I’équation

2(t) — 2(t) = F(t)

telle que limy_, 4o 2(t) = limy—, oo 2(t) = 0.

Solution 2.19. _
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1. On commence par chercher une solution particuliere de la forme A cos(2t).
—4A cos(2t) — Acos(2t) = cos(2t)
et donc z,(t) = —2 cos(2t) est une solution. Les solutions de I’équation homogene
zp(t) —xp(t) =0

sont données par H = {Be! + Ce™ B, C € R}. L’ensemble des solutions est donc

S = {—;cos(%) + Be' +Ce™" B,C € R} .

2. 1l existe une solution particuliere a ’équation

Yp(t) = yp(t) = f(t).

L’astuce de 'exercice est de ne pas chercher a calculer cette solution sur l'intervalle. Par
contre, y, satisfait y, —y, = 0 sur sur [C, co[ et donc il existe ay, B+ € R tels que

uplt) = auyel + Bre
pour tout ¢ € [C, c0[. De méme il existe a—, f_ € R tels que
yp(t) = a_e' + B e
pour tout t €] — oo, C]. On peut lui ajouter une solution homogene : pour tout B,C' € R

y(t) = yp(t) + Be' + Ce™*

est également solution de l’équation différentielle. On choisit alors B = —ay et C = —(_
pour obtenir
(a_ —aq)e sit €] —o0,—C]|
y(t) = S yp(t) —a_et — B_e™t site[-C,C]
(B4 — B-)e™ si t € [C,00]

et cette fonction satisfait bien

lim y(t) = lim y(¢) =0.

t—o00 t——o0
Exercice 2.20. Soit v € (0, 1]. Soit (x,)n>1 une suite de réels positifs. On suppose que
Yn>1l xpi1 <xp+ x}z_v.

Montrer qu’il existe D > 0 tel que

Que se passe-t-il pour y =07
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Solution 2.20. On raisonne par récurrence. Pour n = 1 il faut que z1 < D. Pour I’héréditié,

1
supposons z, < Dn~ et alors
< 1_,}/ 1 1_7 1—y
Tpt1 S Tp+ 2, <Dnv+D n .
On pourrait alors conclure si il existe D > z1, tel que pour tout n € N

1 1— 1-n 1
Dnv+D" "7 "n <D(n+1)7.

1
Puisque x — 7 est convexe, on a

1 1 1
(n+1)" >nv + Zpa!
Y

et donc D
D(n+1)v ~Dny > Zpa L
Y

11 suffit donc de choisir D tel que vD~7 > 1. Finalement on pose

Dzl—{—xl—i—V%.

et la preuve par récurrence fonctionne avec ce choix ci. Finalement pour le cas v = 0 on a
Tnt1 < 22, et donc directement x,, < 2"z;.

Exercice 2.21. Soit p > 2 un nombre impair. Montrer que
-1

Z 27rzk2

k=0
Solution 2.21. On écrit
2
p—1 o2 Pl 2 Pl 2mik2 1 ; p—1 ;
Ze—“;’“ =Y e Y e i 3 o Pk -k3) _ 3 o (k1 —h2) (k1+k2)
k=0 k1=0 ko=0 k1,ko=0 k1,k2=0

Puisque e P — pour tout k € Z, on peut considérer (k1 — k2)(k1 + k2) mod p. On fait le
changement d’indice £ = k1 — ko mod p et w = k1 + k2 mod p. On a

2kiy =¢+u modp et 2ky=u—¢ modp

et donc
ky=2"'0+u) modp et ky=2"'(u—¢) modp

ol on a utilisé que p est impair et donc que 271 mod p existe. Finalement ce changement d’indice
est bien une bijection de (Z/pZ)? et donc

-1 1 1
pz: 27r1k: pz: pz: 27 fu
k=0 £=0 u=0

Par sommation de séries géométrique

i Wgu_{p sil=0

e P
— 0 sinon
u=0

et finalement
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Exercice 2.22. Soit f € C°(R,R) avec f” > 0 et telle qu'il existe zg € R tel que f”(zg) > 0. On
note

A={(z.y) Ry > f(2)} et C={(z, f(zx)),z R}
Montrer que pour tout X € A et e € R?\ {0}, {X + Xe, A € R} N C # 0.

Solution 2.22. (Remarque : Pour cet exercice il était tres fortement conseillé de commencer par
faire un dessin.)
Soient X = (x1,22) € A et e = (e1,e2) € R?\ {0}. L'objectif est de montrer qu’il existe A € R
tel que
g(A\) = f(z1+ Ae1) — (x2 + Aea) = 0.

Comme (x1,22) € A, on a xg > f(z1) donc ¢g(0) < 0. Par convexité on a f(z1 + Ae1) = f(x1) +
Aerf'(z1) et donc
9(\) = f(x1) — z2 + Mer f'(z1) — e2).

Si ey f'(x1) — e2 # 0, alors en prenant A — 0o en fonction de son signe, g(A) — +oo, donc on
conclut par le théoreme des valeurs intermédiaires.

Sierf'(x1) —e2 =0, si eg = 0 on conclut car g(A) = f(z1) — (z2 + Ae2) et ea # 0 donc cette
fonction est positive quelque part.

Reste le cas ey f/(x1) — ea = 0 et e; # 0. Montrons que si g ne s’annule pas, alors que f’ est
constante. En effet, soit y € R et Ag tel que x1 + Agey = y, alors g(Ao + A) = f(y + Ae1) — (z2 +
Aoez + Aez). Par convexité, on a encore f(y + Ae1) = f(y) + Ae1f'(y), et comme g(\) < 0 pour
tout A € R, on doit avoir (e1f'(y) — e2) = 0 donc ¢ = f'(y) et ce pour tout y € R. Donc f’ est
constante, mais c¢’est en contradiction avec f”(zg) > 0.

Exercice 2.23. Soit n € N. Déterminer un équivalent quand ¢t — +oo de

1
Ap(t) :/0 sin?(zt)z" 2 dz.

Solution 2.23. On vérifie que l'intégrale est bien définie pour n € Net ¢ > 0. Si n > 2, la fonction
est continue sur [0, 1] et est donc bien intégrable. Sin =0oun =1, on a
9 x2t?

sin? (wt)2~ =2 sin(at)r! ~ - =t

x:O 2
Dans les cas on obtient une limite finie. La fonction est donc prolongeable par continuité sur [0, 1]

et donc intégrable. On calcule maintenant 1’équivalent en ¢ — oo.
Pour n = 0, par changement de variable y = xt,

12 o2
/ sin (2$t) dp = t/ sin Q(y)dy,
0 € o Y

or f0+oo sin?(y)y~2dy < 400 et donc

00 sin?(y)
Ao(t) t:oo t/(; y2 dy

Ce changement de variable ne marche plus pour n > 1 car alors y — sin?(y)y" 2 n’est pas intégrable
pres de +o0.

Pour n =1, (z,t) — est continue sur RY en ¢, continue et intégrable sur ]0, 1] en x, est
dérivable par rapport & ¢t de dérivée (z,t) — 2sin(xt) cos(xt). Cette dérivée partielle est continue

sin?(zt)
x
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sur [0,1] en x, continue sur R* en ¢, et dominée par 2 pour tout ¢ > 0 et x € [0,1], ce qui est

intégrable sur [0, 1]. On peut donc dériver A; sous l'intégrale :

dA;

1 1
(1) = /O 2 cos(wt) sin(wt)dz — /O sin(2tz)dz =

275(1 — cos(2t)).

Par conséquent, on obtient

Int ¢ cos(2s)
Al(t) = Al(l) + 7 + /1 Tds

De plus, par intégration par parties on a

/ltcos(2s)d8 _ [sin(2s)y’ +/1t sin(2s) o),

2s 4s |, 452
et donc In(t)
n
Al(t) t:oo 2
Pour n > 2, comme sin?(tz) = 1_%‘(2”’), on a
1 ! n—2 1 ! n—2
Ap(t) == [ 2" %dx — = | cos(2tz)x" " “dz.
2 Jo 2.Jo
Sin =2, on a directement
1 sin(2tx) 1
Ay(t) = - - —.
2(t) 2(n—1) 4t t—oo 2(n—1)
Sin > 3, par intégration par parties on a
e n—2 L. n—211 n—2 ! : n—3
— [ cos(2tz)x" " *dx| = |=[sin(2tx)z" 7] — sin(2tx)z" " *dx
2 Jo 2 2% J,
1 n—2 [
< — 1dz.
ST /0 v

qui converge vers 0 quand ¢ — +oo et alors comme précédemment on a

tlg& An(t) = Q(nl—l)
En conclusion £ gin2(y)
t /0 " dy sin=20
An(t) oo begz'nequation*1.5em]M sin=
beginequation*lem]m sin > 2

Exercice 2.24. Soit
—+o00
flz) = / e Y cos(xy)dy.
0

1

1. Montrer que f(z) = 17.3.
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2. Montrer que que |f®)(z)| < k!
3. Quels sont les (x, k) tel que |f*)(z)] = k! ?
4. Déterminer une formule explicite pour f*)(z). On pourra utiliser cos(zy) = Re(e?).

5. En déduire que |f®)(z)| < T 5

a:Q)k/Q .

Solution 2.24.

1. Pour x = 0, on a directement f(0) =1 = ﬁ. Pour x # 0, par intégration par parties on
obtient
+00 +00 3 1 +00
/ e Y cos(zy)dy = / e Yo, [Sm(xy)} dy =~ / e Ysin(zy)dy
0 0 z T Jo

et de méme

+oo +oo 1 1 +oo
/ e Ysin(zy)dy = / e Y0, [— cos(xy)} dy = — — / e Y cos(zy)dy.
0 0 0

x r x
Finalement

oo 11 e

e Yeos(zy)dy = - — = e Y cos(zy)d
/0 (zy)dy = — xQ/O (zy)dy
et donc
o0 1
e Ycos(xy)dy = —.
/0 (zy)dy = 7 pe

(Autre méthode : on écrit cos(x) = W et on intégre les exponentielles.)

2. Pour tout k € N, la dérivée partielle k-eme de (z,y) — e~ Y cos(xy) par rapport & x est bien
définie, continue en les deux variables, et dominée par y — e Yy*, qui est intégrable sur R,
donc on peut dériver sous 'intégrale :

+o0o
0@ = [ e o) an)dy
0
et donc
“+oo
O@< [ etay=p
0
ou la derniere égalité se montre facilement par récurrence.

3. On n’a égalité que si x = 0 et k est pair. En effet, si (cos)(k) (zy) < 1 enuny > 0 quelconque,
par comparaison on a

“+oo
F® ()] < / e Vytdy — kI
0

+o0 +oo .
/ e Y cos(xy)dy = Re </ e(_1+”)ydy>
0 0

+o00 )
f®(x) = Re < / (z’y)’“e““x)ydy)
0

4. On a

donc
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et par intégration par parties, si k > 1,

+oo ) +o00 .
Re </ (iy)ke(lﬂz)ydy) — Re (/ 1 (iy)kay(e(lJr”)y)dy)
0 0

—1+iz
_ —ik oo ke (—1+iz)y
_Re<—1—|—ix/0 (iy)" e dy
et donc par récurrence
. k
M (z) =R ! kL.
fo@) e((l—ix) >

5 On a
k! k!

®)(2)] < < i .
P @)l < |1 —izlk = (14 z2)k/2

Exercice 2.25. Soit a > 0. Montrer que

R
fr(y) = /1 tlaCOS(ty)dt

admet une limite finie quand R — 400 pour y > 0. On note f(y) cette limite. Déterminer un
équivalent de foo(y) quand y — 0 .

Solution 2.25. Par intégration par parties,

frtw) = [ L, = L () ) 0 [ "L sin(iy)at

tCL

et donc

+o0o
lim fr(y) = 21/ (— sin(y) + a/l % sin(ty)dt>

R—o0 t

car l'intégrale converge.
On calcule maintenant 1’équivalent pour y — 0. On a d’une part

lim ——2~ sin(y)
y—0 Yy

=1

et d’autre part, avec le changement de variable z = ty, on a

too 1 too 1
a/l prEsy sin(ty)dt = aya’/ sy sin(z)dz.
y

Pour le cas a €]0,1], z — za% sin(z) est intégrable sur Ry et on a alors

too 1
fooly) ~ aya_l/o porEs sin(z)dz.

y—0

Pour le cas a = 1, avec la formule de Taylor Lagrange, on a

sin(z) = z + /Oz(z —t)(—sin(t))dt = z + 2%g(2)
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avec g une fonction telle que |g(z)| < 3 pour tout z et alors

/ Sng) & :/ 51ngz)dz+/ Slngz)dz
y z y 2 1 z

[
|
5
<
+
2
=

et donc )
foo(y) y:O In <y> .

Pour le cas a > 1, par le méme calcul on a

/+°° sin(z
a+1
y z

Et finalement

L siny) g [1 _ )
3Eli%j'},o( y) = 7}1_1}(1)( ) +ay /y g sin(z)dz | = @-1) 1.

Exercice 2.26. Le but de l'exercice est de construire une solution non nulle pour I’équation
différentielle suivante sur R:

L= (a— 11)@/“1 "o <ya11> + o)

—f(z+1)
_ 2.4
f@) + 1) =~ (2.4
1. Pour S € C(R), résoudre I'équation '+ f = S.
2. Soit zg > 0. On définit une suite de fonction sur [z, +oo[ par

oo f(t+1)et

1+ t2 dt.

folz) =" et nﬂmﬁzeﬂ/

pour tout n € N.

(a) Montrer que cette suite est bien définie sur [zg, +o00].

(b) Montrer que si zg est suffisamment grand, ) fn est définie et vérifie I'équation (2.4).
Déterminer son comportement quand x — +oo.

Solution 2.26.

1. On cherche une solution sous la forme f(z) = g(z)e™*, ce qui donne ¢'(z)e”* = S(x) ou
encore
g(z) =C+ / S(t)eldt
et donc

f(x)=Ce ™" +e” /S Yeldt.
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2. (a) On montre par récurrence que x — € f,(z) est uniformément bornée sur [z, +oo[. On

note
[e"fllo = sup [e”f(z)].
z€[z0,00
Pour n=0o0n a
le” folloo =1

Pour n > 0, on suppose ||e” fy||c0c < 00. Pour > 29 > 0 on a

+oo L (t 1 t +oo dt
/ wdt‘ < 6_1H€xfn”oo/ 00

x — R

1
1+¢2

(b) Il est possible de prendre z( tel que
e — S
vy 1412

1 1 1
le® frt1lloo < Slle®fulloo < S lle” folloo = o

car t —

est intégrable sur R. Et donc ||€” fr41|loc < 0.

Y

N

et alors

par récurrence immédiate. La série

9(@) = 3 fula)

neN

est alors bien définie sur [zg, +o0o[. Par ailleurs, pour tout n € N, on a

fn(1+2)
fri1(@) = = far(z) — 122
et donc
1
l€” friilloo < €% fatillos + €7 flloo < o 1°

La série des (f])nen est donc uniformément convergente, donc g est dérivable sur
[x0, +oo[ de dérivée ¢'(x) = >, cn fr(x). On voit alors que g vérifie I'équation (2.4)
sur son domaine de définition. On a par ailleurs démontré dans la question précédente

quesin = 1et x> xg,
1 -z, —1 e dt
| fu(z)] < Fe e /x [

et donc ) -y fn(T) = 02 400(e™®) tandis que fo = e~ donc on a bien g(z) = e™* +

Oz—stoo(€%).
Exercice 2.27.

1. Soient J un sous ensemble fini de N et f(z) = > .yan2" de rayon de convergence +oo tel
que pour tout i € N\ .J, f(0) = 0 et pour tout j € J, fU)(1) = 0. Montrer que f = 0.

2. Est-ce toujours vrai si J est infini ?
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Solution 2.27.

1. Pouri € N\ Jona 0= f®(0) =ila;, donc

_E pd
= a;x

JjeJ
et J est un ensemble fini. On prend jy = max J, alors
0= fY)(1) = jolay,
et donc en descendant J on a a; = 0 pour tout j € J, donc pour tout j € N, et donc f = 0.

2. Non, on peut proposer le contre exemple suivant. On pose f(x) = sin(rz) et J = {entiers impairs},
on a alors bien les propriétés demandées.

Exercice 2.28. Soient f € C'(R,R,) intégrable sur R et a < b tels que f/(x) > 1 pour tout
x € [a,b].

b— 2
1. Montrer que [ f > ( ;) )

2. Existe-t-il une fonction pour laquelle on a 1’égalité ?

2
3. Montrer qu’il existe une suite de telles fonctions (fn)nen telle que [ fr — (b 2(1) quand

n — —+00.
Solution 2.28.

1. Ona f >0 donc f(a) >0 et donc f(z) > x — a pour z € [a,b], et alors

/Rf(:z)dx > /: PRV /ab(x o o _2a)2‘

2. Si c’est le cas, alors il faut que f(z) = x — a pour tout = € [a,b] et 0 ailleurs, sinon l'intégrale
(b—a)?
5

de f serait strictement plus grande que celle de cette fonction, qui est exactement
Cela implique f = 0 dans | — 00, a], donc comme f est C!, cela implique f’(a) = 0, ce qui
contredit 'hypothese ' > 1 sur [a,b]. Il y a également un probléme de continuité en b, avec

fb7)=b—aet f(b")=0.

3. Pour construire un exemple explicite sur a = 0, b = 1, on peut par exemple procéder comme
suit. Soit € > 0. On définit f. par

0 pour z €] — 00, —2¢],
o f.(x) = L(z + 2¢)? pour = €] — 2¢,0][, de sorte que f-(0) = ¢, f2(0) = 1 et fo(—2¢) =

[ ]
-
&

I

€ + x pour z € [0, 1],

) =

) = a1 4 cos(*== =1 1 B3)) sur |1,y[, ol @, B,y sont choisis de sorte que f-(1) =1 +¢,
)=1, f(y) = f (y): et 1 <y <1+ 27e,
) =

0 sur [y, +ool.
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Par périodicité du cos, on peut supposer sans perte de généralité que § € [—m,7]. On prend y
comme le premier point ou le cos vaut —1, donc yT_l + 8 = m, clest-a-dire y = 1 + (7 — b)e, qui
est bien dans [1,1 4 27¢]. Ce choix assure immédiatement le recollement de f. et f! en y (sauf si
B = m, qui impliquerait y = 1, mais c’est impossible car cela impliquerait f-(1) = 0). Cherchons
une solution avec cos(f) > 0. Forcément a > 0. Les autres contraintes sont alors

at+vat-—e?=1+¢
sin(b) = —=£

«

{a(l +cos(B)=1+¢

ce qui est équivalent (car cos >0) a
o gin(8) - 1 q q ( (8) > 0) {

La fonction a — o+ va? — €2 est strictement croissante sur [e, 400[, vaut € en € et tend vers +o0o
en +o0o, donc comme € < 1 + ¢, par le théoreme des valeurs intermédiaires et la stricte croissance,
il existe un unique a* > ¢ tel que a* + /(a*)?2 —e2 = 1+ e. On prend alors 8 = arcsin(—¢/a*),
qui est dans |arcsin(—1),0] =] — 7/2,0], donc vérifie bien cos(8) > 0.

Exercice 2.29. Soit +%0 cos(ar) sin(yr)
f(z,y) = /0 Wdr.
1. Montrer que cette fonction est bien définie et continue sur R2.
2. Montrer qu'elle est C! sur R?\ {(x,y) € R?,z = y}.
3. Montrer que x — f(z,z) est C! sur R*.
4. (Bonus) Est-elle C! sur R?\ {0} ?
Solution 2.29.

1. L’intégrande est continu en z, y, et dominé par r (1%)2 qui est intégrable sur R, donc
par le théoréme de continuité d’une intégrale a parametre, f est continue en x et y.

2. Par intégration par parties, pour x # 0, en posant

{u’(’r) = cos(xr) {u(r) = sin(ar)
v(r)

N e
on obtient
/+°° cos(zr) sin(yr) dr — 1 [sin(xr) sin(yr)] oo Y /+°° sin(zr) cos(yr)
0 (14 7r)2 oz (141r)? 0 z Jo (14 7r)2
2 /+°O sin(zr) sin(yr)
+ — - 7 @ 7
z Jo (147r)3
oy /+°O sin(xr) cos(yr) N 2 /+°° sin(zr) sin(yr)
oz (14 7r)2 x Jo (14+7r)3 7

et avec une seconde intégration par parties sur la premiere intégrale de cette derniere ligne,

{u’(r) = sin(zr) {u(r) __ cos(zr)

U(T) = % _ _,,sin(yr) _ 2cos(yr)

en posant

v’(r) - y(1+7~)2 (1_1_7,)3
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il vient

Ly /+°0 sin(ar) cos(yr)  y [cos(:m“) cos(yr)rm ' /+°0 cos(xr) sin(yr)
0 0

x (1472 22 (1+47r)2 0 x? (14 7r)2
n 2y [T cos(zr) cos(yr)
$2 0 (]. -+ T)S
2 +o0
Yy Ly 2y cos(zr) cos(yr)
= 2+$2f<1',y)+ 2/ (1+7,)3 ’

donc

B +0 gin(xr) sin(yr) +0 cos(xr) cos(yr)
(1?2?/2)f($7y)—y+2x/0 (1—|—’f’)3+2y/0 W

Cette relation se prolonge par continuité en z = 0. Chacun des intégrandes est continu et
intégrable en r, dérivable en x et y, de dérivées partielles continues en r, = et y et dominé
par 1 ) — =, qui est continue et intégrable sur R, donc les deux intégrales sont dérivables

en x et y (et ce pour tout x,y € RQ). En multipliant par fiy% qui est une fonction C! sur

R2\ {(z,z),z € R}, on obtient donc que f est égale & une fonction C* sur R?\ {(z, ),z € R},
d’ou le résultat.

3. Par linéarisation du produit de fonctions trigonométrique puis intégration par parties, pour

z 7& 07 en posant
{ul(r) = sin(2zr) {u(r) _ _Coséia:r)

o(r) = (1+1r)z v'(r) = —ﬁ
on obtient
Feo 3r(cos(23:r))
flz,z) = i / (1 —————dr
|1 cos (2xr)]" °° cos(2xr)
B 1+7)2], (1+r)3

et donc pour tout z # 0, donc pour tout € R en prolongeant par continuité,
1 1 [T cos(2zr)
cf(x,x) =~ —= —dr
J(@,2) = 2/0 (1+7)

Par le méme raisonnement qu’a la question précédente, on peut dériver sous l'intégrale pour
tout z, donc zf(x,z) est égale & une fonction C! sur R, donc en multipliant par x + %, qui
est C! sur R*, on a montré que f est C' sur R*.

4. (Bonus) Idée de la preuve : Calculer 9, [(1 - g—;) f(x, y)} puis prendre y = x + ¢ avec € — 0.
Il apparait un probléme dans la convergence de 9, f

Exercice 2.30. On définit la fonction Rev par Rev(0) = 0 et si P # 0 est tel que P € R,[X]\
R,—1[X] avec P = >7_, arz®,
Rev(P Zan kx

1. Rev est-elle linéaire ? Inversible ?
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2. Montrer qu’elle est inversible dans Q = {P € R, [X] \ R,,—1[X], P(0) # 0}.
3. Déterminer les P € R, [X] tel que Rev(P’) = (Rev(P))'.

Solution 2.30.

1. Rev n’est pas linéaire. Par exemple, on aRev(X) # Rev(X?2 + X) — Rev(X?) par exemple.
Elle n’est pas inversible non plus, comme par exemple Rev(X?) = Rev(X) = 1.

2. Les contre exemples précédents fonctionnaient a cause du changement de degré. Ici on a
VP € Q, deg(Rev(P)) = deg(P) et alors

deg P deg P deg P
Rev(Rev(P)) = Rev (Z adegp_kl’k> = Z adegp_(degp_k)xk = Z apz® =P
k=0 k=0 k=0

ce qui implique la bijectivité.

3. Soit P € R, [X] avec
n
P(z) = Z apx”
k=0

et a, #0. On a

n—1
P'(z) = Z(k + Dagy 12"
k=0
et alors
n—1 n—1
Rev(P') = Z((n —-1-k)+ 1)a(n_1_k)+1xk = Z(n — k)an_pzt.
k=0 k=0

On a également
n
Rev(P) = Z an_px"
k=0

et donc
n—1

(Rev(P))' = 32k + Da 12"

k=0
On a donc légalité Rev(P’) = (Rev(P))’ si et seulement si pour tout k € [0,n — 1],

(TL - k)an—kz = (k + 1)an—k—1'
Pour j =n — k € [1,n], cela donne
jaj = (n—j+1)aj
donc )
(n—j+1)
J

Par récurrence, a; = ag (?) donc P = ap(1 + X)" par la formule du binéme de Newton, et
ces polynomes vérifient en effet la relation. Remarques : en général, si P € R, [X]\ R,,—1[X],
Rev(P) = X"P(1/X). On en déduit que si P = ag(l + X)", alors P = Rev(P) et P/ =
Rev(P'), ce qui rend immédiat la vérification que ces P vérifient la question.

aj; = aj—1-
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Exercice 2.31. On définit ’espace

Wy = {f € COO([17+OO[7R)7VJ €N, Hx2+jf(j)(x)HLO“([L-‘rOOD < +OO}

+oo
%wz/ oL f (1)t

Pour f € Ws, on pose

Montrer que g € Whs.

Solution 2.31. Comme f € W, il existe K > 0 tel que |f(x)| < Kx~2 pour tout x > 1, et donc

)‘ —+00 ez—t e —+00 .
T gK/ dt<K/ e 'dt <
- t2 = 1112 - = .7}2

De plus, par intégration par partie en prenant

{u/(t) = et {u(t) = —ett
u(t) = f(t) v'(t) = f'(t)

on obtient

+00 +o0
ﬂ@:pqu@gw+/’ ﬁ%WMﬁzf@Hwﬁ/ et ()dt

s = e re (@ [ eroa) - [ et

En prenant K > 0 tel que f'(z) < Kz~3 pour tout 2 > 1, on a

+o0 +o0o ea:—t e +oo
/ e“f’(t)dt‘ < K/ G <K e tdt <
x x

3
z° J, z

et donc

donc |¢'(z)| < & . On continue ainsi puisque par induction g¥)(z = /. o et 1) (¢)dt
(Autre methode) On fait le changement de variable u =t — z, de sorte que

+oo
g(x) = /0 e " f(x + u)du.

La fonction (z,u) € [1,+00[xR4 +— e " f(x+u) est continue en u, C* en x, de dérivée j-éme selon
x égale & e~ fU)(z 4 u), qui est continue en u et dominée par

w | FO oo (1 oope ™ < Nl = 22 FO(2)]| poo (1 roope ™

qui est intégrable. On peut donc derlver sous l'intégrale autant de fois qu’on veut, ce qui montre

que g est C*° de dérivée j-eme g(]) f+°° e~ fU)(x + u)du, et donc
+oo 245
() (z+u)™|fx+u)| _,
@< [ e,

||y = 2 O (W) || e (1 400) [T Cugy | — 221 fU)(2)|| poo ([1+o0)
22+ , ¢ 22+
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Exercice 2.32. Soit A € R. On définit
Xa:={f€C'RR) t.q. f(z) = 1 quand z — 400 et
Jg € CO(Ry,R) Vz € Ry f(z) = g(z)g(z + A) avec g(z) — 1 quand = — +o0}.
1. Montrer quesi f > 0 et |f(x)—1] < ﬁ pour tout z € Ry , alors f € X 4 pour tout A > 0.
2. Décrire Xj.
3. Si f(0) < 0, montrer qu’il existe 9 > 0 tel que f & X¢ si |e] < &o.
Solution 2.32.

1. Analyse: Supposons f € X4, il existe alors une fonction g telle que f(z) = g(z)g(x+ A). On
a également f(z+ A) = g(z + A)g(z +2A) et donc si f(z + A) #0,

flz)  _ flx)

9(z) = gzt A) " flztA)

g(xz +24).

On peut itérer cette relation

f(z+24)
f(z+34)

Par récurrence immédiate on a alors

z + 2k A)
<Hf:c+ 2k + 1)A ))WHM)

pour tout x € R4. On considere la limite n — oo. On a lim, o g(x + 2nA) = 1 et il reste
a montrer que la limite du produit est bien également définie. Il existe C' > 0 tel que pour
tout k£ > kg on a

f(z) [z +24)

9(w +24) = F(zx+ A) f(z +34)

g(x +4A), donc g¢g(x)= g(x +4A)

\f(x+kA)—1]<%<%.
Alors
(@ +2k4) & fz 4 2kA) d fz + 2kA)
. fo+ 2k+1)A )_kzz()ln(f(x+(2k+1)A)>+k:§+lln<f(x+(2k+1)A)>'

Le premier terme est une constante (et borné car f > 0) et pour deuxiéme terme, puisque

|In(1+z)| < 2|z| sur [3,2] on a

(e stem)| < 2 (@ @)

k=ko+1

n

D

k=ko+1

qui est bien sommable pour n — oco. On pose alors

f(z + 2kA) (z + 2kA)
nlinéo<fo+ 2k +1)A ) fo+ (2k + 1)A)’
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Synthese : Vérifions qu’un tel g convient. Tout d’abord, on a

z+ 2kA) f (2k +1)A)
g(z)g(z + A) HIEEO<fo+ 2k +1)A H 27€+2)A)>
~ lim f(x)
oo f(z + (2n + 2)A)

= [f(x).

Ensuite, en reprenant les calculs précédents on a pour tout x suffisamment grand

| In g(x 202( 21:11) )

et donc lim,_,o | In g(z)| = 0 car la série est sommable. Enfin en notant hy(x) = In (%
on
- 1
<2 .
> <20 S (gt i) <
k=ko+1 k=ko+1

La fonction In g(z) est continue comme limite de fonctions continues uniformément conver-
gente.

2. Il s’agit des fonctions continues positives de limite 1 en 400 : si f est une telle fonction, on
peut prendre g = /f, et réciproquement toute fonction de la forme f = g? avec g continue
et g — 1 en +0o est continue, positive et tend vers 1 en +oc.

3. Soit f € C°(Ry,R) telle que f(0) < 0. Raisonnons par I'absurde : supposons qu'il existe
une suite (g,,)nen avec €, — 0 telle pour tout n € N, f € X, | et notons g, les fonctions
associées, de sorte que f(x) = gn(z)gn(z + &,) pour tout € Ry et n € N. Soit n € N, on
a0 > f(0) = gn(0)gn(en), donc g,(0) et g,(e,) n’ont pas le méme signe. Par le théoreme
des valeurs intermédiaire, g, s’annule donc quelque part dans [0, ], disons en v, et alors
f(vn) = 0. On construit ainsi une suite (v,)nen avec v, — 0 telle que f(v,) = 0 pour tout
n € N, donc f(0) = 0 par continuité de f, ce qui est une contradiction.

Exercice 2.33. Pour g € L'(R, R, ) continue, on définit

Flg)(t) = 2/Re|“|g(a:+t)dx.

1. Montrer que F(g) € L'(R,Ry) est continue, bornée et que [p[F(9)](¢)dt = [ g(x)dx
2. Montrer que F'(g) est dérivable deux fois et calculer sa dérivée seconde.

3. Question bonus : montrer que si de plus g € L*®(R,R;),g # 0 et g décroissante sur Ry et
croissante sur R_, alors || F(g)/co < [|9]|co-

Solution 2.33.

1. Avec le changement de variable x — ¢, 'intégrande est continu en z et ¢, dominé par x — g(z),
qui est continue et intégrable, donc 'intégrale est une fonction continue de ¢. Pour la méme
raison, pour tout t € R,
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et donc t — F(g)(t) est une fonction bornée sur R. Enfin, comme g et exp sont des fonctions
continues positives, on peut appliquer le théoréeme de Fubini-Tonelli:

/RF(g)(t)dt = ;/R (/R e llg(z +t)d:c> dt
= ;/Re_ml </Rg(:n —|—t)dt> dx
_ ;/Rexl </Rg(u)du> dx
-3 (o) ()
=/Rg(wdu

2. On fait le changement de variable y = x 4+ ¢,

2F (g)(t) = / e v tg(y)dy

R

t 400
= / e''g(y)dy + / e Yg(y)dy
t

—00
t +o0o
—ct [ eyt [ gy,
—00 t
Tout est dérivable, et on a alors

2F(g)'(t) = e <— /t e'g(y)dy + etg(t)> +e </t+oo e Yg(y)dy — e‘tg(t)>

—00
t —+o0
=—e / eYg(y)dy + €' / e Yg(y)dy.
—00 t
Ceci est encore une fois dérivable et de dérivée

2F(9)"(t) = —e™ (— /t g(y)dy + etg(t)> +e (/;OO e Yg(y)dy — etg(ﬂ)

—00

¢ +o0
_ / e tg(y)dy + / e ~g(y)dy — 29(1)

— 2 (g)(1) — 29(1).
On a donc F(g)" = F(g9) — g.

3. Question bonus : soit ¢ €]0, [|g|loo[ (il en existe un car g # 0 donc ||g|lcc # 0). Soit M
Pensemble des points o1 g > ||g||cc —&. C’est un intervalle qui contient 0 au vu des propriétés
de croissance/décroissance de g, et il est borné car g € L'(R,R;) et

/R 9> /Mg > (llg]loc — ) Diam (M),

On a donc
Pl (o) < 19l Sy e Qlglloe =€) foyag e lds
o e T e lda
_gc =
Jne |Z[ ] fR e .
B S o

fR e~lzldx fR e~1zldx
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Exercice 2.34. Soit h € C°(R,R) tel que |h(x)| < 2~ et |/ (x)] < ﬁ pour tout x € R. Montrer

1+|z|
que
L/

Solution 2.34. On sépare 'intégrale en deux zones: |z —y| < 1 et |z —y| > 1. Pour |z —y| < 1,
on a

2
dxdy < +o0.

T

h(z) = h(y)
-y

() = h(y)| <

Y _
/ h’<t>\<r:c—y| sup ()] < 412 =Y

tefz.y) 1422
car
sup (B < sup W< sup  — 1
te[z,y] h tez—1,z+1] h te[z—1,z+1] 142 1 + 22

Par le changement de variable z; =z — y,20 = x4+ y on a

2 2
/ (h(w)h(y)) dxdy < 8/ / <12) dz1dzg < 00
lz—y|<1 r—y ze[-1,1] Jzmer \1 + 23

Maintenant, pour |z —y| > 1, on a
h(z) — h(y) < 1 < 1 N 1 >
T—y Y14z —yl \1+ 2] 14|y

Avec le changement de variable z = x — y et en conservant © comme deuxiéme variable, on a

1 1 \? / 1 1
< dxdz < +00
/ﬂc—y>1 <1+\fv—y 1+|33|> g2 (14 [2])% (14 [2])?

1 1
1I+|z—y| 1+[y]

Exercice 2.35. Soit (z) = v/1+ 22. On définit la fonction

+oo 1
s = | @) amy ™

et on estime de méme le terme en

1. Montrer qu’elle est bien définie sur RY.

2. Montrer que 1{1((‘;)) est bornée pour a €]0, 3].

3. Que dire de f(a) quand a — +o0 7
Solution 2.35.

1. Pour a > 0 ce qui est dans l'intégrale décroit comme x% en +oo donc est intégrable.

2. La fonction est continue en a, il reste donc a considérer la limite a — 0. On a toujours
1 1 1 1
< et —<1

(@) Vita? =@ (z)

1 1 1/a 1 +00 1
s@= [ ) wm d“/l/a @) (am) ™

1 1/(11 1 [t (¢
</1d:c+/ dx—l—/ =
0 1 T aJija L

1
=14+In-+1.
a

On estime

Et done £ = 1+ 0g—0+(1)

Ina —
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3. Pour a — 400, on estime de la méme maniere

f(a) = /I/a <><1(w>dx+/1:o de
/Ol/aldas+ /;:)O;(l;

1 1, (' dz T dx
\7 *( 7+ 72)
a /a 1 X
1, In(a)

a

a

+ +1.

Exercice 2.36. Soit f € C°(R,R) tel que f, f' et f” sont bornées.
1. Montrer que M converge uniformément vers f’(z) dans R.
2. Montrer que M converge localement vers une limite a déterminer.
3. Cette convergence est-elle uniforme sur R, (toujours sous la condition f, f' et f” bornées) ?
Solution 2.36.
1. On a
fla+e)— fx)

e

— f'(z)

1/36$+8(f’(t)—f())dt‘ / /\f” )lds < el f]loo

9

et donc la convergence est uniforme sur R.
2. Pour z = 0 la fraction est identiquement nulle. Si x # 0,

VAR RS (NN CAE B (O N
e— £ e—0 xe

par définition de la dérivée en .

3. Prenons comme contre exemple f(z) = sin(z). Alors f, f' et f” sont bornées mais on a

sin(z + ex) —sin(x)
z—: = sin(x) .

cos(ex) — 1 N Cos(x)sin(z—::z:)'

Cette expression ne converge pas pour € — 0 et © = %

Exercice 2.37. Une particule se déplace sur 'axe réel selon le mouvement /() = Az(t) pour un
A > 0. On commence & £(0) = 0. De plus, on se donne T' € N et aux temps ¢t = n pour n < T',n # 0,
on tire une piece équilibrée. Sur pile, alors z(n™) = z(n~) + n et sur face, z(n*) = z(n~) — n.

1. Montrer que si A > 0 est suffisamment grand, alors pour tout 7' € N, z(¢) a toujours le méme
signe sur [0, 7.

2. Déterminer \* > 0 tel que si A > \*, z(t) a toujours le méme signe (pour tout T') et si A < A*,
il existe T' € N tel que la probabilité de changer de signe est non nulle.

3. Que se passe-t-il si A = A* 7
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4. Déterminer Var(z(n™)). (Indication : on pourra montrer que le probléme est linéaire en les
variables aléatoire des sauts).

Solution 2.37.
1. Sur lintervalle [0, 1] on a x(t) = 0. Sur Uintervalle [1,2[ on résout z’(t) = Az (t), donc
z(t) = AeM et x(1) = Ae?

et donc z(t) = z(1)eM*=D. De la méme maniére pour tout n € N, on peut résoudre z’(t) =
Az(t) sur [n,n + 1] et on obtient

Vu € [0,1], x(n+u) = z(n)e .
Et finalement apres le n + 1 iéme saut on a
z(n+1)=zn)ed + (n+ 1D Xpe1, ot Xppp = £1.

Par récurrence on montre alors la formule suivante

n) = kX ",
k=1

En effet z(1) = X; et pour tout n

n+1
z(n+1) <Z kXN ’“>> (D) X1 = Y kXpe ),
k=1 k=1
On s’intéresse au changement de signe. Supposons que le premier saut est positif z(1) = 1
(le probléeme est symétrique et le cas 2:(1) = —1 peut étre traité de la méme maniere). Alors
n n (o]
n) = Z kXpe k) = A1) <1 + Z k:Xke)‘(kl)> > eMn=1) (1 — Z ke/\(kl)>
k=1 k=2 k=2

Ce qui correspond au cas ou tous les sauts suivants sont négatifs. La série du dernier terme

est sommable. Du plus
Zk—)\kl —AZ}C+2 —Ak

qui converge vers 0 pour A — co. Pour A sufﬁsamment grand, on a alors que z(n) > 0 pour
tout n € N*, et donc x(t) > 0 pour tout ¢ > 1.

2. La série précédente est strictement monotone en A. Il existe donc un unique A\* tel que

13 ke N6 —g
k=2

Ansi pour A > A, on ne change jamais de signe. Et si maintenant A < A, alors il existe
Ny € N tel que 1 — Z,ivil ke % < 0. Cela veut donc dire que pour X1 =1let Xo = X3 =

- = Xn, = —1 la fonction devient négative, et cela arrive avec une probabilité non nulle.
Remarquez aussi qu’il est possible de calculer A* en utilisant que

e d o 1
y)—};ky’“ =% [Zy’“] pTE—"

k=0

et de résoudre 1 — (g(y) — y) = 0 puis de poser \* = —Iny.
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3. Pour n’importe quel Ng € Nona 1— Zivil ke* > 0 donc on ne peut pas changer de signe
apres Ny étapes. Donc on ne change jamais de signe.

4. Comme les variables X; sont indépendantes et que Var(X;) = 1, on a donc

Var(z(n)) = Z Var (kXN F)) = Z j:22M(n—k)
k=1 i=1

Exercice 2.38. Soit N € N*. On tire au hasard un point A dans [O, %, . %] uniformément.
On regarde la fonction ¢ — z(t) définie sur ¢ € [0, 1] par z(0) = 1, 2/(t) = —1 pour t € [0, A,
2/ (t) = z(t) pour t € [A,1].

1. Montrer qu’on a toujours z(t) > 0.

2. Calculer limy_ 4o E[z(1)].

3. (Bonus) Si maintenant on tire deux points A;, Ay uniformément dans [O, %, e %], et on
prend ¢t — z(t) définie sur t € [0,1] par (0) = 1, 2/(t) = —1 pour t € [0, min(A1, As)],

2'(t) = x(t) pour t € [min(A;, A2), max(A4;1, Az)] et 2'(t) = —1 pour ¢t € [max(A4;, Az),1].
Calculer E[z(1)].

Solution 2.38.

1. Sur [0,A] on a z(t) =1 —t et comme A < 1, > 0 sur cet intervalle. Ensuite 2/(¢) > 0 donc
on a bien toujours z(t) > 0.

2. Ona z(A) =1— A et donc z(1) = z(A)e! =4 = (1 — A)e!~4. Donc

AN k : 1 &
Eo()) =3 —— (1—— e v = —%
l2()] k:0N+1< N)e TNt

quand N — 400, et on calcule fol re Cdr =1— 2e L.

kE _
e

Zl=

1
— / ze Tdx
0

2|

Exercice 2.39. Soit k¥ € N*, (ag,...,ar_1) € R* tels que Zi‘:ol lai] < 1, et (up)nen une suite
réelle vérifiant

k—1
Un+k = § QjUnAq-
=0

Montrer que (uy,)pen converge.
Question bonus : Que peut-il se passer si ), |a;| =17

Solution 2.39. Posons M,, = max(|uy|, ..., |untr—1|). Par I'inégalité triangulaire,

[wnsrl < Ma ) lai| < My,
7

donc la suite (M), est décroissante, et par récurrence Uy yry; < My Y, |a;| pour tout j > 0. En
particulier, My < M, >, |a;|, donc pour tout n € N, My, < Mo(D>_, |o|)™ — 0. Comme (M),
est décroissante positive, on a également M,, — 0 et donc u, — 0.

Pour ce qui se passe quand ), |o;| = 1, la suite reste bornée (par le méme raisonnement). Elle
peut diverger ou converger, et sa limite n’est pas forcément unique.
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e Si ), a; =1, alors n’importe quelle suite constante marche, il n’y a donc pas unicité de la
limite.

e Sitous les ay; sont > 0, alors la suite converge. Sik = 1, c’est immédiat (la suite est constante).
Sinon, w4 est un barycentre a coefficients dans [min; o;, max; ;] des up4i, 0 < i < k — 1,
et se trouve donc dans un segment inclus dans [min; w4+, max; un4;] de longueur au plus
1 — 2 min; «; fois la longueur du segment initial (le max est ramené vers le bas par le fait que
le plus petit u,4; a un poids au moins min; «;, et de méme pour le min) : c’est contractant,
pour la méme raison que quand ), |a;| < 1.

e Sans la positivité : si k = 1 et a9 = —1 par exemple, alors la suite diverge (sauf si elle est
nulle).

e Si |a;| > 0 pour tout i, 'argument avec les barycentres ne marche pas forcément. Par exemple,
si uy, suite a coefficients «; > 0, alors v,, = (—1)"u,, est une suite & coefficients (—1)"«; (& un
signe pres), donc si lim,, u, # 0, (v,), diverge.



Chapitre 3

Probabilité

Exercice 3.1. Soit X de Poisson P()), pour un réel A > 0.

1. Montrer que

2. (Version 2) Montrer que,
1 re\A
Pxz20= 0 (—=(5) )
( ) A—+o0 (\/X 4 )
Solution 3.1. 1. On calcule la fonction génératrice

X

pour s < 0. Par I'inégalité de Markov appliquée a la variable aléatoire Z = s on a alors

E[SX] es—l A
_ X 2 —
P(X >2)\) =P(s” > s*) < o= < 2 .

Ceci qui donne I’énoncé en choisissant s = 2.

2. (Version 2) Avec la formule des probabilités totales on a

)\k
P(X22)0)=| > o e,
E>2x

On étudie alors la suite ap = ?‘C—I,? Pour tout £ > 2\, on a

ag+1 A <

ag k—i—l\

DO |

En notant kg = [2A], on a alors ag,+n < 27 "ay, et donc

k
Z % < Zako2_n = 2ag,-

k=2) n>0

58
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On estime maintenant ay, avec la formule de Stirling. Par definition on a 2A — 1 < kg < 2,
et donc

ko ( A )ko e < < A )2)‘_1 e 1 2 (6)2/\ 1
a = — —_— NS ~ — _—
T k! T \ko)  Vomhe S \20—1 or2r—1) \1—4 ) \2/ /m

2)
On peut conclure en utilisant que limy_ oo <1%) =e.
~3x

Exercice 3.2. Soient (X, )nen des variables aléatoires bornées i.i.d., et A €]0,1[. On pose
u =0 et YneN upp1=1—-Nu, + X,
Montrer que pour tout € > 0, il existe une fonction f avec limy_o f(\) = 0 telle que

limsup P(| Ay, — E(X)] > £) < F(N)

n—o0

Solution 3.2. On note z = E(X) et e, = E(u,). On a alors
ent1 = (1 =Ne,+x

Donc

|
—

n

en=z) 1-XNF=2(1-(1-1").

i
=
> 8

Pour la variance on note v = Var(X) et v, = Var(u,). On a
Upg1 = (1 = N2, +v

et alors
n—1

va =0 (1= N = s (1= (1= 0)™).
k=0

Finalement avec 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

P(lun —en| > €') <

(')

et donc
Un
(e)*
Il reste & choisir &’ correctement. Pour n suffisamment grand z:(1—\)" < A¢’ et donc par I'inégalité
triangulaire,

B(Auy — @ + (1 - A" > Ae') <

P([Aup — x| = 2X") < P(|Auy — 2 +2(1 = N = ')

Avec ¢/ = £ on a alors
2\

4\
P((Aup — x| =€) < 2 = v

Un (1 < 2 \v
g2 e2(20+ \?)

— (1 =)™ —_

a-xm) <5
Exercice 3.3. Soit f une fonction convexe avec f” > 2a et X une variable aléatoire & valeurs
entieres. Montrer

E(f(X)) = f(E(X)) = aVar(X).
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Solution 3.3. Par la formule de Taylor-Lagrange, pour tout z,y € R, il existe ¢ € [z, y] tel que

r)?

F6) ~ F(@) = F@)y - ) + 10 LS
et donc
1) = 1) > Py — ) + aly — 2)”

(Cette inégalité pouvait aussi se montrer avec la formule de Taylor reste intégral). On écrit alors
avec = E(X)

kEZ
> P(X =k)(f(2)(k - ) + a(k — 2))
keZ
=f'(2)d P(X =k)(k—2)+a> P(X =k)(k—x)
keZ keZ
= f'(2)E(X — z) + aB(X — z)?
= aVar(X)

Exercice 3.4. Soit n € N, on note

Estimer X, lorsque n — 4o00.

Solution 3.4. La partie la plus difficile de ’exercice est de remarquer que cela se réécrit sous la

forme probabiliste
X - 3n
on _p 2L

avec z; des variables i.i.d. uniformes sur {—1,0,1}. Par la loi des grands nombres, on a la conver-
gence en probabilité pour n — oo

et donc

On en conclut que

Exercice 3.5. Soit ¢ une permutation de [1,n] tirée aléatoirement parmi les n! permutations
possibles avec une loi uniforme.

1. Donner la loi de la longueur du cycle de o contenant 1 (par exemple si o = (142)(35), la
longueur est 3).
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2. Calculer 'espérance du nombre de cycles de o.

Solution 3.5. On a

Donc on a toujours

1
P(longueur du cycle =k) = —.
n

On note N, la moyenne du nombre de cycles. On peut proposer la relation de récurrence
suivante

1 n—1
N, = - X (14 Np—1)+ X Np—1
o(D=1 o(D#1
En effet si o(1) = 1 cela forme un cycle et sur le reste, la permutation est indépendante. Si

o(1) = k # 1, alors on en posant 6 = (1k)o on se ramene au cas précédent mais il ne faut pas
compter le cycle du point fixe en 1. Avec la relation de récurrence

1 "1

Exercice 3.6. Soit M € S3(R) dont les entrées sont aléatoires avec (M;j)i<; indépendantes qui
suivent une loi géométrique G(p). On note \; (M) sa plus grande valeur propre. Le but de I'exercice
est de montrer qu’il existe ¢, C' > 0 tels que pour k suffisamment grand,

e(1—p)* SBOW(M) > k) < O(1—p)*/°.
1. Montrer que A\j (M) > Mj;.
2. Montrer que A\;(M)? < Tr(M?).
3. Conclure
Solution 3.6. 1) On utilise que

M(M) = sup (v, Mv) = (e1, Me1) = Mn
[[vll=1

ou e est le premier vecteur de la base canonique.
2) On a directement que

3
Tr(M?) = N(M)? > A (M)*.
=1

3) Avec la premiere inégalité on a

P(M(M) > k) > P(My > k) = (1—p)".
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Avec la deuxieme inégalité on a

3
P(M(M) > k) < P(Te(M?) > k) <P M > k)

ij=1

On remarque que

3 3 12

2 2 2
t,j=1 3,7=1
alors . .
POM(M) > k) < D PUME > 1) =D {Mi; > 3} =9(1—p)*°.
.3 i,9

Exercice 3.7. On note Sy, 'ensemble des permutations sur [1,2n]. Calculer la moyenne
1
o 2 (o) =o@)]+10(3) —o(d)] + - +[o(2n — 1) — o (2n)]) .

|
(2”) O'GSQn
Solution 3.7. Notons M,, cette moyenne. On peut séparer la somme en n sommes
1 1
M, = @)l > o) —o(2) + ) > o) —o@)]+...,
oE€Sop 0E€San

mais toutes ces sommes sont égales (on le voit en composant o par une permutation qui permute
1 avec 2k — 1 et 2 avec 2k et laisse le reste inchangé, pour un k € [1,n] : cela définit une bijection
de Sy, qui transforme la premiére somme en la k-ieme). Ainsi,

1
Ma=nigs Y lo() —o(2)]

" 0€Sa,
2n 2n
_ n(zln)‘ SOS Ji - jl Card{o € Sop : (1) = i, 0(2) = j}
Ti=1 j=1
J#i
2n
- n%;)?)! SIS i-0+ X G-9)
Toa=1 \1g<j<i i<j<2n
1 2n i—1 2n—1i
B 2(2n — 1) 12; (klk ! =1 E)
1 & ii-1) 2n—9)(2n—i+1)
_2(271—1);( > 2 )
2n
- 2(2711—1) > (- (2n+1)i+n(2n + 1))
=1
_ 2(2711_ 5 <2n(2n + é)(éln +1) (2n +1) 2n(2n +1) - on(2n + 1)>
- ’GLE;ZJ_FS (4n+1—3(2n+1) + 6n)
n(2n +1)
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(Autre méthode) L’idée est de retirer les valeurs absolues et de considérer les signes devant chaque

terme
2n

o(1) = o(2)] + -+ [o(2n— 1) —o(2n)| = > _ ik
k=1

avec € = £1 le signe devant le nombre k. Puisque
, —k+1i sik<i -1 sik<1
|k —1i| = . onac¢g= )
k—1 sik>1 1 sik >

Toutes les permutations sont équiprobable, le nombre ¢ appairait de maniére uniforme parmi les
valeurs différentes de k et on peut alors estimer la probabilité

~ Hiell,2n], i<k} k-1

Ple, = 1) = _
k=1 = e anli 2k} 2n=1
“ e lLonli> k) 20—k
1 € n|,r > n —
]P) = — = ? ’ =
k=1 = e Lol i £k}~ an=1
On a alors L1 ) L 2k -
E = — =
(&) =5 =1 a1 om—1
Finalement
2n 2n 2n
2k —n) — 1)k
M, =E k) =S Ee )k = .
(o) = st = 3 T

Il reste & calculer cette somme en faisant apparaitre des multiples de >_ k et > k2

Exercice 3.8. On joue a pile ou face et on note p la probabilité d’avoir “Face”, ¢ = 1 — p la
probabilité d’avoir “Pile” et I’évéenement

A, ={“Il n’y a pas eu 2 résultats “Face” de suite lors de n lancers” }.
Donner un équivalent de P(A,,) lorsque n — oc.
Solution 3.8. On pose

an = P(A, N {derniere piece est face}),
b, = P(Ay, N {derniere piece est pile}).

En considérant les quatre cas possibles lors du lancer de la (n+1)-éme piece (avec leurs probabilités
respectives), on voit que

Qp41 =P X bna
bnt1 = (1 —p) X by + (1 — pay.

<Gn+1> =M <an> avec M = ( 0 P ) .
bn+1 by (I-p) (1-p)

On écrit la matrice
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On a alors

P(A,) = an + b, = (1,1) (a"> ~ 1, 1)M! ((21)
" 1

avec a; = p et by = 1 — p. Pour calculer M~ on diagonalise cette matrice en écrivant son
polynéme caractéristique
X2 = (1=p)X —p(1 —p) =0,

et donc avec A = (1 — p)2 +4p(1 —p) = (1 + 3p)(1 — p) > 0,

A = Lo EVA 31— p)
5 :

avec A_, Ay les valeurs propres de M. Celles ci sont distinctes, donc la matrice est diagonalisable,
et on a alors

(1,1)M"? (2‘1) = a4+ gt

1

avec «, 8 € R qui peuvent étre déterminés avec les conditions initiales. On a donc
P(4A1)
P(Az)
donca=—pFet1—p?= 1%1” + av/A, c'est-d-dire

1 B _1_p B (1—17)(17"’_%)
O‘_\/Z<(1 p)(1+p) 2 >_ (1+3p)(1—p)

et enfin [Ay| > |A_| donc P(A4,) ~ X1,
Remarque: au lieu de chercher a calculer M"™, on aurait aussi pu écrire une relation de récurrence
d’ordre 2

a+p

1
1—p? =aly +BA = (a+B) 52 + (a—B)

3=

bpt1=(1—p) X by + (1 —p)p X bp_1.

puis utiliser I’équation caractéristique. Les calculs avec cette approche sont complétement simi-
laires.

Exercice 3.9. Considérons deux joueurs de tennis étant du méme niveau (chaque jeu est gagné
avec probabilité 1/2) :

1. Quelle est la probabilité qu’ils atteignent le tie-break (6-6) ?

k
2. Calculer ), . (nz ) ﬁ

Solution 3.9. 1- Sur les 12 premiers jeux, il faut que 6 soient gagnés par le premier joueur et 6
soient gagnés par le deuxieme joueur. On a donc

, 1 [12
P(tie-break) = o1 <6> .
2- On remarque pour k < n que si une manche se joue en n points,

k 1
<n—]: ) otk = P(Score : le joueur 1 = n, joueur 2 = k)
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Donc

n+k 1 ) 1
Z ( L ) ontk = P(joueur 1 gagne) = 7

k<n

Exercice 3.10. Soit NV une variable aléatoire de Poisson P(A). On lance N pile ou face équilibrés.
Quelle est la probabilité d’obtenir un nombre pair de faces ?

Solution 3.10. On a

P(k faces) = Z]P’({N =n} N{k faces})

n>k
A" n\ 1

— nz};cn' A x <kz> o
_ (A2
_gk!(nk)'e '
V2R (A/2)nk
TR C Aﬂ; (n—k)!
_ ()\/2)ke—>\/2

k! ’

donc

- _ N2)*F e e L+e?
P(nombre pair de faces) = ; (2)! e = cosh(\/2)e =—5

(Autre méthode) Si on a tiré N = n > 1 pieces, par symétrie du premier lancer, on a toujours une
chance sur 2 qu’il y ait un nombre pair de faces. Et si N = 0, alors le nombre de face est nul donc
pair. On a alors

P(nb pair de faces) = P(N = 0) + Z %IP’(N =n)
n=1
:P(N:0)+%(1—P(N=o))

C14P(N=0) 14e?
B 2 2

Exercice 3.11. Montrer qu’il existe ¢1,...,&, € {—1,1} tels que
Tr((e1A1 4 - + €,4,)°) = Tr(A?) + -+« + Tr(A2).
Solution 3.11. On a

Tr((e1A1 + -+ ,4,)%) = Z Tr(A?) + Z@iaj Tr(A4;A;).
i i#j
En faisant la moyenne,
1
g 2. Tr((EA+ o+ endn)’) = 3O Tr(AD),

ee{0,1}"

donc il existe au moins un ¢ tel que Tr((e1 A1 + - +£,4,)%) = >, Tr(A2).
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(Autre preuve) c’est immédiat pour n = 1, puis par récurrence,

Tr((51A1 +---+ 5nAn+1)2) = Tr((€1A1 + -+ 5nAn)2) + TI'(A%_H)
+2en41 Tr((e141 + -+ + €nAn) Ant1)

et on peut choisir €,41 de tel sorte que dernier terme soit positif. On peut alors utiliser ’hypothese
de récurrence pour conclure.

Exercice 3.12. Soient Y, Z deux variables aléatoires sur {0,1,...,n}. Montrer que Y et Z sont
indépendantes si et seulement si pour tout polynémes P, @ € R, [X],

E(P(Y)Q(Z)) =E(P(Y))E(Q(Z)).
Est-ce toujours vrai si on suppose P,Q € R,,_1[X] ?

Solution 3.12. Le sens direct se déduit immédiatement de I'indépendance de Y et Z, qui implique
celle de P(Y) et Q(Z2).

Pour la réciproque, on note Ly, -+ , L, les polynémes de Lagrange de degré n tel que L;(j) =
1= pour tout i,j € {0,1,...,n}. Soit k,¢ € {0,1,...,n}, on choisit P = Ly, Q = Ly et alors

PY =k, Z =) = E(ly—xlz=¢) = E(Lk(Y)Le(Z)) = E(Li(Y))E(Le(Z)) par hypothese
=E(ly=k)E(lz=¢) =P(Y = k)P(Z = {)

Cette égalité est vrai pour tout k,¢ € {0,1,...,n}, les variables Y, Z sont donc bien indépendantes.

Dans le cas n = 1, la propriété E(P(Y)Q(Z)) = E(P(Y))E(Q(Z)) est toujours vérifiée car les
polynoémes sont constants, mais il existe Y et Z non indépendants (par exemple Y = Z avec Y
suivant la loi de Bernoulli de parameétre 1/2). Dans un cas plus général, on peut voir le probleme
comme un systeme linéaire et compter le nombre d’équations et le nombre d’inconnues.

Exercice 3.13. Soit X une v.a. sur N de carré intégrable et ¢ > 0. Montrer que pour tout ¢ > 0

Var(X) + 2

P(X > E[X]+1) < L

En déduire que

Var(X)
P(X —E[X] >1t) < Var(X) 1 2

Solution 3.13. Par l'inégalité de Markov, pour tout ¢, ¢ > 0,
E[(X — E[X] +¢)?]

(t+c)?
~ Var(X) + ¢
T (t+c)?

P(X > E[X]+t) =P(X —E[X]+c>t+c) <

=: f(c).

Il s’agit alors de chosir le meilleur ¢ possible, on cherche donc le minimun de la fonction f

o) = —2¢_ _ ar c 2
10 = Gagp ~ Va0 + ) G55
2 (2 4+ tc — Var(X) — ¢?)

(t+¢)3
_ 2(tc— Var(X))
B (t+c)?
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On a alors f'(¢) = 0 si ¢ = Var(X)/t, dans ce cas

Var(X)(1 + Y2(X))
(t+ Var( ))2
Var(X ) _ Var(X)
£2(1 + Var(X)) t2 + Var(X)

P(X > E[X]+1t) =

ce qui est ce qu’on voulait démontrer.

Exercice 3.14. Soit d € N*. Soient Ag, Aq,... Ay des v.a. indépendantes telles que Ay est de loi
géométrique de parametre e ¥, et soit P le polynome P = ZZ:O AL Xk (vu comme polynome dans
C[X]). On tire aléatoirement une racine de P et selon une loi uniforme (avec multiplicité) et 'on
note R cette racine

1. Calculer E[R].

2. (Optionnel) Soit p € (0,1). Supposons maintenant que le degré d = D est une variable
aléatoire, indépendante des 4; et telle que P(D = d) = ¢(1 — e~%)p? lorsque d > 1, pour un
¢ > 0 a déterminer. Que devient E[R] ?

Solution 3.14. 1. On note Aq,...,Aq les racines de P. Conditionnellement au polynéome P, on
a

d
1 1 A4 4
1ETlrauge g 5: g Ad

ol on a reconnu une relation coefficients-racines. En prenant ’espérance sur le polynéme P

on a alors A .
d—1
E[R E = -E[A
7= 3 |2t | = 2ela e | 4]
par indépendance. Puis on calcule E[44 1] = pdl—l =e? et
1 — 1 Pd 1 Pd e @
E|l—|=) —pal—pa)" " = —(1—pa)" =— log pq = :
[AJ > ~pa(l—pa) 1_pdzn( Pa) T -logpa = di—
n=1 n=1
Finalement
ed=1 de™ e !

E = =
(7] d X l—ed 1—¢4d

2. Dans le cas ou le degré d = D est aléatoire on a

c(1—e %)t p
E[R] =e¢'E|— | = ¢! —ce 1 P
[R]=e [1— } ; T1_ed 1,

Il est aussi possible de calculer cette constante c en utilisant

1_21@1) d)=c(> p* —Z(’> :C(lfp_lf/;/‘f)

d>1 d>1
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Exercice 3.15. Une urne contient n boules, dont 3 rouges. On tire des boules sans remise jusqu’a
avoir tiré 2 boules rouges. Combien de boules reste-t-il dans I'urne en espérance ? Et si on s’arréte
a la premiere boule ?

(Version générale) Une urne contient n boules, dont r rouges. Pour tout entier k € [1, ], notons
Nj, le nombre de boules tirées au moment ot on tire la k-éme boule rouge. Calculer E[Ng].

Solution 3.15. On commence par la preuve de la version facile.

e Remarquons que le probleme du tirage est équivalent a trier les boules sur un axe uni-
formément au hasard. Les tirages en séquence reviennent alors a parcourir les boules sur
cet axe. Avec cette image, on voit que quand on parcourt cet axe dans l'autre sens, le
probleme de tirer des boules de I'urne jusqu’a obtenir la k-éme rouge revient exactement au
méme que de tirer les boules qui resteront dans I'urne, sans remise, jusqu’au moment ol on
tire la (r — k + 1)-eme boule rouge, qu’on remet alors avec celles qui seront retirées de 1'urne.

o
Autrement dit, pour tout k, N (o) 1+ (n+ Npjp1—k).

loi
En particulier, dans notre probléme ot r = 3 et k = 2, No (Lol) 1+ (n — N3), donc

E[No] = E[(n + 1) — No]

et donc E[N;] = 21 donc il en reste 252

Ensuite, pour déterminer Ny, conditionnons par rapport a Ny = ¢, autrement dit la deuxieme
boule rouge est fixée en position 7. On a donc un tri aléatoire de i — 1 boules, dont une
seule rouge, avant cette i-eme boule, et on cherche la position de la premiere boule rouge.
Autrement dit, c’est exactement le méme probléme que si on cherchait le nombre de boules
tirées lorsqu’on rencontre la (K = 1)-eéme (et seule) boule rouge d’une urne contenant n’ =

i — 1 boules dont ' = 1 rouge. En notant Ni ce nombre, on a comme précédemment
N 46— 1) — N7, done E[N!] = &, don
. ]
E[Ni|N; = i] = E[N{] = 5
et donc N )
2 n+
EN|=E|—| = .
mi=E| 3] =

Il en reste donc %

Ce méme raisonnement récursif s’applique tant que r + 1 est une puissance de 2, auquel cas

E[Ny] = 5 (n+1).

Alternativement, calcul direct pour N; : pour tout ¢ entre 1 et n — 2,

n—3n—4 n—-3—(i—2) 3

P(N=1)=——"— n—(G-2) n—(i—1)

(i — 1) boules pas rouges
_3n—i)(n—i—1)
 nn—1)(n-2)
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et donc
n—2
E[N] =) iP(N = i)
i=1
3 n—2' . .
) 2 i(n—1)(n—1-—1)
B 3 n—2 5 ) 1n72 Y X 7172.
~n(n—1)(n—2) <z‘1l —(2n - );Z +n(n— );l>
_ 3 (n—1)*(n —2)* (n—1)(n—2)(2n — 3)
_n(n—l)(n—2)< 4 —@n—1) 6
+n(n—1)(n_1)2(n_2)>
:§(n—1)(n—2)_(2n—1)(2n—3)+3(n—1)
4 n 2n 2
3n 9 3 3 3n 3
b R R B
_n+1
4

e Solution générale : prenons une nouvelle représentation du probleme : ce probleme de
tirage est équivalent & placer les boules sur un cercle (permutées uniformément au hasard), et
a choisir un point de départ uniformément au hasard et indépendamment de la permutation
des boules parmi les positions des n boules, et enfin de parcourir les boules dans le sens
horaire a partir de ce point de départ.

Attention, méme si le choix de la position du point de départ est indépendant de la permu-
tation des boules, des corrélations peuvent apparaitre : notamment, I’arc entre deux boules
rouges qui contient le point de départ va étre de plus grande longueur que la moyenne (vu
qu’a permutation des boules fixées contenant un arc de longueur L, le point de départ a une
probabilité L/n d’étre dans cet arc).

Avec cette visualisation, étant donné une configuration (arcs + position initiale), on peut
permuter les arcs qui ne contiennent pas le point de départ sans changer la loi du
tirage (& point de départ fixé et longueur de 'axe contenant le point de départ fixé, ce qui

se passe ailleurs est un nouveau tirage uniforme). Cela montre que pour tout k € {2,...,7},
(loi)

N — N1 =" Ny — Ny.

Comme choisir la permutation des boules donne la méme loi qu’on les tire toutes en méme
temps ou une par une selon l'ordre qui nous arrange (tant que cet ordre est fixé a avance),
obtenir ’arc contenant la position initiale revient a tirer des boules jusqu’a trouver une rouge
(parcours dans le sens horaire de la premiére moitié de ’arc), puis a tirer des boules jusqu’a
trouver une deuxiéme rouge (parcours dans le sens anti-horaire pour la deuxieme moitié de
l’arc). Accessoirement, cela montre aussi que

(loi)

n—N.+1 =" No— Ny,
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et le premier terme est aussi égal en loi & Ny (montré en début de solution), donc

n+1=E[(n+1)— N, + N,| =E[N; + N,]
=E[2N, + (N, — V)]

T

> (N — Niy)

k=2
= 2E[N1] + (r — 1)E[Ny — Nq]
= 2E[N1] + (r — 1)E[N1] = (r + 1)E[ V1],

= 2E[N,] + E

d’ott E[Vy] = ®H et pour tout k € [1,7],

r+1
k
E[Ni =E | N1+ ) (N; — N; 1)
j=2
= (14 (b~ 1[N = D

Rédigeons ces raisonnements plus formellement. Notons B; la couleur de la boule placée en
position i sur le cercle (numérotées de 1 a n, l'origine est en 1). Soit b € {pas R,R}" (avec
by =by=---=by_1 = pas R et by, = R), et regardons ce qui se passe apres avoir tiré les
N premieres boules. Comme les boules sont mélangées uniformément,

P(B, = R|N1,B1 =b1,...,Bn, =bn,) = P(Bn,+1 = R|N1,B; = b1,...,Bn, = bn,)

(Note : cela se résume aussi bien en P(B, = R|N1), mais le fait que les N1 premiéres boules
ont déja été tirées est moins visible dans ce cas) et de méme, pour tout j > 1,

P(BTL—] = le-‘rj—f—l’Nl?Bl = b17 cee 7BN1 = bN17BTZ = bN1+17 c '7B7‘L—j+1 = bN1+])
=P(BNnyt14j = RIN1, B1 = b1,..., BNy = bny, BNy+1 = by 41, -+ 5 BNy +j = by ),

d’ou on en déduit que pour tout j > 1,

P(Bn = bny+1,-- -, Bnej = bny+144|N1, By = b1,..., By, = bn,)
=P(Bny+1 =bNni+1, - s Byt145 = Oni+145I N1, By = by, ..., By, = by),

et donc pour tout j > 1,

P(N, =n — jINi, By = b1,..., By, = bn,)
=P(N2 = N1 +1+j|Ni,Bi =b1,...,Bn, =bn),

o
d’out quand on intégre par rapport a N3 :n — N, + 1 (Lot) No — Nj.

Maintenant, montrons que Ny — Nj_1 et No — N; ont la méme loi pour tout k € {2,...,7}.
Pour cela, étant donné un tirage b € {pas R, R}", on va construire une bijection f qui envoit
une situation ou No — N1 = A sur une situation ou N — Np_1 = A. k = 2 est trivial. Pour
les autres, Si N — Ni_1 = No— Ny, il n’y a rien a faire. Si N — Ng_1 # No— Ny, on translate
Iensemble des boules de Ny & Ni_1 inclus de (N — Nx_1) — (N2 — N7) dans le sens horaire,
en mettant les boules non rouges dont on a pris la place dans les emplacements libérés, ce qui
conclut la construction de la bijection.

o
Comme chaque configuration est équiprobable, on en déduit N — Ni_1 (o) Ny — Ny.
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Exercice 3.16. Une urne contient n boules, dont une seule rouge. On tire, sans remise, des boules

uniformément au hasard, I'une apres 'autre. Quand on tire la boule rouge, on a une chance sur 2

de s’arréter, et une sur deux de la remettre dans I'urne, remélanger, et poursuivre le tirage.
Combien de boules auront été tirées, en espérance, quand on s’arréte 7

Solution 3.16. Disons que les boules non rouges sont blanches. Notons K le nombre de fois que
la boule rouge a été tirée avant d’étre conservée (dernier tirage inclus). K suit la loi géométrique
de parametre 1/2.

Pour k£ > 1, conditionnellement & K > k, notons By, le nombre de boules blanches tirées au
moment du k-éme tirage de la boule rouge (avec By = 0).

Pour tout j > k, conditionnellement & (By_; ET K = j), By, est uniforme dans {By_1,...,n—1}
(plusieurs manieres : avec calcul direct, via la loi hypergéométrique, ou en remarquant que l'ordre
des boules étant uniforme, la position de la boule rouge parmi les n — Bp_1 restant a tirer est
uniforme). Par conséquent,

) B, 1+n-1
E[By| Byt K = j] = =~ ———
et donc
. n—1 1 .
E[By|K = j] = 5 + §E[Bk,1\K = J]

dont on déduit par récurrence E[By|K = j] = (n — 1)(1 — 27F).
Le nombre de boules tirées quand on s’arréte est alors N = 1 + By, ce qui a pour espérance

E[N] =Y P(K = k)E[1 + By|K = k|

k>1
=14+) 2% n-1)(1-27")
k>1
(-1 (23 2o Iy g
2 4

k>0 k>0

11 o + 1
—1+(m-1(1-- -
+n )< 41—1/4) 3

Autre solution. Définissons par récurrence F,, le nombre moyen de boules tirées quand 'urne
contient n boules. Déja, E1 = 1 (on s’arréte une fois la boule rouge tirée, et c’est la seule qui peut
étre tirée).

Pour la récurrence, étant donnée une urne avec n + 1 boules, on distingue selon le premier
tirage :

e Avec probabilité 1/(2(n + 1)), on tire la rouge et on s’arréte. Une boule tirée au total.

e Avec probabilité 1/(2(n+ 1)), on tire la rouge, on la remet, et on réessaie. E, 41 boules tirées
en moyenne au total.

e Avec probabilité n/(n+1), on tire une autre boule, et alors on est dans le probléme de 'urne
a n boules. 1+ E, boules tirées en moyenne au total.
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On a donc ) )
E,i1 = E E,+1
ST ST ey R +1( +1)
donc 5
(2n+1)En11 =2n+1+4+2nE, ou encore E,ii=1+ 5 Z 1En.
n

En posant E,, = (2n + 1)u,, on trouve

1— 3un,

2n 4+ 3)upt1 =2nu, +1 < upp1 — up = o

Donc on peut voir que u,, — 1/3 (rappel vers 1/3 de pas — 0). Effectivement, u,, = 1/3 est une
solution stationnaire et u; = E1/3 = 1/3, donc E,, = 2% pour tout n.

Exercice 3.17. Calculer 'espérance de la norme 1 d’un point pris uniformément dans 'hypercube
[—n, nﬂd, et en calculer un équivalent quand n — +o00. Faire le méme exercice avec la norme infinie.

Solution 3.17. Un point est uniforme dans un hypercube [[—n,n]]d si et seulement si ses coor-
données sont i.i.d. de loi uniforme dans [—n,n]. On a donc

n

9 d 1 d
Zk:M L
2n+1 — 2n+1 n—ooo 2

d
E[lX|l1] = ZEHXiH = dE[[ X;[] = d

Pour la norme infinie, || X ||oc = k si et seulement si X est sur le bord du cube centré en 0 passant
par (k,0,...,0). Il y a (2k +1)% points sur ou dans ce cube, donc il y a (2k +1)? — (2k — 1)¢ points
sur le bord de ce cube (sauf si k = 0, auquel cas il y a 1 point sur le bord du cube). On a donc

E[|| X o0] = m (0 x 14+ > K[(2k + 1) — (2k — 1)d]>

k=1

2n+1 (Zk2k+1 nZ(kJrl)(Zk—irl)d)

k=0

n—1
(2n—1H>d (n(Qn 1) - S 2k 1)d>

k=0

Exercice 3.18. On dit qu’une variable aléatoire est de Rademacher si elle prend les valeurs 1 et
—1 avec probabilité 1/2.

1. Soit X une variable aléatoire de Rademacher. Montrer que

VyeR E(¥) e
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2. Soit (X,,)2%% une suite de variables aléatoires de Rademacher indépendantes et (¢, )2%% une
suite de réels (non triviale). On pose
2025
Y=Y X
n=1
Montrer que pour tout ¢t > 0,
E(ety) < t2 (C%‘F""*‘Cgozs) .
3. Montrer que pour tout A > 0
S G
P(JY]| > \) < 2e T+ Fe302)
Solution 3.18. 1. En développant en série entiere, on obtient
1 N T (=" v ()" ()" _ e
Z (e 7y = = I — — _
2(6 +e )_ Z(Zn! +Z n! )_Z(Qn)! _Z (2n)! <Z n! ¢
n=0 n>=0 n=0 n=0 n=0

(Autre méthode) On pose f(z) = ch(z) — ¢* et on étudie la fonction. Pour |z| > 1, on a
flx) < el*l — el < 0. 11 reste donc & considérer le cas |z| < 1 et par parité, il suffit de
regarder x € [0,1). On calcule f/(z) = sh(z) — 2ze¢® < sh(1)x — 2z car sh est convexe sur
0,1] et e*® > 1, or sh(1) < e/2 < 2 donc f'(z) < 0 sur [0,1]. On a donc f décroissante sur
[0, 1], donc majorée par f(0) = 0.

2. Par indépendence on a

2025 2025
E(e™) = ] E (efn¥) < J] e = e (i +e02s),
n=1

3. Pour tout t > 0, par l'inégalité de Markov on a (inégalité de Chernoff)

E(etY) _

ot? (I 4 +c30p5)—tA
etA

P(Y > A) = P(e?’ > ) <
ou on a utilisé la question 2 pour finir. Il s’agit maintenant de choisir le meilleur ¢ possible:
le minimum du majorant est atteint pour

A
2(ci + -+ 63025)'

On a alors
I G
P(Y >\ <e A(ei+Fedoos) |

Pour finir, on écrit

P(Y|> X)) <PY >\ +P(-Y > \),
et le second terme est contrélé comme le premier par symétrie.

Exercice 3.19. On note C(Z) = E(Z*) — 3E(Z?)2.
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1. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes telles que E(X) = E(Y) = 0. Montrer
que
CX+Y)=C(X)+C(Y).

2. Soient (h,)Y_; des variables aléatoires i.i.d. prenant les valeurs £1 avec probabilité 1/2.

Montrer que . ) . . )
<Z ci) <E ((Z cnhn)4> <3 (Z c%) .

n=1 n=1 n=1
Solution 3.19.

1. On calcule
E((X +Y)}) =E(X?) +2E(XY) +E(Y?) = E(X?) + E(Y?),

et donc
E((X +Y)?)? =E(X?)?2 +2E(X?)E(Y?)) + E(Y?)2

On a également

E(X + Y)Y = E(X?) + 4E(X3Y) + 6E(X?Y?) +4E(XY?) + E(Y?)
=E(X*) + 6E(XHE(Y?) + E(Y?),

donc finalement

E((X +Y)") = 3E((X +Y)?)? = E(X*) — 3E(X?)2 + E(Y*?) — 3E(Y?)%

2. OnaC(hy)=1-3=-2,dou

N N N
C <Z cnhn> = ZcﬁC(hn) = -2 Z k.
n=1 n=1 n=1

N N 4 N 2
C (Z cnhn> =K <Z cnhn> —3E (Z cnhn>
n=1 n=1 n=1

Comme les h,, sont d’espérance nulle, le dernier terme est le carré de la variance de la somme
N o .

> neq Cnhpn. Comme les hy, (et donc les ¢, hy,) sont indépendants, la variance de la somme est

la somme des variances, et comme Var(h,) = 1, on a finalement

(o) ) o($0) o

n=1 n=1 n=1

On a aussi

Enfin, il suffit de remarquer que

pour en déduire les inégalités de ’énoncé.
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Exercice 3.20. Soit N € N. On prend un point X = (z1,z2) aléatoirement dans la grille [0, N] x
[0, N] uniformément. On définit une fonction f sur [0, N par f(0) =0 et pour z € [0, N — 1],

1siz>x et o < f(x1) (c-a-d. si X est sous la courbe de f et x > x7)

0 sinon.

flx+1) = f(x)+1+{

1. Déterminer limy_, o0 E (%)

2. On prend maintenant k£ points aléatoirement, on note P, ’ensemble de ces points et on prend
fe(x +1) = fi(z) + 1+ Card{(z1,z2) € Py, x> x1 et 2 < f(z1)}.

Montrer qu’il existe deux constantes Cy,Cy > 0 telles que pour tout £ > 1et N > 1,

C'1<E(JZ€](\;V))<C2~

Solution 3.20.

1. Soit X = (x1,x2). Si g > x1 alors f(N) = N (ce qui arrive & z; fixé pour N — z; valeurs de
x9). Sizg < xq alors f(N) =x1 4+ 2(N —x1) = 2N — 1 (ce qui arrive pour x1 + 1 valeurs de
x2). On a donc

(N +1)’E(f(N)) (N(N —z1) + (2N — z1)(21 + 1))

[
] =

0

8

1

(N? + Ny — 23 4+ 2N — 1)

[
M=

0

8

1

N3 1
NN3 7—*N3
+ 2 3
NZN?’
6

quand N — 400 et donc E <w> — % quand N — +o0.

2. Clairement, fi(N) < (k+ 1)N dans toutes les configurations car le cardinal est majoré par
k, donc %E (%) < 1+ 1/k < 2. Comptons maintenant en moyenne combien de points on

a dans le sous-ensemble de Z2

N
p={wy el NMPysasy ).
Notons X7, ..., X} les points tirés au hasard, et 1x,cg la variable aléatoire valant 1 si X; € E
et 0 sinon. Comme les X; sont i.i.d. uniformes sur [0, N]?, les 1x,cr sont aussi i.i.d., et
|E| (LN/2] + D)(IN/2] +2) 1

E(lx,ep) =P(xep=1) = N+1)? 2(N + 1)2 )

0g)

Par ailleurs, pour tout > N/2, par construction,

k
fr(z+1) = fi(@) +1+ ) 1xer
=1
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et fr(|N/2]) > | N/2], donc par récurrence fr(N) > N+ (N — | ) Zle 1x,cr. On a alors
par linéarité de ’espérance

N k

E(fk(N)) = N + EZE(]'X'LEE) SN+ 2
i=1

et donc ]E(f’;f]{,v)) > &

Exercice 3.21. Soit p € (0,1)% un vecteur de probabilité (c’est-a-dire ZZ:1 pr = 1) et n € N*.
Soit N = (Ny,...,Ng) une v.a. de loi multinomiale de parametre (n,p) construite ainsi : on réalise
n expériences i.i.d., chacune pouvant avoir un résultat parmi d possibles. On note E; € [1,d] le
résultat de l'expérience 4, et on suppose P(E; = k) = pi. On note alors N = > " 1g,— (le
nombre de fois que le résultat k a été tiré).

1. Quel est le rang de la matrice de covariance de N 7
2. Encadrer son spectre privé de 0. (Les bornes sont-elles optimales ?)

(Indications : Quelle est la loi de Ny ? Son espérance ? Montrer que Cov(Ng, Ni) = ny/pr(1p=; —

VPEy/PO/PL)

Solution 3.21. 1. En notant I' la matrice de variance-covariance de IV,

n n
[y = Cov ZlEizm § 1p,=
=1 =1

n
= Z Cov (1g,—k, 1g,=1) (les expériences sont indépendantes)
i=1

= npg(Le=1 — p1) = ny/pr(Le=1 — VPev/POVPL

donc I' = n Diag(/p)({ — \/]3\/]3T)Diag(\/]3). La matrice I — \/]3\/]3T est la matrice de
projection orthogonale sur \/f)L, donc de rang d — 1, et comme les coefficients de p sont
strictement positifs, Diag(,/p) est inversible, donc I" est de rang d — 1.

2. Notons A\ > Ay > ... = Ag—1 = A\g = 0 les valeurs propres de I'. (Note : justifier que le
spectre est dans R )

D'un ¢6té, [T < nl| Diag(y/p)|1*[l = v/By/p' || = nllploc, done At < nllpfoc-

De l’autre, notons déja que Ker(I') = pt, donc pour tout k < d, en notant zj un vecteur
propre non nul de I' associé a Ay, xp est orthogonal a p, et donc

(F$k)i = npz'ff —npi(p, ) = npﬂfv
donc A\i||z¥|| = ||[Tz*|| > n(inf; |p;|)||z*]|, et donc Ag_; > ninf;p; (cela permet aussi de

déduire la majoration de Ap).

BONUS : en ce qui concerne 'optimalité de ces encadrements, prenons p; = ps et = =
(1,-1,0,...,0), alors
I'e =np1x

et donc il existe des p tels que ’encadrement précédent est optimal.
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(Mais a p fixé, ce n'est pas forcément optimal)
Autre approche sans 1’identité avec les racines carrées : cherchons le noyau de I :
'z = 0 implique que Diag(p)x — p(p,z) = 0, donc = = 1(p,z), donc = proportionnel a
1=(1,...,1)7, et 1 est bien dans le noyau de I'. Par conséquent, Ker(I') = Vec(1) et T est
de rang d — 1.

Si A est une valeur propre de I' associée au vecteur propre z, alors
I'z = Az = n(Diag(p)z — p(p, z))

donc pour tout k, (px — A/n)xx = pr(p, z). Par conséquent, si A\/n ¢ {px, 1 < k < d}, alors

N — Pk .
)= Spen= 3 o)

k

et donc nécessairement

2

f(z) = Z P

- pk—)\/n:

Cette fonction est négative si A\/n > ||p||oo, strictement croissante sur (—oo, ninf; p;), égale a
1 en 0 et tend vers +oo en ninf; p;. Par conséquent, la seule valeur propre qui n’est pas dans
[ninf; pi, n||plleo] est O.

On peut aller plus loin : si p a k coordonnées égaux a ¢, alors ng est une valeur propre
de multiplicité au moins k — 1 (tous les x orthogonaux & 1 mettant du poids seulement sur
ces coordonnées). De plus, si on trie les valeurs des coordonnées de p par ordre croissant
@1 < -+ < gy (pour N < d), alors la fonction f vue précédemment forme une bijection
continue strictement croissante de chaque (g¢;, ¢;+1) dans R, donc il existe A\; € (g, gi+1) tel
que f(A;) = 1, qui définit un vecteur propre de I' (via xp = pk—pif\i/n)' Cela permet de
construire (N — 1) vecteurs propres de I', donc en ajoutant 1 et les vecteurs propres associés
aux ¢; multiples, on a trouvé le spectre et les vecteurs propres de I'.

Accessoirement, cela démontre que la borne inf (resp. sup) de I’encadrement du spectre n’est
optimale que si le minimum (resp. le maximum) des p; est atteint en plusieurs coordonnées.



