Introduction aux Matrices Aléatoires

23 février 2026

Ce cours & été donné en janvier 2026 dans le cadre du M2 recherche en
mathématique & Lyon, divisé en 4 séances pour un total 9h de cours. Il s’agit d’'un
survol des notions, questions et résultats principaux du domaine des matrices
aléatoires. Les idées des preuves sont également mentionnées mais sans aborder
les cas les plus généraux et les plus techniques.
Les références principales ont été les livres “Topics in Random Matrices”
de Terence Tao, “Introduction to Random Matrices” d’Alice Guionnet, Ofer
Zeitouni et Greg Anderson ainsi que les notes d’un cours d’Alice Guionnet donné
& Mineapolis.
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1 Introduction

Durant tout ce cours on considéra X une matrice de taille N x N réelles,
(avec N > 1) dont les entrées sont aléatoires (iid). On pourra aussi supposé la
matrice symétrique (ou hermitienne dans le cas complexe). On peut mentionner
plusieurs motivation pour un tel modéle.

— Modélisation de systéme physique : Pour des systémes complexes avec
trop de paramétres qu’ils puissent étre mesurés, il a été proposé des
modéles simplifiés, linéaires et dont les paramétres sont aléatoires. Ca
a été utilisé par exemple pour les gros noyaux atomiques ou pour des
systémes biologiques avec beaucoup d’espéce en intéraction.

— Statistique : Historiquement la premiére apparitions des matrices aléa-
toires a été pour des matrices de covariance.

— Mathématique : Modéle & la fois “simple” et trés riche. Il est aussi “univer-
sel” dans le sens ou des phénoménes maintenant bien compris en matrices
aléatoires apparaissent également dans d’autres domaines des mathéma-
tique.

2 Densité des valeurs propres et loi du semi-cercle
(ler cours, 2h)

2.1 La loi du semi-cercle et la loi du disque

On supposera dans toute cette section que X est symétrique et que ses
entrées (Xj;)i<; sont iid avec E(Xj;) =1 (centré) et E(X?) = 1 (normalisé).

Exercice 1. Quelle est la taille typique que || Xe;|| pour N > 17

Réponse : On a directement par la loi des grand nombre
N
IXer|> =) X} ~ NE(X}) = N.
i=1

Aussi on considéra plutot la matrice M = ﬁX et on s’intéressera aux pro-
priétés limites de M pour N — oco. Puisque M est réelle, symétrique on peut
la diagonalisé. Soit A; < --- < Ay les valeurs propres de M, on pose la mesure
(de probabilité) spectrale associée

1 N



Théoréme 2. (Loi du Semi-Cercle) Si X est symétrique et E(|X;;|*) < oo pour
tout k € N, alors

154 5 ts-c (faiblement)
N—o0

0l fhs.c = 427:1.I2190»’5[—2,2]dx'

Ce résultat date de Wigner et a été démontrer dans les années 50°. Sans
I’hypothése que X soit symétrique, les valeurs propres de M sont alors complexes
A, -+, An € C et on observe la loi du disque uniforme.

Théoréme 3. (Loi du Disque uniforme) Pour X non hermitien, et E(|X;;|*) <
oo pour tout k € N, alors

IP) .
MM~ MDisque (fmblement)
N —o00

N 1
0% fiDisque = 7 1|z|<1dz sur C.

Ces théorémes restent vrai avec des hypothéses de moment beaucoup plus
faible. Mais ici, on ne présentera la preuve que sous I’hypothése des X;; bornées.
1l s’agit de démontrer que pour tout fonction test (réguliére et bornée) on a

1 1Y
NI = £ 3100 = [ s@dni = [ @i

Voici la stratégie :

1. On démontrera cette convergence pour les fonctions f(x) = x*. On
pourra alors la généraliser aux polynoémes puis aux fonctions réguliéres
par approximation.

2. Malheureusement les fonctions z* ne sont pas bornées sur R. Il nous

faudra donc également démontrer que ||M|| < C pour nous ramener & un
intervalle [—C, C] et conclure.

2.2 Norme de matrices aléatoires

On rappelle que
[M||=sup  [{u, Mv)l|.

lull=llvfl=1

Exercice 4. Montrer qu’il existe ¢ tel que P((u, Mv) > A) < Cexp(—cNA?)
pour tout ||ju| = |jv]|=1.

Démonstration. On a (u, Mv) = LN Zf\;zl u;v; X;;. Si on oublie I'hypothése

que M soit symétrique on obtient ainsi une somme de variables indépendantes
et centrées.



i - X i ) i 1 N s X
ler cas simple : X;; gaussien. C’est un vecteur gaussien donc TN Zmzl BRI
suit une loi gaussienne de variance

2

;| X & A N
E 0 X = — 202E(X2) = — 2 2] =1.
\/N‘Z“”J j N Z“zva (X3) N ;uz ;”a

i,7=1 i,j=1

2eme cas simple : X;; bornées (avec | X;;| < b). On peut alors utiliser 'in-
égalité d’Hoeffding

N 2
P Z w0 Xi5| > VNM| < Cexp (CM> = Cexp <f£N/\2>

2 N 2,2 2
b Zi,j:l u; vy b

i,j=1 J

car 32, ;uivi = (3, uf) (ZvF) = [lull®[lvf* = 1.
Avec ’hypothése M symétrique, la somme devient . u;v; X5 —|—Zf\2j (uvj+
v;u;)X;; et on on obtient un résultat similaire (avec une constante c plus petite).
O

L’ensemble des v € SV¥~! est non dénombrable. Pour pouvoir étendre notre

résultat précédent & supj,|=|j=1 (4, Mv)| il nous faut considérer un recouvre-
ment fini de SV—!

Affirmation 5. 1l existe A C SN, de taille |A| < (e_IC)N = exp(AN) tel que

par des petites boules de rayon € > 0.

SNt c | Blu,e).

ueEA

En considérant y € A, |z —y| < econ a
[(z, Mz)| = [((z —y +y), M(z —y +y))|

[y, My)| + 2[((z — y), My))| + [((z — y), M(z — y))|

I(

<
< [{y, My)| + [|M]|(2¢ + €*).

Alors puisque 3z € S¥=L, |(z, Mx)| = || M||, on obtient un y € A tel que
IM[(1 = 2¢ — €%) < |y, My)|.

Donc avec € suffisamment petit on a

{IM[l = A} < {3y € A, [{y, My)| >

| >~

}

Et finalement
A
P 2 %) <P (3y € A Ll M) = 5 )
< |A] % Cexp(fEN)\z)

< Cexp (N (AA — ?2))



pour A suffisamment grand, le terme dans ’exponentiel est strictement négative.
Conclusion, il existe A > 0, ¢/, C’ > 0 tel que

P(|[M]| > ) < C"exp(—¢'N).

Et donc que M reste bornée (avec trés grande probabilité).
De fait il est possible de démontrer un résultat beaucoup plus fort.

Théoréme 6. Si E|X;;|™ < oo pour un m > 4, alors pour tout e >0 on

P(|M||>2+¢) — O.
N—oo

2.3 Lol du semi-cercle via la méthode des moments.

Ici nous allons calculer +Tr(M*).
Proposition 7. Si E[|X|**] < oo, on a

E Hf Tr[M%]] = %H (2:) + 0N o0o(1) = /Rx%dus_c(x) + 0N oo(1).

On peut également démontrer que
1 2k+1 1 k
E NTr[M J| = onNsoo(1) et Var NTr[M 1| = +on—oo(l).

Et donc avec Tchebychev on obtient la convergence en probabilité.

Preuve de la Proposition 7. Commencons par les petits k

L] - L al B

1 N
2
E{NTrM]zzg

Pour k plus grand on développe et il nous faut évaluer des termes de la forme
E (X1112XZ2Z3 e Xlkh)
Premier exemple : on a

E (X12X23X31) = E(X12)E(X23)E(X31) = 0.

car les variable sont centrées. De la méme maniére on a alors la premiére idée
suivante :
— “Siun couple d’indices (igis41) n’apparait qu’une seul fois X; ;, X;

'Ll’Lg 7,27.3
alors E (X, i, Xigiy -+ Xigin) = 0.7

T2k %1



Tous les couples d’indices doivent donc apparaitre au moins 2 fois et il ne peut
donc y avoir au plus que k£ couples d’indices différents dans X;, ;, X X

G142 igiz i2ki1"
Voici un deuxiéme exemple : on a

1NEM4—1NEX4<C 0
N2 B0 = 52 B < 5 2,

Ici il faut remarquer que I'on a un facteur N~U+K) que E(M) < C et qu'il n’y
a que N < N'** termes dans la somme. Plus généralement on aura toujours
le facteur N~U4F) et |E(Xy, 4, Xigis -+ Xigpiy) | < C. Ainsi si on considére une
somme avec seulement N termes, ¢ < k + 1, cette somme sera négligeable. On
peut remarquer aussi que

[{(i1,i2,- - ,i2k) € [1, N],avec k — 1 ou moins couples d’indices différents}| < CN*

En effet dans ce cas il ne peut y avoir que k indices différents parmi iq,is, - - - , dok.
On en déduit la deuxiéme idée du calcul :
— “On peut ne considérer que les termes avec exactement k couples diffé-
rents.”
Ces couples apparaissent alors exactement 2 fois dans X, ;, Xiyis - - - Xigi;- On
a alors

E (Xi1i2Xi2i3 o Xizkil) = ]E(XfliQ)"'E(XiZZkil) =L
Conclusion :
1 ok 1
E NTr[M } = Nk+1 Z E (Xi1i2Xi2i3 e Xi2ki1)
i1,i2, iz €[1,N]
1
= W Z E(Xili'inzis XZQk'Ll) +0N%00(1)
i1,42, 325 €[1,N]
Couples apparaissent exactement 2 fois
= WHil,iz, -+« i € [1, N] : Couples apparaissent exactement 2 fois}|
+ 0N—>oo(1)

Il reste ensuite & énumeérer ces indices. Le choix de i; donne N possibilité.
On peut ensuite choisir les couples qui apparaissent (par exemple en notant
a =1i¢11 — iy mod N). Par exemple pour k =2 on a

\{a,a,b, b},a,b € [[LN]]H + Havbabva}vaﬁl) € [[LN]]H =2N?
et on trouve

N

Plus généralement on peut représenter les termes par des graphes dont les som-
mets sont des indices différents et dont les arétes sont les couples d’indices.
Exemple

E [1Tr[M4]} =2+ 0Noo(1)

1. 2. 3
Xi19X03X32X01 & 0S5 eSe



ou
1 2
X12X22X23X31 e o — L16) — @

Nos condition indiquent que seul comptent les arbres. Chacun d’eux donne

une structure pour l'ordre d’apparition des couple (par exemple {a,a,b,b}) et
donc est associé & N* indices Finalement on obtient

1
E {NTr[M%]] = |{arbres avec k + 1 sommets}| + oy 00(1)
Il y a une bijection entre

{arbres avec k + 1 sommets} <+ {chemin entre 0 et 2k restant > 0}

et on obtient alors les nombres de Catalan

1 2k
|{arbres avec k + 1 sommets}| = C, = 1 <k>

Exercice 8. Montrer que
[ o) =
R
Solution : Avec z = 2cos 6

/4 — x2dx = i/ (2 cos 0)**(2sin 0)%d6
27 Jo

_ ;1/ (610 7i0)2k(6i0 . 67i9)2dl’

= o
)

o

200-R)0(9 _ 120 _ =i gy

2k

1 2k

:%Z<e
1(, (2k

/ 9i2(—k)0 _ i2(t—k+1)0 _ eiZ(Z—k—l)G)dx
=0

(20 - () - ()
(¥)- (%) -a

Pour finir mentionnons également la loi de Malchenko-Pastur qui donne la

densité limite des valeurs propre de M*M avec M = \/LNX € RN et X, iid

(sans hypothése de symétrie).



3 Matrices Gaussiennes (2éme et 3éme cours, 4h)

Les matrices gaussiennes forment un groupe & part dans les matrices aléa-
toires (un peu comme les vecteurs gaussiens en probabilité). Le modéle se trouve
étre beaucoup plus facile & analyser et on peut démontrer beaucoup plus de
choses. Malheureusement les techniques utilisés sont rarement transposables
pour des matrices plus générales.

Question 9. FEst-il possible de généraliser les théorémes sur les matrices gaus-
siennes aux matrices non gaussiennes ?

Définition 10. (Gaussian Orthogonal Ensemble, GOE) Soit M = ﬁX avec
Xij = in NNR(O, 1) et X“ ~ NR(O,Q) .

Remarque 11. La densité de X
1 1 1 1
p(X) = 7P|~ 2ZJ:XZQ] = exXp (—4Tr(X2)) .

La loi de X est donc invariante par transformation orthogonal (d’ot le nom
GOE).

Lemme 12. Pour tout O € O,(R) on a X < OXO.

Démonstration. On a Tr((OXO0")?) = Tr(X?) et en notant X’ = OXO" le chan-
gement de variable dX1, - - - dX = (det O)*NdX1; - dXyn = dX11 - dX N
U

Définition 13. (Gaussian Unitary Ensemble, GUE) Soit M = ﬁX avec
Xij = X7ﬂ ~ N@(O, 1) et X;; ~ NR(O, 2) .

Ici RX;;,3X;; ~ Nr(0,1/2) et E(|X;;|?) = 1. Dans cas ci La densité de X

p(X) = %exp (—;Tr(X*X)) .

Laloi de X est donc invariante par transformation unitaire (d’ou le nom GUE) :
loi

Pour tout U € U,,(C) on a X = UXU™.

3.1 La loi jointe des valeurs propres

Loi des valeurs propre pour le GOE. La matrice étant symétrique on peut
la diagonaliser en une base orthonormée

X =0DO!, D =diag(Ai, - ,\n)

Il y a quelques petits soucis avec I’application de diagonalisation X — (O, D).
Tout d’abord telle quelle ce n’est pas vraiment bien définie car il faut définir



lordre des A; et si v; est vecteur propre alors —v; aussi. Et donc il y a aussi
un choix 4 faire dans la construction de O. Tout ¢a n’est pas trés grave. Un peu
plus sérieux, est le cas o des valeurs propres sont dégénérées (A; = A;). Dans ce
cas il faudrait mieux parler d’espace propre (de dimension > 2) que de valeurs
propre. Cependant comme on a que P(A; = A;,¢ # j) = 0, on admettra que l'on
peut ignorer toutes ces soucis.

Commencons par le cas N = 2.

Exemple 14. Heuristique pour N = 2, supposons D = diag(A1, A2) fixé et

calculons
. A1tAg 0 A1—Ao 0 .
ODO :O(< (2) k1+)\2)+( 8 )\2—A1>+>O
2 2

Mt M= (10
S s o(O _1>0

Le premier terme est juste une translation dans Sz (R) et le deuxiéme terme avec
O = R(#), 0 € [0, 27] la matrice de rotation, est un cercle de rayon A; — A2 dans
S2(R). On en déduit que le volume

{ODO",0 € O5(R)}| ~ [A1 — As

et donc comme la densité de X ne dépend que de D, on s’attend donc que la
loi de densité pour les D soit de la forme

1
p()q, /\2) = C|)\1 - /\2| exp (—4()\% + /\%)) .

On s’attend & une formule similaire dans un N général .

Théoréme 15. (Loi jointe des valeurs propres du GOE) La loi des valeurs

propres de M = % est donnée par

1 N N
_ Il ) ) f§ 2
p(/\h...,/\N)—Z |/\Z /\]| exp( 4i1)\i>.

i<j
Démonstration. Soit f une fonction test alors

B0 =7 [, 10w (<TG ) ax

On fait le changement de variable X = ODO?, on note Jac(O, D) la Jacobienne
du changement de variable.

E(f(X)) = %/@ . f(X)exp (—iTr(D2)> | det Jac(O, D)|dOdD



Calculons cette jacobienne en D = Dgy et O = I,,. Considérons petite perturba-
tion D+ 90D et I + JA. On a que A est antisymétrique au premier ordre. En
effet

I=(I+06A)I+6A)" =T+ (6A+6AY) +o(|6A|)

et donc 6A = —JA*. On a alors

X +6X = ([ +6A)(D +35D)(I+ 5A)
=D+ 6D +6AD + DSA" + (second ordre)

et donc au premier ordre 60X = dD + dAD — D JA qui s’écrit ainsi

5D11 ()\J — )\l)(SA”
5X = oL .
()‘j — )\Z)JA” (SDNN
alors

i<j
Autrement dit la jacobienne est diagonale dans la base {e;e}}i< NU{eie; +
ejel}izj<n et on a

det Jac(I, D) =[] I\ —

1<J

Pour une matrice O € O,,(R) général on a simplement det Jac(O, D) = det Jac(I, D) x
det Jac(X — OXO") = det Jac(I, D). Finalement

xp | —-Tr(D? ;
E(£(X)) /O(R) [ )ep( Te(D?) )H)\ | dOdD

1<

et pour une fonction ne dépendant que du spectre f(X) = f(D) on a donc

IE(f(X)):— o o) Jur f(D)exp (—Tr D2>H|)\ \,j|dOdD
= 5 [, S (<520 [ - v
= /. f(D)p(D)dD

et on peut conclure en identifiant p(D) avec le terme de l'intégrale précédente.
O

On peut faire le méme calcul pour le GUE. La seule chose qui change est que
0A est une matrice anti-hermitienne 0A* = —JA a la place d’antisymétrique.

10



En écrivant dA4;; = R6A;; +iS04,; il y a deux fois plus de variable (réelles) a
intégrer et le jacobien devient alors

det Jac(I, D) = [ ] I\ = A1
1<j

Théoréme 16. (Loi jointe des valeurs propres du GUE) La loi des valeurs

- X 5
propres de M = N est donnée par

1 N
_ L 12 o 2
p()‘lv"'v)‘N)_E |I‘)‘L )‘]‘ eXp( 2 ?_1)‘1>

i<j

Remarque 17. On peut écrire

1 BN N
_ 2
p(A1, - AN) = Zexp 8 E 10g|/\¢7)\j|f—4 ;,1 A

i<j
avec # =1 pour le GOE et f = 2 pour le GUE.

Par analogie avec la physique statistique et la notion de “mesure de Gibbs”

P(x) = o exp(—E(x))

ou E(x) est I’énergie du systéme et 8 = % I'inverse de la température. On peut
voir les A; comme la position d’un ensemble de particules interagissant entre
elles avec un potentiel en log |A; — A;|. On parle souvent de “log-gaz” ou parfois
aussi de “Coulomb-gas”. Sur R?, la solution de Au = &y est u(z) = 5 log|z|,
et donc une interaction en log correspond & une interaction Coulombienne en
dimension 2.

Plus généralement on parle de f—Ensemble lorsque ’on considére cette pro-
babilité pour 8 > 0. (Mais sauf pour § = 1,2,4 ces modéles ne décrivent des
matrices aléatoires dont les entrées sont indépendantes.)

3.2 Tridiagonalisation

Une fois encore on utilisera la propriété essentielle que X ©oxor.

Proposition 18. Pour X ~GOE on a

a1 by (0)
b ax b a; ~N(0,2)
X=0 by . . 0! avec b ~ X%
. b1 0 € On(R)
(0) b1 ap

et 0w (a;), (b;), O sont indépendants.

11



Démonstration. On écrit

X1 X2 -+ Xun

: xM
XNt

1l existe une matrices O € Ox_1(R) tel que

Xo1 by
: 0
oW =1 .|, avech = \/X221 +o X3
Xn1 0
On alors
X1 X2 -+ Xan X1 by 0
1 0 X21 1 0 _ bl
0o oW : Petd 0 (OW)t)—1]o O XM (OM)y
Xn1 :

On a alors X;; ~ N(0,2), b7 ~ xY ™! (la somme de carrés de gaussiennes
standards). La remarque importante est que O XM (OM)E suit une loi GOE
et que celle ci est indépendante de X11,b; (et de O(l)). On peut itérer alors la
construction sur O XM (OM)?

X b
Yuowoo oy (S
by by Xy by 0 ---
0
X = o xm W) [ b
01 0@x@ @)
ay bl (0)
bl as bg
— = b
bnfl
(0) bn,1 Qp,

Tous les éléments ainsi construits sont indépendant. Les éléments de la diagonale
suivent tous une loi N'(0,2). Puisque X*) n’est plus qu'une matrice de taille
N — k, le vecteur colonne n’est plus que de taille N —k — 1 et on a b7 ~

12



Xé\' *=1 Enfin il est toujours possible de changer X — OXO! avec O une

matrice uniforme du On(R) sans changer la loi de X. Dans ce cas la matrice
orthogonal qui apparait dans la proposition est indépendante des a;, b; et est de
loi uniforme sur Oy (R). O

Exemple d’application : Avec cette matrice et il facile de recalculer les mo-
ments pour une matrice ~G‘rOE. Pour N > 1,0n a Wil 0et \/ﬁbz CRVA T
Et donc —=X = M ~ M + o(1) avec

VN
0 b (0)
~ 51 7
M = , bi=4/1——.
- En—l N
(0) booy 0

Ainsi +Tr(M*) = %Tr(MZ) +o(1) et on a

(7).,

1

2 \

x |{chemins de taille ¢ allant de 7 & ¢ dans [1, N]}|

2 \

Sy
i

Ceci donne 0 si £ est impair et si £ = 2k on a alors

v =y (o) (1) = () Lo (2)

i=1

3.3 Introduction au processus ponctuel determinantal

Soit 2 ensemble fini, et on pourra identifier Q@ = {1,--- ,n}. Un processus
ponctuel aléatoire est la donné d’un sous-ensemble X C 2 aléatoire.

Définition 19. Soit K € R™*™ symétrique (ou hermitienne) tel que 0 < K <
I,,. On dit que X est un processus ponctuel déterminantal (DPP) de noyau K,
si pour tout S C Q

P(S C X) =det Kgg.

Par exemple : P(x € X) = Ky et P({z,y} C X) = Ko Kyy — Koy Kya.

Exemple 20.

1. On tire de maniére indépendante sur chaque site x € € une variable de
Bernoulli de paramétre p, :P(z € X) = p,. Ceci est un DPP de noyau

K = diag((pz))
2. On tire un point X = {x} uniformément sur 2. C’est un DPP de noyau
K:Ey = ﬁa Vx,y €.

13



Remarque 21. Si les DPP forment une classe plus générale que les tirages aléa-
toires cela reste des processus assez restrictifs. En effet les fonctions & un points
P(x € X) et deux points P({z,y} C X) déterminent le noyau K et donc complé-
tement le processus. (On est donc trés loin des 2™ — 1 paramétres pour décrire
la loi d’un processus ponctuel général.)

Remarque 22. Si X C ) est un DPP alors la restriction X |o C ' est également
un DPP pour tout Q' C Q.

On a également des formules pour la taille de X.

Exercice 23. Montrer que

1. E(|X]) = Tr(K)

2. Var(|X|?) = Tr(K(I - K)).
Solution : On a directement que E|X| = >
Pour la variance, on calcule

cca Pl € X) =3 o Koo = Tr(K).

E(IX|(|X] 1) =E [ > liexlyex | = > P({z,y} € X)

TF#Y z#yY
TFy

Et finalement

Var(|X]) = E(|X[*) — E(|X])?
= B(|X|(|X] — 1) + Tr(K) — Tr(k)?
= Tr(K) — Tr(K?)

Proposition 24. Pour tout S C Q, on P(SNX =0) = det(I — Kgg).

Démonstration. (Formule d’inclusion/exclusion) On a

nalzeX)]zwk S E

P(SNX =0)=E

1T 116)(]

€S k<|S| VCS,|V|=k xeV
=2 (D8 Y det(Kyy)
k<[ VCS,|VI=k
= det(I — Kss)

Pour la derniére égalité, il s’agit d’une formule plus générale

det([+ ZKSS) = Z Zk’ Z det(va)
E<|S]| VCS,|V|=k

qui s’obtient en écrivant ki, -, kjg| les vecteurs colonnes de K et en utilisant
la multilinéarité du déterminant det (61 +zk1, -, eg + zk|s|). O
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Remarque 25. Les probabilités P(S N X = ) caractérisent la loi du DPP.

Définition 26. On dit que X est un DPP de projection si K est un projecteur
orthogonal.

Dans ce cas on a P(|X| = rang(K)) = 1. En effet E(| X|) = Tr(K) = rang(K)
et Var(X) = Tr(K(I — K)) = 0.

Ces processus sont connues depuis longtemps en physique et sont essentielles
en mécanique quantique. On parle alors de “fermions”, de “statistique de Fermi-
Dirac” (principe d’exclusion de Pauli), de “déterminant de Slater”.

En diagonalisant le noyau (symétrique ou hermitien) on peut toujours écrire

n
K= Z )\k’l}kv;:
k=1

avec 0 < A\ < 1 les valeurs propres et vy les vecteurs propres (une base ortho-
normée). On A, € {0,1} ssi c’est une projection. Terminons cette section par
une question naturelle :

Question 27. Etant donné un noyau K, existe-il un DPP associé ?
Il se trouve que la réponse est oui.
Proposition 28. Tout noyau K (symétrique et 0 < K < I) définit un DPP.

Si un noyau K définit une probabilité P(X = S), ce n’est pas clair celle ci
est bien positive pour tout S C (2. L’idée de la preuve consiste essentiellement
& construire déja les DPP de projections. Il est ensuite possible de les combiner
pour construire les noyaux généraux.

3.4 Polyndéme de Hermite et loi du GUE

On rappelle les fonctions de corrélations définies informellement par

k
”pk(ﬂfl, A axk)d-rl .. dek =P (m{Xﬂ [l‘i7l‘i + dd?,] 35 @}) ?
1=1

Définition 29. On dit que X est un Processus Ponctuel Determinantal sur un
espace continue € si il existe un noyau K : Q% — R (symétrique ou hermitien)
tel que les fonctions de corrélations sont données par

pr(z1, - xy) = det K(zq, 25)1<i i<k

pour k € N. On supposera aussi 0 < K < I ou K est identifié¢ avec 'opérateur
Kf(z)= [ K(z,y)f(y)dy.

Cette définition est trés similaire au cas discret, et ce que ’on aurait obtenu
si on avait discrétisé €2 en petites cellules de taille €, supposer un DPP discret,
puis considérer la limite € — 0.
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Exemple 30. Un Processus Ponctuel de Poisson de densité p est un DPP
(continu) avec noyau K (z,z) = p(z) et K(x,y) =0si x # y.

Le message principal de cette section est le suivant : La statistique des valeurs
propres du GUE est un DPP (continue).

Théoréme 31. Les valeurs propres de X dans le cas GUE est un DPP (de
projection) avec

N—-1
K(z,y) = vn(@)vi(y)
k=0

00 vy, sont les fonctions de Hermite (Vi (x) = cka(x)exp(—ﬁ), c. €R et P,
les polynomes de Hermite).
On rappelle que les polynémes de Hermite sont définis comme
2 dF .2

et qu’il forment une base orthonormée de polynéme pour le produit scalaire
’(32 .
(f,g) = \/% Jg f(@)g(x)e™ = dz. On a donc bien

/ e () = Ty
R

une famille orthonormée dans L?(R).
Preuve du Theoréme 81 pour la N-fonction de correlation. On a
1 1
pn(x1, - yzN) = 7 E |z; — x;|? exp (—2 ;ﬁ) .

On reconnait un déterminant de Vandermonde

1 1 1 1 1
T T2 TN Py(21) Pi(zn)
[Tl —ail=] . : N
< N-1 _N-1 N-1 ' '
ety e Ay Pyx_1(z1) -+ Py-ai(zn)

ol Py sont des polynomes de degré k unitaire. Cette derniére égalité est sim-
plement des opérations sur les lignes du déterminant. On choisit P, = Hy les
polynomes de Hermite. On a alors

e_iwéll 6_%$(}V
1,..4 1,..4
T R T B T e S s
H 7 J Xp 4sz - . .
i<j i=1 - T
Py_1(z1)e”1"1 .-« Py_j(zy)e” 15N

= Z'det(¢;—1(;))1<ij<N-

16



Notons M;; = ¥, —1(xj), M € RVXN et
N—1

(M*M)ij = (i) (ny) = K (i, 75)
k=0

et finalement

N
1 1
PN (1, TN) = EHW — ;% exp <—2 > xf)
=1

i<j
= det(MtM)
= det(K (2;,25))1<ij<n
]

On a ainsi obtenu py. Il nous faut également vérifier que la formule du
déterminant est valide pour tout les pi, 1 < k < N — 1. Pour cela on utilisera

/K(a:,y)K(y, 2)dy = K*(z,2) = K(x, 2), /K(x,x)dm =n

Proposition 32. Un noyau K = 22:1 Yry induit bien un processus deter-
minantal.

Démonstration. Soit m < n, on a

an(xla e ax'rn) = /pn(xla e 7xn)dx’m+1 e d'rn

- /Z 6(0’) H K(in, ma(i))dxm—i-l ceeday,
g i=1

On ne fera la preuve que pour lecasm =n — 1

Pn—l(xla t axn—l)

:/pn(%...,%)dzn
> e(a)/ﬁK(:ci,xU(i))danr > e(a)/ﬁK(mi,xo(i))dxn

o(n)=n o(n)#n
= ndet(K (z;, x;) + Z e(o)/HK(wi,xa(i))dxn
o(n)#n i=1
Pour o avec o(i) = n, o(n) = j on définit 6(i) = j et 6(k) = o(k) sinon.
Chaque pré-image & a (n — 1) antécédents o (indexé par o(n)) et e(o) = —e(a).
Finalement

pro1(@1, -+ wn1) = ndet(K (zi, ;) — (n—1) > €(5) 1:[ K(z3,250)
=1

G

— det(K (a, ;)
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3.5 Déterminant de Fredholm.

On rappel que pour une suite a,, € (—1,1) : on a ’équivalence (en utilisant
lelog) >~ lan| <00 & 0 <][,5¢(1—an) <oo.

Définition 33. Pour K un opérateur de trace finie (3., (x)[Al < 00), on
appelle déterminant de Fredholm

det(I-K)= [ (1-).
Aeo(K)

La condition est motivé par la remarque suivante : pour une suite a, €
(—=1,1) : on al’équivalence (en utilisant le log) >~ < |an| < 00 < 0 < ]],s(1—
ap) < 00.

Proposition 34. Soit X un DPP de noyau K, alors P(X NI = () = det((I; —
K)|;) pour tout I C Q.

Corollaire 35. Loi de la plus grande valeur propre du GUE est donné par
PASUE < 0) = P([C, o0[NX = 0) = det((I — K)|(¢,00])

Pour finir, mentionnons une autre propriété sur les fonction de Hermite. Celle
ci est trés connu en physique quantique (l'oscillateur harmonique quantique).

Proposition 36. Les fonctions de Hermite 1, sont les vecteurs propres de
H= —%A + %Xz , de valeurs propre n + %, n € N.

On peut alors réécrire
K =1_a/24x2/2<N+1

& comprendre comme “la projection orthogonal sur les ’espace engendré par les
vecteurs propres de —%A + %Xz de valeurs propre < N + 17

3.6 Statistique locale et loi de Tracy-Widom

On note P = {A1,--- ,An} les valeurs propre de M = ﬁX dans le cas
GUE. On s’intéresse & la statistique locale des valeurs propre. On définit alors
un processus “centré en xg et dilaté de A > 07

Pp gy = {A(x —x0) : z € P}.

Pour zg & l'intérieur de la loi du semi-cercle, on s’attend & ce que la distance
typique entre deux valeurs propres soit ~ % (ou m pour étre plus précis).
On a la convergence de la statistitque locale des valeurs propres.

Théoréme 37. Soit xg € (—2,2), alors

log
PNps,C(LE0)7ZD0 Njoo PSz'ne

0w Psine est DPP de noyau
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Preuve du Théoréme 37. Ici nous donnons juste une heuristique. Imaginons que
Pon peut se ramener sur un voisinage de [V N(zg — €), VN (zo + €)] et que sur
ce voisinage on puisse remplacer K = 1_a /24 x2/2<n41 Par

K =1 rcong-s2)

definit sur les fonctions L?([—v/Ne,v/Ne]). Les valeurs propres de —A sont

or(z) = \/2617” exp(w\/’% ) et de valeurs propres | |2. On a alors

kmax—1

(x ~y)
sin ( NM(QT - y))
m(x —y)
sin (7 v/ Nselo) (@ — 1))

m(z —y)

Q

et on a |”\’7&“‘| ~ 2N (1 — x3) soit |7Tk“““‘| VN2 - %
C’est un DPP de noyau

N—-1
K" (2,y) = VN Y ¢n(VNz)pi(VNy).
k=0

C’est également DPP de noyau

N-1
KPheo (z,y) = @ Ui (%\N(x + xo)))% <\/Aﬁ(y + fﬂo)) :

Le résultat précédent n’est pas valable pour z¢ € {—2,2}, 1a ot la densité des
valeurs propre s’annule. Il apparait ici la fonction de Airy solution de I’équation
différentielle

f'(@) —af(x) =

avec comme condition limite que lim,_,, f(z) = 0.
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Théoréme 38. Pour N — oo, la statistique locale des valeurs propres Ppz/s o
converge vers un DPP avec

Airy(z) Airy (y) — Air Airy (z
Kpiry(z,y) = o) y(yi_y yy)Airy ( ).

Mentionnons juste pourquoi on peut s’attendre & la fonction de Airy dans
ce cas ci : En reprenant I’heuristique précédente vV N (2 + x)? — 4N ~ 4/ Nz et
donc pour on s’attend plutoét & obtenir un noyau de la forme

K= 1—A/2+(\/N(2+x))2/2g21v+1 - K= 1—A§4\/ﬁm

Et donc aprés changement d’échelle I'opérateur —A + x
On peut alors obtenir la loi de la plus grande valeur propre “explicitement” :

Corollaire 39. Pour le GUE on a

lim P(A\ <2+ N¥3t) = det((I — K airy)|jt,00()

N—o00

Ces statistiques de valeurs propres sont appelées “loi de Tracy-Widom” et
forme actuellement un champs de recherche trés actif.

4 Meéthode Perturbatives (4éme cours, 2h)

4.1 Formule de la Résolvante

Commencons par une formule 4 la fois trés simple mais qui se révéle incroya-
blement utile.

Lemme 40. Formule de la Résolvante
(A+B)t=A"1-A"'BA+B)".

Par exemple, si ||[A7'/2BA~1/2|| < 1, on peut itérer la formule pour obtenir
la série suivante

(A+B)"'=> (-1)*A7'BA'..A'BA".
k>0 k fois

Proposition 41. Si A\ est une valeur propre isolé de A, alors pour € suffisam-
ment petit

(oo}

Me)= ) a®, AW = —
k=0

95 Tr((z — A)"'B)*)dz

est une valeur propre de A + e€B et ou lintégrale complexe est un petit cercle
entourant \ € C.
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Dans le cas d’une matrice A diagonale et A = \;. Les premiéres valeurs sont
A1) et A®) sont les suivantes

M) =By et A2 = .
¢ N =

J#i
On peut les vérifier avec la formule générale

1 Bj; 1 Bj;
1 — [t’ VP Pop— _ 17 — RB..
A QZ_W%%:Z_Ajdz Z(%yﬁz_Ajdz) Bii.

J

1 B, Br; B.:B..
(2 = = PikPR _ ij Dji
A ;(4w§lg(xj—z)(xk—z)dz> NN

Preuve de la Proposition 41. On a

d . k—1
@Tr ([B(z —A)

= kTr ((z — A)7'B(z - A)_l]k)
par cyclicité de la trace. O

Remarque 42. En régle général, on cherchera toujours & travailler avec la résol-
vante. Par exemple pour une fonction holomorphe f on peut utiliser la formule

F) = 5= P FIU - 2) M,

4.2 Reésolvante et la loi du semi-cercle.

Définition 43. Soit v une mesure sur R, On appelle la transformé de Stieltjes
la fonction

5(2):/;2@, 2€C\R

N
Par exemple avec pg = % > ;=1 0, la mesure spectrale on a

5(z)=/$izduH(x):%Tr(H—z)’1
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Lemme 44. Pour la loi du semi-cercle

() = [t = Y

Tr—z 2

Remarquer que m est solution de m? + zm + 1 = 0. On peut proposer une
nouvelle preuve pour la loi du semi-cercle : démontrer que pour
(2) = S Te(H — )~
Z)= — —z
g N

on a g(2)? + zg(z) + 1 = o(1).
Cas du GOE. Avec la matrice tridiagonale,

On va estimer (M — z)7;" avec la formule de complément de Schur.

Lemme 45. (Complément de Schur)

_(A B 1 (G *
M‘(C D>’ M —<* *)
alors G = (A— BD~tC)~L.
Démonstration. On résout
M = o

X =(A-BD7'C)7U +
Y =x+4+=x

Avec by = 1 et M) la sous matrice bloc de M on obtient

~ —1 1
Mz =M =20 =

La matrice M) est trés similaire & M et on admettra que (M — )~ (]\;[(1) -
2)55 - On obtient alors



et h(2)? + zh(2) + 1 =~ 0. On en déduit (H — 2)7} = (M — 2)]' =~ m(z). Par
invariance avec H — OHO?!, on a la méme chose pour (H — z),;kl, pour tout k.
Et donc Tr(H — 2)~' =~ m(z).

Cette méthode de preuve peut-étre généralisée avec

Hyy—2 |Hip -+ Hin
H—-2z= Ha ,
: HM — 2
Hpyy
et on alors )
(H - Z)fll =

1l s’agit de montrer
i 1
> Hu(HY - 2) Hyy = FIE(H = 2) 7t =g(2).
i,j=2

Ce qui peut se faire avec des théorémes de concentration généraux.

4.3 Transition BBP
On considére une perturbation de rang 1 de la matrice aléatoire
M = H + aquu®,
a > 0. On rappelle la propriété d’entrelacement.

Lemme 46. (Interlacing)

1. Pour M comme ci dessus,
AN(H) S AN(M) S Ay-1(H) < - S M(M) < A (H).
2. Pour HW € RIN=DXWN=1) yne sous-matrice de H
AN(H) < An-1(HD) < Avoa(H) < - < M(HW) < A (H).

Démonstration. On a

= inf .
i (M) dim‘l/n:k—le\ilﬁE\|=1<v7Mv>

Puisque (v, Mv) = (v, Hv)+a|{u,v)|?> > (v, Hv) on obtient que Ay (M) > A\x(H)
pour tout k. Soit W tel que

M(H)= sup (v,Hv).
vl W, |jv]|=1
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En choisissant W’ = W + Vect(u) on a

Aep1(M) < sup  (v,Mv)=  sup (v,Hv)< sup (v,Hv) = \(H
vl W’ ||v||=1 vl W’ ||v||=1 vl W, ||v]|=1
La preuve fonctionne de la méme maniére pour une sous matrices H). O

En conclusion la distribution globale des valeurs propres de H n’est pas
modifiée et la loi du semi-cercle reste donc valide pour M. Il reste la question
de la plus grande valeur propre.

Théoréme 47. (Transition BBP) Soit o > 0, ||u]| = 1. Sous des hypothéses de
moment pour les entrées de H on a

2+ op(1) sta<l1

M (H + ) = .
1( auu™) {a+i+op(1) sia>1

Démonstration. Méthode 1 Dans le cas GOE : On considére u = e; et M notre
matrice tridiagonale

Exercice : Etudier cette matrice.
Meéthode 2 : Avec la formule de la résolvante

(H—z+aere)))! = (H—2)5 = [(H = 2)"ere (H — 2+ aere}) i
= (H = 2)i] —a(H —2);'(H — 2+ aere})
Donc

(H*Z+Oé€1€*)_1 _ (H_Z)fll ~ m(z) )
VIV pa(H - 2)7 T T+ am(z)

On cherche z > 2 qui est une valeur propre lorsque (H — z + aejed) )t = oo,

0:1+am(z):1+a%2’2_4.
On alors
2—az=—aVz22—4, = 4—daz+a®2? =a%2? - 40
= az—1=a?
etdoncz:oﬁ—é. O
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4.4 Mouvement Brownien de Dyson

On s’intéresse maintenant & une matrice aléatoire dépendante du temps

B(t) = (Bi;(t))ij

avec B;;(t) des mouvements Brownien indépendants. Pour tout ¢ > 0, \/%3 (t)

suit une loi GOE. On s’intéresse & la dynamique des valeurs propres pour ce
modéle.

Théoréme 48. (Mouvement Brownien de Dyson (MBD)) Les valeurs propres
de B(t), M(t) < -+ < An(t) suivent l’évolution stochastique

1
i —

dX\i(t) = dBy(t dt
0 =dB)+ |3 3=y
J#i

ot B; sont des mouvements brownien indépendants. .

Démonstration. On note
Ai(t) = f(Bu(t), -+, By (1))
Pour une petite perturbation B — B + § B, avec la proposition 41 on a

<Ui, (5BUJ'>2

VSOB) = (vi,0Bv:) et Hf(OB,0B) =y 222
1A

j#i
avec H f la hessienne de f. On observe que dBij = (v;,dB;;v;) forment une
famille de mouvement brownien indépendants. En effet toujours par invariance

de la loi GOE, O(dB)O? suit la méme loi que dB et on choisit O donnant la
base orthogonal des (v;). On utilise alors la formule d’Tto

dn(t) = VF(dB) + %Hf((dB, dB))

ot on a utilisé que (dB,;,dB;;) = dt. O

Remarque 49. La loi des valeurs propres du GOE, & un changement d’échelle
prés, est invariante par I’évolution du MBD

N
1 1 2
PN(AL, - AN) = 7 IT 12 = Ajlexp <_4;/\i> :

i<N
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Il se trouve qu’une formule similaire apparait pour d’autre matrices suivant
I’évolution de MBD.
M(t) = M(0) + B(t)

On rappelle que pour un processus stochastique dX = Vdt+dB on a I’équation
de “semi-groupe de Markov” :

GE(f(X (1)) = E(LF(X(D))

avec L = V.V + %A. En notant p; la densité de X; on a alors

OE(f(X (1) = 0, / pu(e) f(@)de = / Oupr() f () de
et

BILCX0) = [ m@)Lf@)ds = [ L) ()i

ou L*py = —ﬁ(th) + %Apt. Ceci étant valide pour toute fonctions f on obtient
que

—

1
8tpt = —V(th) + iApt

Dans le cas du MBD pour les valeurs propre de la matrice M (¢) on a

) fsz:i Z# +1A
tPt = 2 a, < N— N Pt B Pt-

On écrit p; sous la forme.

pr(Ai, - AN) = H|>\i—)\j| pr(A1, -, AN) (1)

i<j

Exercice 50. Montrer que 0;p = %Aﬁ.

Il s’agit de remarquer que dlkf, [Lic;, (M=) =>4 ﬁl% (Hiq (N — )\j))
La densité p; est alors simplement donnée par une convolution gaussienne

_ _ 1 \" [ElS
Pt = Gix po, Gi(x) = Wor exp ( =5,

Et avec (1) on a ainsi la densité p; pour tout t. Remarquer que lorsque pg
converge vers un Dirac en 0, (M (0) = 0) on retrouve bien la loi du GOE.
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5 Grandes Déviations (fin du cours, 1h)

5.1 Autour de la loi du GOE ou GUE

Commencons par une simple remarque, la loi des valeurs propres peut se
réécrire

1 BN &
—7” ). |B _75 2
pN()\la 7)‘]\7)_ VA |)‘Z )\]| EXp< 4 i_l)\i>'

i<j
1 1 U
= exp | BN? ﬁngw—Aﬂ—WZAﬂc
i#j i=1

_ logZ
avec C = EER

Définition 51. Pour p une mesure sur R, on appelle énergie du log-gaz la
quantité

1
£ =~ [ togle ~ yldu()dnto) + § [ adu(e) ~c
R2 R
A peu de chose prés (la condition i # j de la somme) on pour uy =

N
% Zi:l 5)\1'

pn(pm) = %eXp (=BN?E(un)) -

Exercice 52. La loi du semi-cercle minimise £(u).

On note d; la distance sur les mesure définies par

[ tdn [ sav

Théoréme 53. (Grande déviation pour la mesure spectral) Soit 1 une mesure
sur R alors

di(p,v) = sup
f 1 Lipschitz

s 08P (s, ) < ) = ~E(n) + 00y (1)

ot lim¢_,o limy_y00 0e N (1) = 0.

Idée de la preuve : On peut toujours encadrer

exp (-0 sup £()) % V(A) <P (i € 4) < exp (5N it €00 ) x V(4

avec V(A) = Volume(A). On peut considérer A comme un sous ensemble (une
petite boule) de RY, et dont le volume se comporte comme

Volume(4) ~ (..)" .
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Alors limy_,0 7 log Volume(A) = 0. Autrement dit, seul le terme en exp(—BN2E(u))
reste important & la limite. En choisissant des A de plus en plus petit de tel
sorte & ce que |sup, e 4 £(p) —infea E(p)| — 0 lorsque € — 0. On obtient ainsi

le résultat.

Une conséquence directe est que la probabilité d’observé une mesure spec-
trale loin de la loi du semi-cercle est extrémement petite pour N > 1 car
décroissante comme =< exp(—cN?).

Mentionnons aussi un résultat de grande déviation pour la plus grande valeur
propre

Théoréme 54. (Grande déviation pour la plus grande valeur propre) Soit x > 2

alors
1

BN
ot I(z) = 5 [/ V¥ —4dt et lime_0limpy o0 0,5 (1) = 0.

Idée de la preuve/heuristique : Les valeurs propres Ay < --- < Ay se répar-
tissent sur [—2, 2] selon la loi du semi-cercle. Et on peut comparer

logP (M (H) €[z —€e,z+¢€]) = —Z(x) + 0e,n(1)

pN(A1 =2, A2, , AN)
pn(AL =2,X2,- , AN)

1 1,5 9
=exp | BN N;(log:c)\j|log|2)\j|)4(:c - 2?)
J

Avec une somme de Riemann cela donnera ~ exp(—SNF(z)) ou
22
F(a) = [ (lor 2 = 5) =108 (@ = ) dpncl) = T+ 1.
et on trouve apres calculs F(z) = 3 [/ /12 — 4dt.

5.2 Résultats Généraux de concentration de la mesure

Théoréme 55. [Talagrand] Soit X1, -, X, indépendant avec |X;| < 1, et
f:R™ = R une fonction conveze, 1-Lipschitzienne pour la norme ||.||2 ) Alors

P (|£(X) — median(f(X))| > ) < C exp(—ct?)
avec ¢,C des constantes universelle.

Ce théoréme est trés utile en probabilité car extrémement général. En par-

ticulier en matrice aléatoire on a les applications suivantes.

— La norme M — ||M|| est une application convexe et 1 Lipschitzienne.
On en déduit alors directement que pour une matrice a entrées bornées,
la norme (et la plus grande valeur propre) se concentre autour de sa
médiane avec une borne sur la probabilité en exp(—cNe?).

— Si f est convexe et 1—Lipschitzienne sur R. Alors I’application M —
~+Tr(f(M)) est convexe et 1 Lipschitzienne. On en déduit alors directe-
ment la convergence pour toute une famille de fonction test de [ f(z)dum ().
Et donc que la mesure spectral se concentre autour d’une mesure limite
avec une borne sur la probabilité en exp(—cN?Ze).
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Pour la derniére affirmation il s’agit du Lemme de Klein et du Lemme suivant

Lemme 56. 4 Tr(f(A+tB)) = Tr(Bf'(A))

Démonstration. Si f(x) = 2*, on
d k—1
—Tr((A+1tB)¥) =Y Tr(A'BAF"1) = kTr(BAF ).
dt i=0

On peut alors étendre cette relation aux polynémes et par approximation aux
fonctions lisses. O

Validation du cours

Cette introduction aux matrices aléatoires a été donnée en paralléle d’un
cours sur le Modéle d’Anderson. La validation du cours & consisté en une pré-
sentation orale des éléves traitant un des articles ou chapitres de livre suivant.

— Random matrices

— (Large deviations) https ://michel.talagrand.net/preprints/ "A new
look at independence" (+ https ://www.concours-centrale-supelec.fr/sites
/default /files/documents/M007.pdf un sujet de Central 7!!)

— (Free probabilities) https :/ /rolandspeicher.com /wp-content /uploads/2019/08
/free-probability.pdf (Section 1,2 et 7) et https ://terrytao.wordpress.com
/wp-content /uploads/2011/02/matrix-book.pdf (Section 2.5)

— (Circular law) https ://arxiv.org/pdf/1109.3343 (Premiers sections)

— (Zeta function) https ://seminaire-poincare.pages.math.cnrs.fr /keating.pdf

— Between random matrices and Anderson model

— The Phase Transition in the Ultrametric Ensemble and Local Sta-
bility of Dyson Brownian Motion, Per von Soosten, Simone Warzel,
(https ://arxiv.org/abs/1705.00923)

— Anderson model

— The multiscale approach of the localized phase of the Anderson mo-
del : chapter 10 and 11 of https ://arxiv.org/abs/0709.3707

— Localization for 1D Anderson model : chapter 12 of the book by Ai-
zenman Warzel "Random operators" (It is in the library T think, or I
have a numerical version, please ask). With possible prolongation to
the tree model, or other books.

— The eigenvalue point process : Chapter 17 of the book by Aizenman
Warzel "Random operators"
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