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Mesure et Intégration Durée : 90 min

Controle Continu

La justification des réponses et un soin particulier de la présentation sont demandés et pris en compte lors de la no-
tation. Le matériel électronique (smartphone, calculatrice, montre connectée, etc.) et les documents sont interdits.

Question de cours. Enoncer précisément les théorémes de convergence monotone, de Fatou et de
convergence dominée. Montrer le théoreme (lemme) de Fatou.

Exercicel. Déterminer la limite des intégrales suivantes lorsque n tend vers I'infini en utilisant une
fois et une seule fois chacun des trois théorémes énoncés dans la question de cours :

n
a)/ L
sin n+nx2

b / 1+nx2

o / n?sin(x/n) .

(1 +nx)(1+ 22)

Exercice 2. On considére o ¢ Z(R), 'ensemble des singletons de R :
o = {{zr}, x e R}.

a) Déterminer .# (</), la tribu sur R engendrée par 7. Justifier soigneusement votre réponse
sans utiliser ce qui a été fait en TD.

b) Endéduire que .# (/) est strictement incluse dans #(R).

¢) Soit (X,.# ) un espace mesurable et f : X — RvérifiantVr e R, f~}({x}) e 4.
Justifier le fait que f est mesurablede (X, .#) dans (R, .#(</)) et montrer al'aide d’'un contre
exemple que f n'est pas forcément mesurable de (X, .#) dans (R, Z(R)).

Exercice 3. Montrer que 'application
f: R - R

r — |z

est borélienne. Ici | x| désigne la partie entiére de x.

Exercice 4. Soient (X, ., j1) un espace mesuré tel que ;4(X) > 0 et une fonction f : X — [0, +o0[
mesurable.

a) Pour toutn € N, on considére I'ensemble
A, ={reX; f(x) <n}.

Montrer que (A,,),>0 est une suite croissante d’éléments de .# (d’ensembles mesurables) avec

Unz() A” - .
b) Endéduire quil existe A € .# tel que u(A) > 0 et f soit bornée sur A.



