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Contrôle Continu

La justification des réponses et un soin particulier de la présentation sont demandés et pris en compte lors de la no-
tation. Lematériel électronique (smartphone, calculatrice, montre connectée, etc.) et les documents sont interdits.

Question de cours. Énoncer précisément les théorèmes de convergence monotone, de Fatou et de
convergence dominée. Montrer le théorème (lemme) de Fatou.

Exercice 1. Déterminer la limite des intégrales suivantes lorsque n tend vers l’infini en utilisant une
fois et une seule fois chacun des trois théorèmes énoncés dans la question de cours :

a)
ˆ `8

0

n

sin2 n ` nx2
dx ;

b)
ˆ `8

0

n

1 ` nx2
dx ;

c)
ˆ `8

0

n2 sinpx{nq

p1 ` nxqp1 ` x2q
dx.

Exercice 2. On considèreA Ă PpRq, l’ensemble des singletons deR :

A :“ t txu, x P Ru.

a) Déterminer M pA q, la tribu sur R engendrée par A . Justifier soigneusement votre réponse
sans utiliser ce qui a été fait en TD.

b) En déduire queM pA q est strictement incluse dansBpRq.
c) Soit pX,M q un espace mesurable et f : X ÞÑ R vérifiant @x P R, f´1ptxuq P M .
Justifier le fait que f estmesurable de pX,M qdans pR,M pA qq etmontrer à l’aide d’un contre
exemple que f n’est pas forcément mesurable de pX,M q dans pR,BpRqq.

Exercice 3. Montrer que l’application

f : R Ñ R
x ÞÑ txu

est borélienne. Ici txu désigne la partie entière de x.

Exercice 4. Soient pX,M , µq un espace mesuré tel que µpXq ą 0 et une fonction f : X Ñ r0,`8r

mesurable.
a) Pour tout n P N, on considère l’ensemble

An :“ tx P X; fpxq ĺ nu.

Montrer que pAnqnľ0 est une suite croissante d’éléments deM (d’ensemblesmesurables) avec
Ť

nľ0An “ X.
b) En déduire qu’il existeA P M tel que µpAq ą 0 et f soit bornée surA.
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