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Mesure et Intégration

Fiche 2
Sup, inf, lim sup, lim inf

Dénombrement

Tribus

Exercice 1. TrouverA Ă R tel que supA etminA existent dansR, maismaxA n’existe pas.

Exercice 2. Déterminer les bornes sup et inf des ensembles ci-dessous :
a)A1 :“

!

cos
´

n
π

2

¯

; n P N
)

;

b)A2 :“

"

12n ` 10´n

3n ` 2
; n P N

*

;

c)A3 :“
!´

1 ` sin
´

n
π

2

¯¯

lnn ; n P N˚
)

.

Exercice 3. Calculer

sup
xľ0, tPR

cospxt ` π{4q

1 ` x2
, sup

x, tPR

e´x{p1`t2q

1 ` x ` x2
.

Exercice 4. Calculer lim supn xn et lim infn xn pour les suites définies pour tout n P N respective-

ment par les formules :

a) xn :“ 1{pn ` 1q.

b) xn :“ pn ` 1qp´1qn
.

c) xn :“
´

2 ` cos
´

n
π

2

¯¯ n

2n ` 1
.

d) xn :“
11n ` 2 cospnπq
?
4n2 ` n ´ 1

.

Exercice 5. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) L’ensemble des nombres premiers est dénombrable.

b) L’ensemble des nombres pairs est dénombrable.

c) L’ensembleR est dénombrable.
d) L’ensembleC est dénombrable.
e) L’ensembleN ˆ R est dénombrable.
f) L’ensemblePpNq “ tA ; A Ă Nu est dénombrable.

Exercice 6. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) SiX est dénombrable, alors toute tribu surX est a. p. d.

b) Une partieM dePpXq est une tribu si elle vérifie :

(i) H P M .

(ii) A P M ùñ Ac P M .

(iii) rAn P M , @ns ùñ
č

nPN

An P M .

Exercice 7. Le but de cet exercice est de montrer qu’une réunion arbitraire d’ensembles mesurables
n’est pas nécessairement un ensemble mesurable. Soit

M :“ tA Ă R ; A a. p. d. ouAc
a. p. d.u.

a) Montrer queM est une tribu.

b) Montrer queM ‰ PpRq.

c) Conclure.
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Exercice 8. PourX ensemble etA Ă PpXq, on noteM pA q la tribu surX engendrée parA .

a) SoitX :“ t1, 2, 3u etA :“ tt1uu. Montrer queM pA q “ tH, X, t1u, t2, 3uu.

b) SoitX :“ N etA :“ ttnu ; n P Nu. Montrer queM pA q “ PpNq.

Exercice 9. Trouver tous les ensemblesA Ă R,A ‰ H, tels que

supptAq “ t supA, @ t P R.

Exercice 10. Soient an,k P R, @n, k P N. A-t-on toujours

sup
n

sup
k

an,k “ sup
k

sup
n

an,k?

Exercice 11. Un nombre réel x est dit algébrique s’il existe un polynôme non nul P P ZrXs tel que

P pxq “ 0. Un nombre réel qui n’est pas algébrique est transcendant.
a) Montrer que tout nombre rationnel est algébrique.

b) Montrer que l’ensemble des nombres algébriques est dénombrable.

c) Montrer que l’ensemble des nombres transcendants n’est pas dénombrable.

Exercice 12. Nous admettons le résultat suivant, qui sera démontré en topologie : tout ouvertU Ă R
s’écrit comme une union d’intervalles ouverts disjoints deux à deux.Montrer que tout ouvertU Ă R
s’écrit comme une union a.p.d.d’intervalles ouverts disjoints deux à deux.
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