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Mesure et Intégration

Fichel: ENSEMBLES, SUP, INF

Cadre, notations

1. Nous travaillons dans un ensemble fixé X.

2. Les parties (sous-ensembles) de X sont notées A, B, etc. La phrase « A est une partie de X » peut
sécrire Ac Xou X o A.

3. Lensemble de toutes les parties de X est noté &(X).

4. Lanotation (A;);c; désigne une famille de parties de X, indexée par un ensemble quelconque (donc
pas nécessairement fini ou dénombrable) d’indices.

5. Rappelons les opérations usuelles avec les ensembles :
(i) (union) A|JB :={re X;ze Aoux € B};
(i) (intersection) A(\B :={r € X; z € Aetx € B};
(iii) (différence) A\B :={x e X ; x € Aetz ¢ B};
(iv) (différence symétrique)

AAB = (AB)| J(B\A) = {re X; [re Aetx ¢ Blou[re Betx ¢ Al};

(v) (complémentaire) A° = X\A :={zxe X;z¢ A};
(vi) (produit cartésien) si X, Y sont des ensembles, alors X x Y := {(x,y); v € Xetye Y}.
6. Une suite (A,,),>x de parties de X est croissante si A,, = A, .1, Vn > k. Elle est décroissante si
A, D A, pourtoutn > k.

Exercicel. (Echauffement)
a) Dessiner «avec des patates » les ensembles A| | B, A(| B, A\B, A¢, AAB.
b) Calculer (AAB)AA.

Exercice 2. (Propriétés fondamentales) Montrer les propriétés suivantes.

) AN JB) = A By et Al J(B:) = AlB).

b (ar-Naear-Us.

0) A\I(U B;) fh(A\E;j)Iet {9 AZZ-E)I\B = JaB).

d) A\(ﬁ B;) = G(A\Bz-) et (d A)\B = ﬁ(Ai\B)-

e) (QAI) x (jgj;j) - (, )u;A x B et(h A;) % (Q] B;) = (’ -)QuAi x Bj.

Exercice 3. (Fonction indicatrice) Soit X un ensemble. Pour une partie A de X, on définit sa fonction
1, size A
indicatrice x4 : X — Rpar ya(z) :=<{ .
XA par Xa(z) {o, siz¢ A
a) Calculer yg et xx. Pour A ¢ X fixéet Y = R, calculer x,*(Y).
b) Exprimer simplement en fonction de x 4 et x5 les fonctions x ac, xan B, XA B> XAAB-
¢) Sif: X — Y (X,Y deux ensembles) et C' — Y, exprimer x ;-1 (¢ en fonction de x¢ et f.
d) Lapplication A — x4 est-elle une bijection de £2(X) dans {0, 1}* := {f : X — {0,1}}?
e) Montrer, a l'aide des fonctions caractéristiques, I'égalité (AAB)AC = AA(BAC).
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Exercice 4. (Suites d’ensembles) Soit (A,,),>o une suite de parties de X.
a) Montrer que si (A,,),0 est croissante, alors U A, = U A,,VnyeN.

n=>ng n>0
b) Montrer que si (A, ),>0 est décroissante, alors ﬂ A, = ﬂ A,,VnyeN.
n=ng n=>0
c) Soit A := U A,,. Montrer que si (A4, ),>0 est croissante, alors la suite (x4, )n>0 st croissante et

n>0
converge simplement Vers xa.

d) Enoncer et prouver le résultat analogue au précédent pour une suite décroissante.

0¢]
e) Soit A := U A,,. Montrer que siles A, sontd. d. d. (deux a deux disjoints), alors x4 = Z XA, -
n>0 n=0
Exercice 5. Soient A, B des parties non vides de R. Montrer que :
a) M = sup Asi et seulement si M est un majorant de A et il existe une suite (z,), < A telle que
x, — M. Trouver une caractérisation analogue de inf A.
b) sup A etinf A sont uniques.
) sup (—tA) = —t inf A, V¢ €]0, oo[. Donner les formules de sup (tA), inf (tA), inf (—tA).
d) sup (A+ B) =sup A +sup Betinf (A + B) = inf A + inf B.
e) SiAc B,alorsinf B < inf A < sup A < sup B.
) Si(x,)n=n, < R estune suite croissante, alors lim,, x,, = sup x,, := sup{z, ; n = ng}.
n>ng

Trouver I'énoncé analogue pour une suite décroissante.

g) SisupA > x € R, alorsil existeuny € Atel quey > x.
h) Montrerquesup (A | J B) = max (sup A, sup B).Ya-t-ildes formules pourinf (A J B),sup (A B)
etinf (A(B) pour A(\ B # &?

Exercice 6. (Image directe, image réciproque) On se donne deux ensembles X et Y et une application
f: X->Y.

Si A c X,ondéfinit f(A) := {f(z); x € A}.
Si B « Y, ondéfinit f~(B) := {r € X ; f(z) € B}.
Montrer les propriétés suivantes de l'image réciproque B — f~1(B).

a (B =By

el el
b (B =)/ (B
el iel

o) f7H(B) = (f71(B))".
d) Si, de plus, g est une application de Y vers un ensemble Z, alors (g o f)"*(B) = f (g7 (B)).

Pour I'image directe A — f(A), les relations analogues ne sont pas vraies en général.

e) Montrer que f(U A;) = U fA).
el el

f) Montrer que f (ﬂ A) < ﬂ f(A;) et donner un exemple montrant que I'égalité n'est pas vraie en
i€l i€l

général.
g) Montrer par des exemples quen général il n'y a aucune relation d’inclusion entre f(A°) et (f(A))°.
Exercice 7. (Coupes)Si £ < X x Y, soient

VeeX, E(x,)):={yeY; (x,y) e E}etVYyeY, E(.y):={xe X; (z,y) € E}.
a) SiX =Y =R, «dessiner» E(z, -) et E(-,y) pour une « patate ».
b) SiE:={(z,y) eR*; 2 >0,y>0, z+y < 1}, trouver E(z,-) et E(-,y) pour chaque z,y € R.
¢) Montrer que (| | Ei)(z,-) = | JEi(w,-), Vo e X et (| JE)(,y) = JEi(y),Vye Y.

el el el el



