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Mesure et Intégration

Fiche 3
Tribus

Fonctions mesurables

Exercice 1. Déterminer les tribus engendrées dansX par la familleA , où :

a) X “ R etA “ tZu.

b) X “ R etA “ ttnu ; n P Zu.

c) X “ N etA “ tt0u, t2u, t4u, . . . u.

Exercice 2. SoitM une tribu surX etB P M . Montrer que la tribu traceMB est égale à

MB “ tA ; A P M , A Ă Bu.

Exercice 3. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) Un ouvert ou un fermé d’un espace métriqueX est un borélien deX.
b) Un borélien d’un espace métriqueX est un ouvert ou un fermé deX.
c) Un intervalle est dansBpRq.

Exercice 4. Dans cet exercice, nous considérons un espacemesurable pX,M q. Prouver ou réfuter les
assertions suivantes.

a) Une fonction f : X Ñ R qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs est étagée.
b) Si f : X Ñ Rn

est mesurable, et si g : Rn Ñ R est borélienne étagée, alors g ˝ f : X Ñ R est

étagée.

c) Si f : X Ñ R est telle que f´1pF q P M pour tout F Ă R fermé, alors f est mesurable.
d) Si f : R Ñ R est borélienne et ne s’annule pas, alors 1{f est borélienne.

e) La fonction f : R Ñ R, fpxq “

#

x ` 1, si x ľ 0

´x, si x ă 0
, est borélienne.

f) La fonction f : X Ñ R est mesurable ðñ |f | est mesurable.

Exercice 5. Décrire les fonctions mesurables f : X Ñ R suivants.
a)X est muni deM “ tH, Xu.

b)X est muni deM “ PpXq.

Exercice 6. Soit pX, dq un espace métrique. Soient fn : X Ñ R des fonctions boréliennes, n P N.
Montrer que tx P X ; pfnpxqqn convergeu est un borélien deX.

Exercice 7. a) Soit f : R Ñ R dérivable. Montrer que f 1
est borélienne.

b) Soit f : R Ñ R continue. Soit x P R. Montrer l’équivalence des propriétés suivantes :
(i) f est dérivable en x.
(ii) Les limites suivantes sont égales et finies :

lim
mÑ8

inf

"

fpx ` hq ´ fpxq

h
; h P Q˚, |h| ă

1

m

*

“ lim
mÑ8

sup

"

fpx ` hq ´ fpxq

h
; h P Q˚, |h| ă

1

m

*

P R .

c) En déduire que, si f est continue, alors la fonction g : R Ñ R définie par :

gpxq “

#

f 1pxq si f est dérivable en x

0 sinon

est borélienne.

d) Vrai ou faux? Si g “ 0, alors f est constante.
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Exercice 8. 1. Soit pX,M qun espacemesurable etF une famille qui engendre la tribuM .Mon-

trer que siA Ă X, alors la familleFA “ tf X A ; F P F u engendre la tribu traceMA.

2. Soit pX, dq un espacemétrique. Soit Y Ă X, muni de la métrique induite parX. Montrer que
BpY q “ tB X Y ; B P BpXqu.

De manière équivalente,BpY q coïncide avec la tribu trace deBpXq sur Y .

Rappel : PourF une famille de parties d’un ensembleX, on noteM pF q la tribu engendrée parF
surX.

Exercice 9. SoitA etB deux familles de parties d’un ensembleX.

a) Montrer que siA Ă B, alorsM pA q Ă M pBq.

b) Montrer queM pM pA qq “ M pA q.

Exercice 10. SoitA Ă PpXq et A Ă X. Si A P M pA q, montrer qu’il existe une partie a. p. d.B
deA telle queA P M pBq.

Indication : considérerC “ tA P M pA q ; D B Ă A a. p. d. tel queA P M pBqu.

Exercice 11. a) Montrer que l’union de deux tribus n’est pas nécessairement une tribu.
b) Montrer que l’union d’une suite finie et croissante de tribus est une tribu.

c) Ce dernier résultat ne passe pas à une union infinie. En effet, pour n P N, soit Mn la tribu sur

N engendrée parPpt0, . . . , nuq. Montrer que pMnqnľ0 est une suite croissante de tribus sur N,
mais que

ď

nľ0

Mn n’est pas une tribu.

Exercice 12. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) L’ensemble r2, 3r

Ş

Q est un borélien deR.
b) L’ensembleA :“ tx P R ; cosx “ sinpsinxqu est un borélien deR.

Exercice 13. SoitΦ : X Ñ Y un homéomorphisme entre espacesmétriques et soitA Ă X. Montrer
queA P BpXq si et seulement siΦpAq P BpY q.

Exercice 14. Soient pX, dq et pY, δq deux espaces métriques. Montrer que si nous munissonsX ˆ Y
d’une métrique produit, alorsBpXq ˆ BpY q Ă BpX ˆ Y q.

En particulier, on aBpRnq ˆ BpRmq Ă BpRn`mq.

Exercice 15. Soient f : X Ñ Rmesurable et g : X Ñ R définie par :

gpxq “

#

1, si fpxq P Q
0, sinon

.

Montrer que g est mesurable.

Exercice 16. Soit pX, dq un espace métrique. Soit f : X Ñ R.
a) Montrer que f est continue en x P X ðñ @ ε ą 0, il existe un voisinage V de x tel que

ry, z P V s ùñ |fpyq ´ fpzq| ă ε.

b) En déduire que l’ensemble tx P X ; f continue en xu est un borélien.

Exercice 17. Soit pfnqnľ0 une suite de fonctions mesurables deX dansR.
a) Rappeler pourquoi lim inf

n
fn et lim sup

n
fn sont mesurables.

b) Montrer queB “ tx P X ; pfnpxqqn est bornéeu est mesurable.

c) Soit a P R. On définit g : X Ñ r0,8s par gpxq “ inftn P N ; fnpxq ľ au, avec la convention

inf H “ 8. Montrer que g est mesurable.
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