Université Claude Bernard Lyon 1 UE Algébre 1
Semestre d’automne 2024-2025

Correction Feuille 1 : Calculs algébriques

Exercice 1 Soit x et y des réels; en supposant qu’elle est bien définie, fournir une forme plus simple de
chacune des expressions suivantes :
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Correction
1. V125 =5, d’ou (125)7%/3 = 1/25.
2. (=5z)3 = (-1)3532% = —12523.

8. Pour tout « € R, on a

on en déduit que
22 [2\?
S0
Yy Yy
4. Ona \/ V27 = (271/4)1/3 — o7(1/9-(1/3) (271/3)1/4 _ 34— {3
5. /9y = \/§\/§, donc, on peut factoriser par 2,/y et on trouve

~2/0y +10y5 = 25 (5-v0) = 45

6 [(ny—2)—1}_ _ (x2y—2)(—1-(—1)) = 22/y2.
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11. On écrit le dénominateur de la fagon suivante
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En factorisant le numérateur par x, on trouve alors
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12. On observe que

PP+l =2 (1) = (z+1) (" -2 +22 -2z +1).

D’autre coté, en raisonnant comme au point 11, le dénominateur s’écrit comme

4 3 2
T 2—1’ 3-{—33 4—11) 5—|—CE 6

26 ’
d’ot on peut déduire que
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Exercice 2 Soit a, b, ¢ et d des réels. Développer (a + b+ ¢+ d)? puis (a + b+ c)>.
Correction

C’est un calcul.

(a4+b+c+d)? = a®+ b+ + d? 4 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd

(a+b+c)(a+b+c) = (a® +b*+ 2+ 2ab+ 2ac + 2bc) (a+ b+ ¢)
a® + b3 + A + 3a%b + 3a%c + 3ab? + 3ac® + 3b%c + 3bc? + 6abe.

(a+b+e)? =

Exercice 3 Soit z et y deux réels. On suppose que x —y = 1. Calculer x> — 3zy — y°.

Correction On observe que x>

— 3 = (z —y)(2® 4+ zy + v?). En utilisant Uhypothése © —y = 1, on trouve
donc

23 —3zy—yP = +ay+yt 32y = (z—y)? =1
Exercice 4 1. Rappeler la preuve, faite en cours, de la propriété suivante : pour tout n € N*, on a
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2. Ezxpliciter deuz réels a et b tels que pour tout k € N*, on a
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Correction

1. Fait en cours.



2. En calculant le dénominateur en commun, on a
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qut implique que a =1 et b= —a = —1.

3. En utilisant le résultat précédent, on peut écrire
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Exercice 5 1. Donner deux différentes preuves de la formule du cours suivante : pour tout n € N¥,

Zk_ni—i_l

a ) En effectuant une démonstration par récurrence.
b) En montrant préalablement, par changement de variable, l'identité :

n

dn-k)=>k
k=0

k=0

n
2. En déduire que pour tout n € N, Z(Qk +1)=(n+1)2%
k=0

Correction
1
1. Pour (a), on commence par vérifier linitialisation : pour n =1, on a Z k=0+1 =1, tandis que

k=0
1-(141)/2 =2/2 = 1. La formule est donc initialisée. On vérifie maintenant l’héréditariété. Supposons

que la propriété est vraie pour n, donc

Il faut prouwver la propriété pour n + 1, c’est-a-dire il faut montrer que

nir:lk_(n+1)(n+2)

2
k=0



n+1 n
On commence par écrire Z k = Z k+ (n+1). En utilisant U’hypothése de récurrence, on a

k=0 k=0
s, - n(n+1) 1
D= kttl) = —F—+(+l) = 50m+1)(n+2).
k=0 k=0

L’hérédité est donc vérifiée, et, par conséquent, la formule est prouvée pour tout n € N\ {0}.
Pour la partie (b), on admet l'identité (qui est un simple changement de variable). On appelle

k=0
n
la quantité a déterminer. L’identité nous dit que (n—k) =S. Mais, en développant le membre de
k=0
gauche, on a
n n n n
Z(n—kz) = Zn - Zkz = nZl —S=nn+1) —8S.

k=0 k=0
On en déduit que n(n+1)—S =S5, dou S=n(n+1 /2

2. C’est un calcul : grace a la formule précédente, on peut calculer

Zn:2k+1 —2Zk+21—2 ”+) +(n+1)=m+1)(n+1) = (n+1)>2.
k=0 k=0

n n

Exercice 6 1. Montrer que pour tout n € N*, Z Z(z +4) | =nn+1)>2%
i=0 \ j=0

2. En utilisant sans les démontrer (ce serait facile par récurrence) les deuz identités
n

)(2 1) 1
Z k% = nt et Z K = ( nt )) , montrer que pour tout n € N* :

En: Ei:Z] _ n(n+1)(3n% + Tn + 2)

24
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Correction

1. En utilisant la formule de [’exercice précédent, on a

znzﬁ—j Zz—i—Zy —I—w,
j=0

qui donne

n n

n+1 nn+1)2  n(n+1)>2
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La formule est donc prouvée.

2. De facon analogue, on a



En utilisant cette propriété, on calcule

n(n+1)(2n +1)
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donc Py est vraie.
Ainsi, par récurrence, pour tout n € N*, P, est vraie.

n n
Exercice 8 1. En utilisant la formule du bindéme, calculer les sommes Z <Z> et Z(—l)k
k=0

2. a) Montrer que pour tout n € N* et tout p € {1,...,n}, p<n)
p

n
b) En déduire que pour tout n € N, Zp<n> =n2" L
p=0

i=0 j=0 i=0 6
- "(”21) (3n(n+1) +2(2n + 1)),
d’ot on trouve facilement [’expression finale.
Exercice 7 Pour tout n € N*, on considére la suite
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Correction
1
Pour tout n € N*, on notera P, la propriété "u, = -,
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Initialisation : sin=1, alorsu; =1— - = = et = —, donc Py est vraie.
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3. A laide de la formule du triangle de Pascal, montrer que pour tout (p,n) € N2 :

Z”:(p;k) _ <p+z+1).

k=0

Correction
1. On a
()= )er- o=
k=0 k=0
n n n n o .
Z<—1>’“<k) - (k)<—1>k1 Eo (-1 =0,
k=0 k=0

2. Pour n et p comme dans le texte, on calcule

n\ n! B n(n—1)! . (n—1)! . n—1
p<p>_p(n—p)!p!_(n—p—1+1)!(p—1)!_ (n—1)—(@-1)p-1) <p—1>'

On en déduit la formule donnée. En fait, pour n = 0, il n’y a rien a prouver (on trouve 0 = 0, qui
est toujours vrai). Supposons alors n > 1. On remarque que le premier terme dans la somme & gauche
(correspondant a p = 0) est nul; donc on peut écrire

Zp@ - Zf’(p) - Z(pji) - z(;l) I

qui est exactement ce qu’on voulait prouver.

3. Observons que, si n =0, les deux membres de l’égalité a prouver valent 1, et donc l’égalité est vraie.
Supposons maintenant n > 1, p € N. On commence par remarquer que

) S (1) - (1Y),

Maintenant, la formule du triangle de Pascal nous dit que, pour tout k > 1 et tout p € N,

p+k n p+k\ (ptk+1
k k—1) k ’
En prenant la somme sur k =1...n a gauche et a droite, on déduit que
n n n
p+k p+k\ p+k+1
S X () -2 ().
k=1 k=1 k=1
En faisant le changement de variable j = k + 1 dans la somme a droite, on trouve
n n n+1 . n .
p+k p+k p+J P+ p+n+1
pr— — - 1 .
Z( k >+Z(k—1> Z(j—l) Z(j—l) +( n
k=1 k=1 j=2 j=1
On peut simplifier le terme qui apparait o droite et a gauche, et on obtient
n
k 1
j{: (p-+ ) — 1+ <p-+>n-+ >'
k n
k=1

En utilisant cette égalité dans (x), on déduit tout de suite la formule souhaitée.



