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Feuille 2 : Ensembles et applications

Exercice 1 1. On note A ={1,2,3} et B={0,1,2,3}. Décrire les ensembles AN B, AU B.
2. On note A =[1,3] et B =[2,4]. Déterminer ANB et AUB.
3. On note A =] — 00,3], B=|—2,7] et C =] —5,400[. Déterminer ANB, AUB, BNC et BUC.

Correction
1. AnNB=1{1,2,3} et AUB ={0,1,2,3}.
2. ANB=[2,3] et AUB =[1,4].
3. ANB=]-2.3], AUB =] — 00,7, BNC =] =2,7] et BUC =] — 5, +00|.

Exercice 2 Soit A et B deux ensembles. Montrer l’équivalence :

ACB < AUB=0B.

Correction On raisonne par double-implication.

Montrons que A C B = AU B = B. Supposons que A C B. Alors, A\ B =10, d’ou
AUB=(A\B)U(ANB)U(B\A)=(ANB)U(B\A)=B.

Montrons maintenant que AUB = B = A C B. On suppose que AU B = B. Alors, comme A C AU B, on

a bien AC AUB = B.

Exercice 3 Soit A, B et C trois ensembles.

1. L’tmplication suivante est-elle vraie :
(AUB)¢C = (A€ CouB¢C)?

2. On suppose que l'on a les deux inclusions suivantes : AUB C AUC et ANB C ANC. Montrer que
BcC.

Correction

1. La contraposée de cette implication est
(ACC et BCC) = AuBcCC

et cette implication est vraie.

2. Soit x € B. Montrons que x € C. Comme x € B, on a x € AU B, d’otu x € AUC par hypothése. Si
x € C, clest terminé. Six € A, on a x € AN B. Par hypothése, on a donc x € ANC ce qui entraine
x € C. Dans tous les cas x € C et on a montré que B C C.

Exercice 4 Enoncer la négation de chacun des énoncés suivants. Est-ce [’énoncé ou sa mégation qui est
vrai ?

1. Vz eR, (x = |z] ouz = —|x]).
2. (Vx eR, z = |z]) ou (Vz € R, x = —|x]|).
3. 3reR VyeR, y—z+a2?<0.
4. eR Ve eR, y—z+2%>0.



Correction
1. négation: 3z € R, (v # |z| etx # —|x|). L’énoncé est vrai mais pas sa négation.
2. négation: (xr € R, x # |z|) et (Jxr € R, x # —|z|). La négation est vraie mais pas [’énoncé.
En effet, on a bien (par exemple) —2 # | — 2| et 3 # —|3|.

3. négation: Yz € R, Iy € R, y — x + x? > 0. La négation est vraie mais pas I’énonce.
En effet, une fois x firé, il suffit de choisir y de telle sorte que y > x — x°.

4. négation: Vy € R, 3z € R, y — z + 2% < 0. L’énoncé est vrai mais pas sa négation.
En effet, il suffit d’étudier le trindme du second degré Py(x) = 22+ 2 —y. Celui-ci a pour discriminant
Ay =1—4y. Ainsi, si 1 —4y <0, c’est-a-dire y > 1/4, alors Py(x) > 0 pour tout réel x. Il existe donc
bien un réel y (par exemple y = 1) tel que 2?4+ x —y > 0 pour tout réel x.

Exercice 5 En utilisant un raisonnement par la contraposée, montrer l'implication suivante pour tous a, b €
R :
(Ve>0,a<b+e) = a<h.

Correction La contraposée de cette implication est

a>b = (Fe>0,a>b+¢).

1 1
Celle-ci est vraie. En effet, par exemple, posons € := 5(@ —b) > 0. Alors, b+ ¢ = 5(@ +0b) < a car
1

1
a—i(a+b):§(a—b)>0.

Exercice 6 Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction définie sur I a valeurs réelles. Exprimer
a laide de quantificateurs en n'utilisant que des symboles les assertions suivantes :

1. f s’annule;

2. f est Uapplication nulle ;

3. f n’est pas une application constante ;

4. f ne prend jamais deuz fois la méme valeur;
5

. f s’annule au plus une fois.

Correction

. dxel, f(z)=0.

.Yz el, f(z)=0.

Lz el yel, f(x) # fly).
VeelVyelx#y = f(x)# f(y).
Ba,y) € IPx#y, f(z)=fly) =0

~

SR NG

Exercice 7 1. Soient les fonctions f et g de R dans R définies pour tout x € R par f(x) = 3z+1 et g(x) =
z? — 1. Calculer fog et go f. Qu’observe-t-on ?

2. A partir des expressions formelles suivantes, déterminer deux fonctions u et v telles que h =wowv en
précisant leurs ensembles de départ et d’arrivée :

= sin(x Ty . _L. c r) =3z — 1.
(a) h(z) =sin(z +3); (b) hiz) = —— (c) h(z) =3z -1

Correction



1. Par définition,

fogla) = fg(x)) =3g(z) +1=3(2* 1) + 1 =32 -2,
gof(x)=g(f(2))=f(x)* -~ 1= Bz +1)* -1 =92 + 6.

On constate que fog# go f.

2. Par exemple,

(a) u:R — R;z > sinz etv:R—)R;xr—)x—l—g,
1

(b) u:R* >Rz — etv:R\{-7} = Rz —z+7,
x

1
(c) u:Ry - Ry;x— etv:[§,+oo[—>R+;xb—>3x—1.

Exercice 8 Les applications suivantes sont-elles injectives, surjectives, bijectives ¢

1 f:R —R 6 R — {14} A1} —{1/2}
’ r ' x — 14 10. N 1
1
fiR — Ry ' . &
2 o 2 s [T — (1217} , [N —N
F'N -5 N r = 1T ' n —n+1
3. '
y f:Ry —R 8. " |_>1 n —n+1l
' r =2z z E:R\{1} —R
, fiR —R g fi{0} — {0} 5, LEtL
’ x +—8r+3 ' x =0 r—1

Correction (détails vus en TD)

1. nu injective ni surjective, 0. surjective mais pas injective, 11. injective mais pas surjective,
2. surjective mais pas injective, 7. injective mais pas surjective, 12. bijective,

3. bijective, 8. injective mais pas surjective, 13. injective mais pas surjective.
4. injective mais pas surjective, 9. bijective,

5. bijective, 10. bijective,

Exercice 9 1. On définit f : N> = N pour tout (m,n) € N? par f(m,n) = mn. Cette application est-elle
ou non injective, surjective, bijective ?

2. On définit g: N — N? pour tout k € N par g(k) = (k, (k + 1)?). Cette application est-elle ou non
injective, surjective, bijective ?



Correction
1. pas injective car f(m,0) =0 pour tout m € N, surjective car f(m,1) = m pour tout m € N.

2. injective car g(k) = g(l) implique que k = 1, mais pas surjective car, par exemple, (0,0) n’a pas un
antécédent.

Exercice 10 Soit f : N — Z lapplication définie pour tout k € N par f(2k) =k et f(2k+1) = —k — 1.
1. Soit m un entier positif. Déterminer tous les antécédents de m.
2. Soit m un entier strictement négatif. Déterminer tous les antécédents de m.

8. L’application [ est-elle une bijection ¢

Correction
1. Soit m € N, alors m admet comme unique antécédent 2m.
2. Soit m € Z\N, alors m = —k — 1 implique que k = —m — 1, donc 2k +1 = —2m — 1 et ainsi
f(=2m—-1)=f2(-m—-1)+1)=m+1—1=m. L'unique antécédent de m est donc —2m — 1 € N.
3. Tout entier m € Z admet un unique antécédent par f dans N, donc f est bijective.

Exercice 11 On suppose connu que pour tout n € N, il existe un unique couple d’entiers naturels (m,j)
avec 0 < j < m tel que

m(m +1 .

On définit alors f : N — N?, n— (m — j,j).
1. Placer les points f(k) pour 0 < k <9.

2. Montrer que f est une bijection.

Correction
1. On a :

f(O) = (0,0), f(l) = (170)7 f(2) - (07 1)7 f(3) = (2a0)7 f(4) - (1a 1)7 f(5) = (07 2)7
f(6)=(3,0), f(M)=(21), fB)=(12), f(9)=1(0,3), [f(10)=(4,0).

On voit que lon remplit N* "diagonale par diagonale” (d’en bas a droite vers en haut a gauche).

2. Montrons que f est injective. Soient n1,ny € N, alors on a lexistence de deux couples uniques (m1, j1)
et (ma, j2) tels que
f(n1) = f(n2) = (m1 — j1,j1) = (m2 — j2, j2) = (M1, J1) = (M2, j2)

en résolvant facilement le systéme. Par unicité du couple (m,j), il en découle que n1 = ny et donc f
est bijective.
Montrons la surjectivité de f. Soit (p,q) € N? et n € N tels que

(p,q) = f(n)

comme f(n) = (m — j,7) pour un unique couple (m,j), alors on trouve que

(p,g) =(m—3j,j) =j=qet m=p+q,

donc

1
. (p+Q)(p2+q+ ) L 4eN

et donc tout entier admet un antécédent par f. Ainsi, [ est bijective.

Exercice 12 Soient I et J des parties de R, et f : I — J définie pour tout x € I par f(x) = z2.
1. Donner des ensembles I et J tels que f soit injective mais pas surjective.
2. Donner des ensembles I et J tels que f soit surjective mais pas injective.
3. Donner des ensembles I et J tels que f me soit ni injective ni surjective.

4. Donner des ensembles I et J tels que f soit injective et surjective.

Correction Par exemple,



1. I=1[0,1] et J =[-1,1], 3
2. I=[-1,1] et J=[0,1], 4

Exercice 13 On définit une partie du plan par D = {(z,y) €,R? | —y < = < y} puis une application
fi D =R par f(z,y) = (2% + y*, 22y).

1. Représenter graphiquement D.

2. (a) Montrer que si deux couples de réels (x1,y1) et (z2,y2) vérifient le systéme :

{x1+y1:x2+y2
T1— Y1 =T2 — Y2

alors 1 = x3 et y1 = ya.
(b) En déduire que f est injective.

3. Est-ce que f est surjective ?
Correction
1. Par définition, les inégalites —y < x < y sont équivalentes a
—y<z e xz<y = y>-—x et y>uw — y > max{—z,z} = |z|.

Donc, l’ensemble D est représenté par la partie blue de dessin suivant:

2. (a) Additionnant les deuz équations, on trouve que 2xy; = 2x9, donc xy = xo. Ensuite, remplagant
dans ces deux équations, on trouve que Yy = Y.

(b) Soient (z1,y1) et (z2,y2) deux points dans D tels que f(x1,y1) = f(x2,y2). Par définition, on a

ity =as+y; o L
2x191 = 2722 < Lo.

L1+ Ly donne :1:% + y% +2x1y1 = m% + y% + 229y, i.e., (1 + y1)2 = (z2+ y2)2. Comme xz+y >0
sur D, on en déduit que x1 +y1 = xo+y2(> 0). De méme, L1 — Lo donne (x1 —y1)2 = (2 —y2)2.
Comme x —y < 0 sur D, on en déduit que 1 —y1 = x2 — y2(< 0). D’apres 2. (a), cela donne
T1 = T9 et y1 = yo, qui montre que f est injective.

3. Comme z° + y2 > 0 quoi que ce soit T,y € R, f ne peut étre surjective.

Exercice 14 Soient E, F et G trois ensembles, et soient f : E — F et g: F'— G deux applications.
1. Montrer que st f et g sont injectives, alors go f est injective.

Montrer que si f et g sont surjectives, alors g o f est surjective.

Que peut-on conclure sur go f si f et g sont bijectives ?

Montrer que si go f est injective, alors f est injective.

Montrer que si go f est surjective, alors g est surjective.

S Sv A Lo e

Si aprésent f : E — F et g: F — FE, déduire de ce qui précéde ce que l’on peut dire dans les cas
sutvants :



(a’)goledE; (b)fogzldF} (c)foledE

Correction

1. Soient x1,x9 € E tels que go f(x1) = go f(x2), i.e., g(f(z1)) = g(f(x2)). Comme g est injective, ceci
implique que f(x1) = f(x2), d’ot x1 = x9 car f est aussi injective.

2. Soit z € G. Comme g est surjective, il existe y € F tel que z = g(y). Comme [ est surjective, il existe
x € E tel que y = f(z). Donc, z=g(y) = g(f(x)) = go f(x) qui montre que go f est surjective.

3. D’apres les deux questions précédentes, g o f est bijective.

4. Soient x1,x9 € E tels que f(x1) = f(x2). Alors, on a

go f(z1) = g(f(x1)) = g(f(z2)) = g o f(z2).

Par hypotheése, on a x1 = x2, d’ot f est injective.

5. Soit z € G. Par hypothese, il existe x € E tel que z = go f(x) = g(f(x)). Donc, posonsy = f(x) € F,
on voit que g(y) = g(f(x)) = z, d’ou g est surjective.

6. (a). g est surjective (d’aprés 5.) et f est injective (d’apres 4.).
(b). [ est surjective (d’aprés 5.) et g est injective (d’apres 4.).
(c). D’apres 4. et 5., f est bijective.
Exercice 15 On considére Uapplication f: N — N définie pour tout n € N par f(n) = n?.
1. Eziste-t-il g : N — N telle que fog=idy ?
2. Existe-t-il h : N — N telle que ho f =idy ?

Correction

1. Comme f n’est pas surjective, f o g ne peut étre surjective. En particulier, f o g ne peut étre bijective,
donc une telle g n’existe pas.

2. 1l existe une telle h; en effet, il suffit de prendre une application h vérifiant h(n) = /n s’il existe un
m e N tel que n = m?>.

Exercice 16 1. Soit f Uapplication de l’ensemble {1,2,3,4} dans lui-méme, définie par :

fA)=4,f2)=1, f(3) =2, f(4) =2
(a) Déterminer f(A) lorsque A= {1}, A={1,3}, A=1{3,4} et A=10.
(b) Déterminer f~Y(B) lorsque B = {2}, B = {1,2} et B = {3}.
2. Soit f Uapplication de R dans R définie par f(z) = z*. Déterminer f~Y(B) lorsque B = {1} et
B=11,2].

Correction
1. Par définition, f(1) = {4}, f({1,3}) = {2,4}, f({3,4}) = {2} et f() = 0.
2. Par définition, f~1({2}) = {3,4}, f1({1,2}) = {2,3,4} et f~1({3}) = 0.

Exercice 17 Montrer que chacune des applications suivantes est bijective en explicitant sa réciproque :
1. f: R — R définie par f(x) = 3z + 1.
2. g: le,+oo|—= R définie par g(x) = In(In(lnx)).
3. a: R?* = R? définie par a(s,t) = (2s, 3t).
4. b: R?* = R? définie par b(s,t) = (s +t,s —t).
5. F:[1,10[xZ — R™ définie par F(t,n) =t-10™.

Correction



1. Soity € R et x € R, alors on a

—1
y=f(z) <= y=3zx+1 <= x:yTER.

-1
Ainsi, tout réel y admet un unique antécédent x = yT par f dans R. On en déduit que f est bijective

z—1
de bijection réciproque f~' : R — R définie pour tout = € R par f~'(z) = 5

2. Soity € R et x €le, +00], alors on a

Yy
e€

y=g(r) <= y=In(ln(lnz)) <= z=¢€ >e.

eY
Ainsi, tout réel y admet un unique antécédent x = € par g dans |e,+oo[. On en déduit que g est
bijective de bijection réciproque g~ : R —]e, +00| définie pour tout réel x par g(z) = e .
3. Soit (y1,y2) € R? et (s,t) € R?, alors on a

(y1,52) = a(s,t) <= (y1,y2) = (25,3t) <= (s,1) = (y1/2,42/3) € R*.

Ainsi, tout point (y1,y2) € R? admet un unique antécédent (s,t) = (y1/2,y2/3) par a dans R%. On
en déduit que a est bijective de bijection réciproque a™ ' R? — R? définie pour tout (s,t) € R? par
a (s, t) = (s/2,t/3).

4. Soit (y1,72) € R? et (s,t) € R?, alors on a

+ -
(yi,90) = b(s,t) <= (y1,50) = (s+ 1,5 —1) < (s,t) = (yl v2 91 y2> cR.

2 72
Y1ty Y1 — Yy
2 72
On en déduit que b est bijective de bijection réciproque b~' : R? — R? définie pour tout (s,t) € R? par

t s—1
b l(s,t) = (S;— ,82 >

5. Soit y € RY, alors il est clair (pensez a la diwision euclidienne) qu’il existe un unique ny, € Z tel que
yx 107" € [1,10[. On note t, =y x 107" et ce nombre est lui aussi unique. Ainsi, F' est bijective de
bijection inverse F~1 : R* — [1,10[xZ est définie pour tout réel y > 0 par F~'(y) = (ny,,y x 107™).

Ainsi, tout point (y1,y2) € R? admet un unique antécédent (s,t) = < ) par b dans R?.

Exercice 18 1. Soit q1,q2 € N\ {0,1}. Montrer que :

2. On définit f: Z x (N\ {0,1}) — Q par :

1
ﬂn®=p+g
Cette application est-elle injective, surjective, bijective ?
Correction
1 1. o 1 1 S
1. Comme ¢; > 2, ona < — < 3 (1 =1,2). En particulier, on a —3 < —— < 0 qui implique que
qi a2

1<1 1<1
2 ¢ @ 2

2. Soient (p1,q1) et (p2,q2) deux éléments de Z x (N'\ {0,1}) ayant un méme image par f, i.e.,
1 . 1

1 1
flp1,q1) = f(p2,q2) = p1+ — =p2+ —, i.e., — — — = —p1 +po.
q1 qz q1 q2

1 1 11y, . . L

Comme —p1+ps € Z et que — — — € 55 d’apres la premiére question, on en déduit que p1 = p2
q g2

et q1 = qo, c’est-a-dire, Uapplication f est injective. Mais f me peut étre surjective car pour un q €

1 1
N\ {0,1}, — € ]O, 2} qui signifie que 'application f ne peut pas prendre une valeur dans Z.
q

7



Exercice 19 Décrire (sans démonstration rigoureuse) les ensembles qui suivent.

1. tan({0}) ; 7. £710,1]) pour f: R = R,z +— % ;
2. sin"'({2}); 8. £71([0,1]) pour f:[-1/2,4/3] = R,z — z*;
3. exp(] — 00,2]); 9. f7X[0,1]) pour f :RT - R,z 22 ;
4 expl([~1,¢]); 10. (cosjjo.A)) ' ([0,1]) ;
5. In(R*) ; 11. (cos|faz )~ (0, 1)) ;
6. In~1([3, +ol). 12. cos1([0,1]) ;
Correction
1. {0}, 6. [e3, +o0], 11. [7/27,9/27|U[11 /27,13 /27,
2. 0, 7. [-1,1], 12. | Jl(2n—1/2), (2n+1/2)7].
3. ]0,€%], 8. [-1/2,1], nel
4. ] —o00,1], 9. 0,1],
5 R, 10. [0,7/2],

Exercice 20 Soient E un ensemble et f une application de E dans lui-meme telle que f(f(E)) = F.
Montrer que f est surjective.

Correction Par définition, on a f(E) C E, d’ou f(f(E)) C f(FE). Donc, par hypothése, on a E C f(E).
Grace aux double inclusions, on en déduit que f(E) = E, i.e., f est surjective.

Exercice 21 Soit f : X — Y une application. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) f est injective ;

ii) Pour tous A1, Ay parties de X, on a f(A1 N A2) = f(A1) N f(A2).

Correction Il a été démontré en cours que, pour tout Aj, Ay parties de X, on a f(A1NA2) C f(A1)Nf(As2).
Supposons que f est injective. Montrons que pour tous Ay, As parties de X, f(A1) N f(A2) C f(A1 N Ay).
Soient Ay, As deuz parties de X, et soit y € f(A1) N f(Asg), alors y € f(A1) et il existe donc x1 € Ay tel
que y = f(x1) et, de méme, y € f(Az) et il existe xo € Ay tel que y = f(x2). Comme f est injective et que
f(z1) = f(x2) =y, on axy =29 € Ay N Ag. Ainsi, y € f(A1 N Ag) et on a montré i) = ii).

Supposons que pour tous Ay, Ay parties de X, f(A1) N f(A2) C f(A1 N Ag) et montrons que f est injective.
On raisonne par labsurde et on suppose qu’il existe (x1,x2) € X2 tels que x1 # o et f(x1) = f(x2). Comme
Ff{z1}) N0 f(X\{z1}) = 0 par hypothése (on a choisi Ay = {x1} et Ay = X\{z1}), alors il est clair que
f(z1) # f(x2) car xo € X\{z1}. Ainsi f est injective.

Exercice 22 Soit f: R — R une bijection. On suppose f strictement croissante. Montrer que la bijection
réciproque f~1 est également strictement croissante.

Correction Raisonnons par labsurde et supposons que f~1 n'est pas strictement croissante. Il existe alors
(y1,12) € R? tels que yy < y2 et f1(y1) > f(yo). On applique f & linégalité précédente en utilisant le fait
que f est strictement croissante, ce qui nous donne f (f_l(yl)) > f (f_l(yg)), c’est-a-dire y1 > yo, ce qui
est impossible. On en déduit que f~1 est strictement croissante.



Exercice 23 Soit E, F' et G trois ensembles et soit f: E— F et g: F — G deuz applications. On suppose
g et go f bijectives. En utilisant la bijection réciproque g~ *, montrer que f est bijective.

Correction Comme go f est bijective, on obtient
(goflo(gof) t=ide et (gof)lo(gof) =idg.

De la premiére équation, on déduit : fo(gof)_1 = g~ L, puis, en composant par g & droite, fo((g ) f)_1 o g) =
idp. I existe donc une application h = (g o f)*1 og telle que foh =idp.

De la deuzieme équation, on déduit : ((g o f)_1 o g) of=idg, et ainsi ho f =idg.

On en déduit donc que f est bijective de bijection réciproque f 1 =h = (go f) tog.

Exercice 24 Soient I C R et J C R deux intervalles de R, et f : I — J une application strictement
croissante.

1. Montrer que f est injective. On pourra montrer la contraposée en utilisant le fait que x1 # xo est
équivalent @ x1 < T9 ou T > To.

2. Déterminer l’ensemble K tel que f: I — K soit bijective.

Correction
1. Raisonnons par contraposée et supposons que f n’est pas injective. Montrons que f n’est pas strictement
croissante. En effet, si f n'est pas injective, il existe (x1,x9) € I? tels que 21 # x2 et f(z1) = f(x2).
En particulier, on a deuz possibilités :
o 11 <x2 et f(x1) = f(xa);
o 19 <z et f(x1) = f(z2).
Dans les deux cas, f n’est pas strictement croissante.
2. Pour que f soit bijective, il faut que [ soit surjective car elle est déja injective d’aprés la question
précédente. Pour cela, on doit avoir f(I) = J. On choisit donc K = f(I).

Exercice 25 Soit f : E — F. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
i) 3G C F telle que [ est une bijection de E dans G ;

ii) f est injective.

Correction Il est clair que i) = 1i). En effet, si f est injective, alors choisir G = f(E) suffit a assurer la
bijectivité et donc la bijectivité de f : E — G.

Il est aussi clair que i) = i) par contraposée. En effet, si VG C F, f: E — G n'est jamais une bijection,
alors f : E — F ne peut pas étre injective.

2z
C1+a2?
1. Soit y un réel. Combien y posséde-t-il d’antécédents ? On discutera selon la valeur de y.

Exercice 26 Soit f: R — R définie pour tout x € R par f(x)

2. f est-elle injective ? surjective ?
3. Déterminer l’ensemble f(R).

4. (a) Soity un réel ayant exactement deux antécédents xy et xo par f. Déterminer la valeur du produit
x1x2, puis montrer qu’un et un seul des réels x1 et xa appartient a Uintervalle [—1,1].

(b) En déduire que la restriction g : [—1,1] — [—1,1] définie par g(z) = f(z) est une bijection.

Correction

1. Soity € R, alors

y=flz) = y= = ya® 22 +y=0.

x
1+ 22
On consideére le trinome du second degré Py(x) = yz? — 2z +y. Son discriminant est Ay =4— 492,
Ainsi, siy #0 :



e St Ay <0, cest-a-dire 1 — y? < 0, autrement dit y €] — oo, —1[U]1, +00|, alors Py(z) #0 ety
n’admet donc pas d’antécédent par f.

e Si Ay =0, c'est-a-dire 1 — y* = 0, autrement dit y € {—1,1}, alors Py(z) =

0 si et seulement
2 1 1
Y

st x = o = et y (qui vaut —1 ou 1) admet un unique antécédent x = — (qui vaul aussi
respectivement —1 ou 1) par f.
1+ /1— 42 1—\/1—y2}

Y Y

e SiA, >0, c’estadirey €]—1,1], alors Py(xz) = 0 si et seulement six € {
qui sont les deux antécédents de y par f.
De plus, si y =0, alors x = 0 est son unique antécédent par f.

2. f n’est pas surjective car y = 2 n’a pas d’antécédent. f n’est pas injective car y = 1/2 admet deux
antécédents par f.

3. Pour déterminer f(R), il suffit d’étudier la fonction f. Cette fonction est continue et dérivable comme

quotient de fonctions dérivables et dont le dénominateur ne s’annule jamais. Sa dérivée au point x € R

2(1 + z?) — 2z(2 —222+2  2(1-2?

vaut f'(z) = (1+2%) —2x(2z)  -222+2 2 :U)

1+ 227 A+ 22~ (L+ 2P

x €] — 00, —1]U[1,+oo[ et f'(x) > 0 si et seulement si x € [—1,1]. On trouve aisément que les limites
de f en —oo et +00 valent 0 toutes les deux. De plus f(—1) = —1 et f(1) =1, donc f(R) =[-1,1].

1++/1—¢2 1—\/1—@/2}
y )

On a ainsi f'(x) < 0 si et seulement si

4. (a) Dans ce cas, on sait que les antécédents dey €]—1,1[\{0} par f sont {

Yy
14 +4/1— 19?2 1 1 1
dont le produit vaut 1. De plus, il est clair que ViYL +y 5 —1>=>1c¢
y lyl Vi |yl
.y . . —V1-y?
ainsi, comme le produit des deux antécédent vaut 1, on a ———— € [—1,1].

Y
(b) 1l est clair d’apres les questions précédentes que tout élément y € [—1, 1] admet un unique antécé-

dent par g dans [—1,1] :

— sty =0, son unique antécédent par g est x =0 ;

— sty = —1, son unique antécédent par g est x = —1;
— sty =1, son unique antécédent par g est x =1
. . o 1—+/1—192
— siy €] — 1, 1], son unique antécédent par g est ————— € [—1,1].
Y

On en déduit que g est une bijection.

Exercice 27 Soient E et F' deux ensembles, et f une application de FE dans F. Soient également Ay et Ao
deuz parties de E, et By et By deux parties de F.

1. Montrer que By C By = f_l(Bl) C f_l(Bg). La réciproque est-elle vraie ¢
2. Montrer que f(A1 N A2) C f(A1) N f(A2). L’inclusion réciproque est-elle vraie ¢
3. Montrer que f(A1 U A2) = f(A1) U f(A2).

Correction

1. On suppose que By C Bo. Montrons que f~Y(B1) C f~Y(By). Soit x € f~Y(By), alors f(x) € By.
Comme By C By, on en déduit que f(x) € By, et ainsi x € f~'(By). La réciproque est fausse (trouvez
un contre-exemple !).

2. Soity € f(A1 N A), alors il existe x € Ay N Ay tel que y = f(x). Comme x € Ay, alorsy € f(Ay) et
comme x € Ay alors y € f(Asz). On en déduit que y € f(A1)N f(Az2). L'inclusion réciproque n’est vraie
que si f est injective (cf. Ezxercice 19).

3. O0na f(AyUAy) ={f(z):x € AyUA} ={f(z) 2 € A} U{f(2) : 2 € Ao} = f(A1) U f(A2).

Exercice 28 Soient E et F' deux ensembles, et f une application de E dans F'.

1. Montrer que pour toute partie A de E, on a A C f~1 (f(A))

2. Montrer que pour toute partie B de F', on a f<f_1(B)) C B.
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3. Montrer que f est injective si et seulement si pour toute partiec A de E, on a A = f~1 (f(A))

4. Montrer que f est surjective si et seulement si pour toute partie B de F, on a f(f_l(B)> =B.

Correction
1. Soit x € A, alors f(z) € f(A) et donc x € f~1(f(A)). On a donc A C f71(f(A)).

2. Soity € f(ffl(B)>, alors il existe x € f~1(B) tel que y = f(z). On a donc f(x) € B ce qui entraine
que y € B. On a donc f(ffl(B)> C B.

8. On sait déja que A C f_l(f(A)>. On doit donc montrer que f est injective si et seulement si
7)) c A
Supposons que f est injective. Soit x € f_l(f(A)), alors f(x) € f(A) et donc il existe ' (non né-

cessairement égal a x) tel que f(x) = f(2'). Comme f est injective, on en déduit que v = z’, et donc
x € A. On a montré que f~* (f(A)) C A.

Réciproguement, supposons que pour toute partie A C E, ffl (f(A)) C A. Montrons que f est
injective. Soient (r1,12) € E? tels que f(x1) = f(xo) = y. Choisissons A = {x1}. On a ainsi
f(A) = f({z1}) = {y} et donc f~1(f(A) = F*{y}). Par hypothese, on sait que f_l(f(A)> C A, ce
qui implique que f~({y}) C {21}. Orzo € F1({y}) car f(x2) = y. On en déduit que x1 = x5 et donc
que f est injective.

4. On sait déja que pour toute partie B de F, on a f(f~Y(B)) € B. On doit donc montrer que f est
surjective si et seulement si pour toute partie B de F, B C f(f~!(B)).
Supposons que f est surjective. Soit y € B, alors il existe x € E tel que y = f(x) car f est surjective.
Le fait que = € f~Y(B) entraine que y = f(z) € f(f1(B)) et donc B C f(f~1(B)).
Réciproquement, supposons que B C f(ffl(B)) pour toute partie B de F'. Appliquons ce résultat ¢ B =

{y}. On a alors {y} C f(f1({y})) ce qui s’écrit aussiy € f(f1({y})). I existe donc z € f~ ({y})
tel que y = f(x) et donc f est surjective.

Exercice 29 Soit E un ensemble et f: E — E une application. On suppose fo fo f=idg. Montrer que
f est une bijection.

Correction C’est évident car fo (fo f) = (fof)of =idg. Ainsi f est bijective de bijection réciproque
f~Y:E — E définie par f~1 = fof.
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