Université Claude Bernard Lyon 1 UE Algébre 1
Semestre d’automne 2024-2025

Correction Feuille 4 : Nombres complexes

Exercice 1

a) Re(z) =4,Im(z) =5, b) Re(z) =3,Im(z) =5, c) Re(z) = —17,Im(z) = —1,
d) Re(z) =179,Im(z) = 27, e) Re(z) = ;—g, Im(z) = —%, f) Re(z) = g, Im(z) = —%7

g) Re(z) = —6,Im(z) = —b.

Exercice 2

1+im (1+im)(2m —i(m? — 1))  2m+m(m? — 1) + 2im? —i(m? — 1)
Tomtimi-1)  (@mP+m2-12 mA+ 2m? + 1

- mi+m+i(m®+1)  m(m®+1)+i(m? + 1)

R R VR R,

_ m+1

S m241
donc Re(z) = ——— et Im(z) = ;

m? +1 m? 4 1

Exercice 3 Pour simplifier, notons x = Re(z) et y = Im(z).

a) z+1=x+1—iy, b) 22 +3i = 2> + 9% —i(2xy + 3),

c) Z+ 2z = 3z — 2iy, d) Z+2z—1i=2x+1,

e) B +1=2a3—3°z+1+i(y® - 32%), f) 122 =3z = —2zy — 3z + i(y* — 2% — 3y),
9) z—Zz+iz=—y+i(z+2), h) 22 —iz+4=a—9® —y+4+i(z—2xy).

Exercice 4 1.

a) |z| = V29, b) |z| = V13, c) |z| = V1066, d) |z| = 1.
2.
0) |22 = |2l|z] = |22, b) [222] = 2/ o) 2| =2 @ [sZ] = 312
N N ’ - ’ z| |2’ z | '

Exercice 5

b)v =1—-1i = \/5(\}5 —z\%) = \@(cos% —isin%) = \/§<cos (—%) + isin (—%)) =
V2eiE .
Done |v| = V2, arg(v) = —% (mod 27).

Ici on a deviné. On va donner la méthode générale :

o] = V12 +12 = V2.
Posons 0 := arg(v). On a
cosf = Re(v) cosf = 1
0] V2
[l V2 V2
= —— (mod 27)



(1+ivV3)(vV3—i) V3—i+3i+vV3 2v3+2i V3 1. .«
) w = 5 = = = —+ -i =¢€'6 donc |w| =1 et
V312 4 4 2 2
arg(w) = % (mod 27).

d) z=+2 <\/§2_Z> =V2e7'% donc |z| = V2 et argz = —% (mod 27).

7
2. D’une part, |luw| = |u||w| = 3 et arg(uw) = arg(u) + arg(w) = 7 + % = % (mod 27), et d’autre part,
’%‘ = ;i: =1 et arg (%) = arg(z) — arg(v) = —% — (—%) = —% + g = % (mod 2)

Exercice 6 Par définition,

z+w (z+w)(Z-—w) z-Z-—w-w+(Z-w—z-W0)

z—w (z—w)(Z—-w) z-Z—(20+Fw)tw- -0
P = w4 (2w -z w)
22 = (2w + 2w) + |w)?

Comme

]

z-w—z-w=Re"? - re™ — Re™ . e’ = Rp(e'07%) — ¢710-¥)) = 2Rr<sin(0 - @))ia

=Re" . re™% 4+ Re ™ . re'? = Rr(e'"%) 4 ¢ 97%)) = 2Ry cos(0 — ),

g
g

2w+ z-

on en déduit que

R z4+w RZ — 2
e = .
z—w R? — 2Rrcos(8 — @) + 12
Exercice 7
|z + z’|2 +|z— z’|2 =(z+2)zZ+2)+ -2z -7)
= 2P+ 22 + 22 + |7+ 2| — 27 — 2+ |)?

=2(|2* + ).

2l
25

|z-2'| .
I

15 1

05 z

[z

On appelle cette égalité lidentité du parallélogramme : dans un parallélogramme, la somme des carrés des
longueurs des diagonales est égale au double de la somme des carrés des longueurs des cotés .

Exercice 8 On note A, B, C et D les points d’affizes respectives z, z, z+ z et z — Z.



1 L] 3
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Exercice 9

1
a) L’ensemble des points d’affize z € C tels que |1 —z| < 3 est le disque de centre ) d’affize 1 et de rayon

1
5
b) Notons z = x + iy avec x ety réels. Alors, 1 —z=1—x — iy et
1 1 1
Re(1 — < — l—zz<-sz>-.
e( z)_2<:> ac_2 x_2

1
L’ensemble des solutions est le demi-plan complexe a droite de la droite verticale x = 3

¢) Notons z = x + iy avec x ety réels. Alors iz = —y +ix. et
1 1 1
Re(iz) K - —y< - y>——.
i) S e yS g euz—;
. . . . 1
L’ensemble des solutions est le demi-plan complexe au-dessus de la droite horizontale y = —5

d) Notons z = x + iy avec x et y réels. Alors

2
=2&

2

z—1
=26 z—1P =2z o (- 12 +> =2+ 42

‘ 1
1- =
z

sl -22r+1+ =22 +2 0 cl=+2+ o l=(x+1)% -1+
S E+1)2+y2 =2

L’ensemble des solutions est le cercle de centre de coordonnées (—1,0) et de rayon /2.
e) Notons z = x + iy avec x ety réels. Alors

2

—3
z <delz-32<dz+3P e (@-3%+y <4z +3)2+12)

z+3

z—3
<2<
‘ z+3

er?—6x+9+1y <4(@®+6x+9+y?) o 2? — 6z + 9+ 1% < 42? + 24z + 36 + 4y
S 0<322+300+27+3y> <0< 2?+ 10z +9+ 12
S0<(z+5)?2-25+9+y* <16 < (z+5)* + 42

L’ensemble des solutions est l'extérieur du disque de centre de coordonnées (—5,0) et de rayon 4.

Exercice 10 1. a) z—2z—2+1
b) L’application vérifie f(z) — (14 2i) = 3(z — (1 + 27)), ce qui se simplifie en f(z) = 3z — 2 — 4i.
¢) Lapplication vérifie f(z) — 1 = €' (z — 1), ce qui se simplific en f(z) = eSz+1—e%.
d) L’application vérifie f(z) —i = —(z — 1) soit f(z) = —z + 2i.



2. Identifier les transformations suivantes dans le plan compleze .
a) fi est la translation de vecteur d’affize 3 — 2i.
2
b) fa est la rotation d’angle 77r et de centre O.

¢) On commence par chercher le point fize de f3 :

ei%ﬂz—lzz@z(ei%ﬂ—l)zlﬁzz : L =
es -1 -

1 —_—
Y3

N

V3

2 1
f3 est donc la rotation d’angle g et de centre d’affize 3~ T—.

6
d) On commence par chercher le point fize
5 1
3z—H+i=z2&2=- — .
z +1=2z z 573
- 5 1
f1 est donc I’homothétie de rapport 3 et de centre d’affize 3 3

Exercice 11

1.

lz4c<[1+elelz+cd? <1+ e (z4+0)(2+6) < (1 +e2)(1+c2)
slzP+eztci+ > <l+cz+az+ 22 < |22+ |c? <1+ |22|c]?
S0 <1 +[2Plcl? = [z & 1= [e? + (| = )]z > 0 (1= [e|*)(1 = [2[*) > 0
sl-|zP>0e1> 2 e <1

2. Montrons tout d’abord que f est bien définie, c’est-a-dire que si z € D, alors f(z) € D (autrement dit,
que f(D) C D). Soit z € D. D’apres la premiére question,

z+c
1+c¢z

|z +

1) = e

Donc f est bien définie. Soit maintenant 2’ € D. Donc |2'| < 1. On veut montrer qu’il existe un unique
z € D tel que 2’ = f(2). Montrons d’abord qu’il existe un unique z € C tel que 2’ = f(z), on montrera
ensuite que ce z est effectivement dans D.

2 = Z+7C s(l+e)=z2+ce—c=z2-rFezed—c=2(1-20)
1+ecz
,_
1Z c_ z, le dénominateur est non nul car |2'e| < 1, en effet |2'c| = |7'||e| = |7'||c| < 1.
—zlc

On a donc montré qu’il existe un unique z € C tel que 2’ = f(z), reste a montrer que z € D. On pose
d =—¢. On a|d| <1 donc par la question 1.,

B |Z’+C”

T

||

Ainsi, z € D donc f est bien une bijection. Montrons que f(C) = C.
— Montrons que f(C) C C : soit z € C, i.e. |z| =1.

= |2 | < [ L U ER) |ked) ke ved [T
C|l+ez| | 1+ez | | l+ez l+ez | Tl+ez| [l4+ez| [1+eé
_|1+éz\_1
Cl+e|

Donc f(z) € C, ce qui montre que f(C) C C.



— Montrons que C C f(C) : soit 2/ € C, il existe alors un unique antécédent z € D. Comme vu
. / _ Z+d , .
précédemment, en posant ¢ = —c¢, on a alors z = Tros Le méme calcul que précédemment
cz
(avec ¢ au lieu de c) montre que |z| = 1, i.e. que z € C. Ainsi, pour tout 2’ € C, il existe z € C
tel que 2’ = f(z) donc 2’ € f(C). Donc C C f(C).

Par double inclusion, on a montré que f(C) = C.
Exercice 12 1. Pour z € P, on a Im(z) > 0 par définition. Alors,
lz i —|z—i = (z-2)+i(Z—2)—1) = (2-2—i(Z—2) — 1) = 2i(Z — 2) = 2i(—2iIm (2)) = 4Im(2) > 0,

ie., |z+i*> >z —i* & |f(2)| < 1.
Zl—i . Zg—i
z1+1 N Zo+ 1

2. Par hypothése, on a qui est équivalent a

(21 — ’L)(ZQ + 2) — (21 + 2)(2’2 — Z) = (2’122 + 121 — 129 + 1) — (2’122 — 121 + 129 + 1) = 2@'(21 — 2’2) =0,

d’ot 21 = z9.
i)
zZ—1 D l—w

=F(z) & w= & ) =z—1 & z(1—-w)=1(1 S r=0—.
w (2) W= w(z+1)=2z—1 z2(1—w) =i(1+w) Z=io

it) D’apres la question précédente,

Im (2) =Re G;Z) = Re (W)

B 1—|w? — (w—w)) 1— |wl? .

carw € D, d’ou Im (2) est strictement positive.
iit) D’apres 2, Uapplication F' est injective et d’apres la question précédente, elle est surjective, donc l'ap-
plication F est bijective.

Exercice 13 Fgalités a connaitre :

" = cos(x) + isin() e = cos(x) — isin(x)
e 4 e = 2 cos(x) e — 7 = 2jsin(x)
T —ix i ,—ix
cos(z) = % sin(z) = %

1. On a

cos(3z) + isin(3z) = '0%) = &3® = (¢%)? = (cos(z) + i sin(z))?
= cos®(z) + 3i cos?(x) sin(z) — 3 cos(z) sin?(x) — i sin®(z)
= cos®(x) — 3 cos(x) sin?(x) + i(3 cos?(z) sin(z) — sin®(z)).
En identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient :
cos(3x) = cos®(z) — 3cos(x) sin®(x) et sin(3z) = 3 cos?(x) sin(x) — sin®(z).
On réécrit cela en
cos(3z) = cos®(z) — 3cos(z)(1 — cos?(x)) = 4cos®(z) — 3 cos(z),

sin(3z) = 3(1 — sin?(z)) sin(x) — sin®(z) = 3sin(z) — 4sin®(z).




On utilise la formule du binéme :

= b* — 4ab® + 6a%0? — 4a>b + a*

(eiz‘ _ e—ix)4 6—42':(; _ 461'906—37;1’ + 6627Lxe—2m _ 4631':1:6—2'90 + 64721:

sint(z) = T = T
B 6—42':0 _ 46—27Lx 46— 4621'1: 4 641':5
B 16
et g e 42T 4 e7HT) + 6 2cos(4x) — 8cos(2z) + 6
B 16 B 16
1 1 3
=3 cos(4z) — 3 cos(2z) + 3

eia: 4 e—ix 6—41':17 _ 46—2iz 16— 4621':0 4 642‘3:

. 4
= X
cos(x) sin”(z) 5 16
- e—3ia: 4 6—51':17 o 46—i$ o 46—31'1 4 6ei$ 4 66—z'z o 4€3m . 461':17 4 651'1 4 eSiw
B 32
- e5im 4 6—52'1 o 3€3ix o 36—31'17 4 261'1 4 26—1'1
B 32
- 651':5 + e—5iz _ 3(632'33 + €—3im) + 2(61:5 + e—ia:)
B 32
2 5x) — 6 3 4 1 3
= cos(52) C(;Z( z) + 4cos(r) =16 cos(bz) — % cos(3x) + 3 cos(x).
Exercice 14 1. On doit résoudre 2° = 1. 6
Posons p = |z| et 0 :== arg(z). Donc z = pe? et 28 = (pew) = 050,
6 _ p =1
6 6 6i0 _ 0 p’ =1
=1 = <— = .
pEle e =e {69 = 0+ 2kr = 2kr (k € Z) {9 :%Tﬂ:%ﬁ(kez)
Les racines 6-iemes de 1 sont les €5 pour k € {0,1,2,3,4,5}.
20 = ¥ =1.
- 1 3
z1 =¢€'3 :cosg—i—ising = 2—{—2’{ r
c2m 2 2 1 3
29 = 62'27 = cos??r —i—ising =3 41 7
z3=¢€" =cosm+isinT = —1.
4z dm A 1 ‘\/3
z4=€"3 =cos— +isin—=—= —i—
* 3 3 2 2
z5 — ¢ = 75T = (i2m=F) — (i(=5) —cosg —zsm% % \f
On place 1 et —1, et on place les quatre autres sur le cercle unité (vu que leur module est 1) ayant pour

bsi 1
absisse — ou ——.
2

2



0.5

4
o

-1 -0.5 0 05
-0.5
®. ]
-1
Pour trouver les racines 4-iemes de —1, on va résoudre z* = —1.
. N4 ,
Posons p = |z| et 0 := arg(z). Donc z = pe'? et z* = (peze) = ptettd
4 4 4i6 ‘ P4 =1 po=1
— _1 7 — 17T .
z —pe e @{49 —r 4 2% (k€ 2) =14, :7r+2k:7r:(1+2k:)7r(kez)

(142k)w

Les 4 racines sont les ¢! 4 pour k € {0,1,2,3} :

zozei%:cosz—késinﬁ:——l—z—.
4 4 2 \[2 Y
37 37 3 2 2
= ZT: _— ) S1 _— = —— ‘7-
Z1=¢€ cos 1 + 2sin 1 5 +1 5
z —ei%—c085—7r+isin—7r——Q—i—2
20 Ty 42 2
j I i(=T) s ..o \@ \/§
zz3=e"4 =e"\"1) =cos— —isin— = — ——.

Ce sont les points d’intersection du cercle unité avec les diagonales du plan.

0.5

=1 -0.5 (0] 0.5 1

2. z =1 n’est pas racine du polynéme compleze 1 + z + 2°> 4+ ... + 2" L. Pour z € C\ {1}, on a

1— 2"

l+z4+224.. +20 1= .
1—=2

Les racines du polynome complexe sont donc les racines n-ieémes de l'unité privées de 1.
On doit résoudre z"™ = 1. "
Posons p :=|z| et 0 := arg(z). Donc z = pel et 2" = (p(ﬁw) = e,



2t =1 ple™ = ¥ — pro=1 — P :1214;77 .
nf =0+ 2kn = 2k (k € Z) o =" (ke
n

. s . 2ikm
Les racines n-iémes de 'unité sont les e n pour k € {0,1,...,n}.
2inm

Notons que z, =€ n = 2™ =1.
2ikm
Donc les racines de 1 + z + 22 + ...+ 2" sont les z, = e n  pour k € {0,...,n —1}.

Exercice 15 1. Pour trouver les racines cubiques de 1, on doit résoudre z°> = 1. Il y a 2 facons de faire.
Méthode 1 :2° =1+= 2" -1=0+= (z - 1)(z*+2+1)=0<=z2=10uz’+2+1=0.
Résolvons 2> + z +1 = 0.

A=1—-4=-3=3i%=(iV3)
Une racine carrée de A est § = iV/3.
e N e AVE]

1T T4 2

—b+5 —1+4iV/3
Z9 = = .
2 2, 2

—1-iV3 o —1+1iV3

Meéthode 2 : On va utiliser l’écriture polaire c’est a dire trigonométrique.

La forme polaire de = est z = pe®® (p > 0), on doit déterminer p et 6.
3

Les racines cubiques de 1 sont donc : 1,

3 _ i0\3 _ 3 30 _ 0i p7 =1
Sl (pel) = L= e = €= gy 0y ok — 2k (k€ Z)
p =1
Ainsi 25 =1 < 0 2k (ke2) On sait qu’on va avoir 3 solutions car l’équation est de degré
3

3. Donc les racines cubiques de 1 sont les X" pour k € {0,1,2}, autrement dit :

2ir 1 \/g din . \/g
1—.
2

1
w0:17W1:€T:_§+i7 etw2:eT:_§_

0.5

@

=11 -0.5 0 0.5

2. On note que j = wy est une des racines 3-iémes de 1. Deux méthodes :

1-—j3
73,:0 carj3:1.
L=

2ir o dim 1 V3 1 V3

— On calcule j> =23 = (3 )2 =e3 = 2y, donc1+j+j2:1—§+z7—§—17:0.

8. Comme vu dans la deuriéeme méthode de la question précédente, z1 = j et zo = j2 (et 1= jo).

— Comme j#1, onal+j+ ;%=

Exercice 16 1. On utilise la méme méthode pour les trois questions :



a) Soient a et b deuz réels tels que (a + ib)*> = a* — b* + 2iab = 7 + 24i. En identifiant les parties
réelles et tmaginaires, on obtient

a? = b =7 (L

1)

2ab = 24. (Lb)
ab = 12. (Lz)
(1)

En identifiant les modules dans (a + ib)* = 7 4 24i, on a |(a + ib)?| = |7 + 24i|. On obtient
<\/Cm>2 = \/m, soit

a? 4+ b* = V625 = 25. (L3)
En calculant (L1) + (L3), on obtient 2a* = 32, d’ot a = +4. En calculant (L3) — (L1), on obtient

20? = 18, d’ou b = +3. De plus, (L2) montre que a et b sont de méme signe. On obtient donc que
les deux racines de z sont 4 4 3i et —4 — 3u.

b) Soient a et b deus réels tels que (a + ib)* = a® — b? + 2iab = 9 + 40i. En identifiant les parties
réelles et imaginaires, on obtient

CL2 - b2 =9 (L1
2ab = 40. (L)
ab = 20. (Ls)

2
En identifiant les modules dans (a + ib)*> = 9 + 40i, on obtient (\/ a’+ b2) = V92 + 402, soit

a® +b* = V1681 = 41. (L3)

En résumé on a le systéeme suivant :

a2 - b2 =9 (Ll)

ab =20 (LQ)

a® +b* =41 (L3)
En calculant (Ly) + (L3), on obtient 2a* = 50, d’ot a = +5. Si a =5 alors d’aprés (La), b = 4.
Donc 5+ 41 est une racine carrée de 9 + 40t, par suite ’autre racine carrée est son opposée c’est
a dire —5 — 4i.
En conclusion, les deux racines carrées de z =9 + 40i sont 5 + 4i et —5 — 44.

¢) Soient a et b deux réels tels que (a+ ib)> = a® — b® + 2iab = 1 +i. En identifiant les parties réelles

et imaginaires, on obtient

a>—b* =1 (Ly)
2ab =1. (L2)

2
En identifiant les modules dans (a +ib)*> = 1414, on obtient (\/ a? + b2> = V12 +12, soit

a? + b2 = V2. (L3)

1 2
En calculant (Ly)+ (L3), on obtient 2a*> = 1+V/2, d’otia = + +2\[

V2 -1
2

. En calculant (Ls)— (L),

on obtient 20> = /2 — 1, d'ot b = +

. De plus, (L2) montre que a et b sont de méme

signe. On obtient donc que les deux racines de z sont

\/1+ﬁ .\/ﬂ—lt hive  [va-1
N 2 '\ T2

2. Pour ces deux questions, on pourrait utiliser la méme méthode que précédemment, mais il y aura mieuz
sous réserve qu’da la fin on tombe sur un angle connu pour pouvoir donner son sinus et som cosinus :




a)

b)

Cette méthode est valable si on sait exprimer sous forme trigonométrique le complexe dont on
cherche le carré. Dans ce cas, étant donné 22, on a |z| = /|22 = /|22] et arg(z?) = 2arg(z)
(mod 27) donc arg(z?) = 2arg(z) + 2kn (k € Z).

2
Par suite 2 arg(z) = arg(z?) — 2kr (k € Z), d’ou arg(z) = arg;z ) _ kr (k € Z). On peut écrire
2
arg(z) = arg;z ) (mod 7). Ici, on a
1 Sim
22=-2V3+2i=4 (—‘f + 22‘) =4es
ix om . . bm , . .
donc z = +2e12 = £2 ( cos D + zsmﬁ . On ne peut pas aller plus loin, finalement il valait

mieux utiliser la méthode précédente.

Ici lastuce est de faire apparaitre une identité remarquable
P2 =3-4i=4-2x%x2-1=2*-2x2i+i>=(2—i)%

Donc z = £(2 —i). Les solutions sont 2 — i et —2 + 1.

Exercice 17  a) On a

b)

A= (1-5i)%—4i(—246i) = 1 — 10i — 25 + 24 + 8 = —2i.

On obtient ses racines carrées en écrivant —2i = 1 — 2i — 1 = (1 —4)?. Donc une racine carrée de A
estd =1—1.
Les racines de l’équation sont donc

—(1-5i) =96 1—-5i)—(1—12 —2 4+ 617 1
(=5) =8 —(Q=5) (i) —246i 1 . ...
21 21 21 1

~(1=5)+6  —(1—5)+(1—4) 4i

zZ1 =

=— =2
2i 2i 2i

z9 =

On a

A = (—(943i))? — 4(1 + 2i)(10 — 5i) = 81 4 54i — 9 — 40 4 20i — 80i — 40 = —8 — 6.

On cherche 6> = A de la forme § = a +ib (a et b réels), c’est-a-dire —8 — 6i = a> — b* + 2iab. En
identifiant parties réelles et imaginaires, on obtient a> —b? = —8 et 2ab = —6. De plus |A| = |5]?, donc
a? + b = /(—8)2 + (—6)2 = V100 = 10. On a alors 2a® = (a® + b*) + (a*> — b?) = =8 + 10 = 2 donc
a = =+1. Alors b> = 10 — a®> = 9 donc b = +£3. Comme 2ab = —6 < 0, a et b sont de signes opposés,
donc 6 = £(1 — 3i). On va choisir 6 =1 — 3i.

On en déduit

C(9+3)—(1-30) 4430 (4+30)(1—2) 4-8i+3i+6

— — _ — —9_
“ 2(1 + 2i) 112 12 + 22 5 "
O+3)+(1—3) 5  5(1—2i) ,
29 = - = - = =1-2i.
2(1 1 2i) 1+2i 12452

Posons Z = 22, Uéquation devient Z> +10Z + 169 = 0. Alors,

A =10% -4 x 169 = 10% — (2 x 13)? = (10 — 26)(10 4 26) = —16 x 36 = —4% x 62 = (24i)%.

On en déduit les deux solutions

—10 + 24i
le%:—swrm,

—10 — 24
222702 L= 512

10



d)

On cherche z = a + ib tel que z* = Z ce qui donne

a> b =-5

2ab = 12
a? +b* = \/(—5)2 + 122 = /169 = 13.

Alors 2a> = a®> + 02 +a> =02 =13 -5=8 donc a = £2, et b> = 13— a® = 9 donc b = +£3. Comme
ab >0, a et b sont de méme signes donc on obtient deux solutions : z11 =2+ 31 et 212 = —2—3i. On
peut résoudre de la méme maniéere 2% = Zy et on trouverai zo1 = 2 — 31 et 299 = —2 + 3i. Au lieu de
ca, on peul aussi remarquer que z* + 1022 + 169 est une équation o coefficients réels et donc que si z
est solution, z l'est aussi. Par conséquent, les deux solutions manquantes (sur les quatre totales) sont
bien 291 =711 =2 — 31 et 292 = Z12 = —2 + 3i.

On commence par chercher une solution simple, i en est une car i>+3i—2i = 0. On peut donc factoriser
2 — i dans le polynome 2> + 3z — 2i : on cherche a, b et ¢ complezes tels que

B 432-2=(2—i)(a2’ +bz+c) e 22 +32—2i = azd + (—iz + b)2% + (—ib+ )z —ic

a=1 B
—ia+b=0 a=1
—ib+e=3")"7"
—ic = —2i

Ainsi 22 +32—2i = (z—i) (2 +i2+2). Le discriminant de 2> +iz+2 est A = i* —4x 2 = —9 = (31).
i3 3
On choisit 6 = 3i. Il y a donc deux racines z1 = ! 5 Y~ oiet Zo = Z;_ !

= 4. Ainsi, [’équation

23+ 32 —2i =0 a deuz solutions i et —2i.

Posons Z = 23, I’équation devient Z*> — (34 2i)Z +2+2i=0. On a
A=(3+420)2—-4(242i))=94+12 —4—-8—8i=—-3+4i=—-4+2x2+1=(2i+1)%

1l y a deuz solutions

3+2t— (20 +1
7= 2=t

342+ (2 4+ 1)
Zy = 5

Il reste a résoudre 2> = 1 et 23 = 2 + 2i. Les solutions de 2> = 1 sont les racines troisiemes de l'unité
(Voir exercice 5-14), a savoir

=1,

=2+ 2.

27 1 \/§ 4i ]. . \/§

1l,e3 :—5—1—1'7 eteT:—i—zT.

Pour résoudre z° = 2 + 2i, commengons par mettre 2 + 2i sous forme trigonométrique.

12+ 2i) = /22 + 22 = /8 = 22

Posons 0 := arg(2 + 2i).

Re(2+2i) 2 1
cosl) = ——F=—5=—
2+2| 25 V2
. Im(2+42i) 2 1
sinf =——-=—=—=
|2 + 24 2: V2
Donc 0 = % convient. Par suite 2+ 2i = 22¢'% .
Posons p = |z| et a 1= arg(2).

3 _93 :2%:\/5
3 , 3 3ia _ o3 iT pr =22 P
27 =2+ 21 pe”" = 22¢"1 & U
P {3a =+ 27 (k€ ) a :%JF%T”(;CGZ)

Les racines troisiémes de 2 + 21 sont donc

s s s 2 2 (s
20 :\@eﬁ,zl :\ﬁegT2 = \@637 = ﬁ(—{-ﬁ-zf) =—14ietz= \/56112 .
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En conclusion, l’ensemble des solutions cherchées est :

i i iT i i 1 3 1 3 i i
{1,655, ¢, Vo, vae™s, Vet = {1,—2 +i\2[,—2 —z“g,—lw,\@ew,\/ielz? }
f)
1
7|
-7 1 ’Z |_ 22
o arg(zZ') = arg <2> +2km, k€ Z
z
D’une part,
Fle | eme L et oplatel]=1
22 22| 2|2 '

D’autre part,

1
arg(z’) = arg < > + 2km © Targ(z) = —2arg(z) + 2km & —Targ(z) = —2arg(z) + 2k7

22
2k

7 (keZ)

& —barg(z) = 2km < arg(z) =

Les solutions sont donc les e~ 25" pour k € Z. Il y a donc 5 solutions :

_ 2w 4im _ 6iw 4im _ 8iw 2im

z(]:l} Z1=€ 5, zg=¢€¢ 5, z3=€ 5 =e5, zg=¢€ 5 =e5 .

g) D —z=2(z 1) =22 D +1) =2(z - 1)z 4+ 1)(z —i)(z +1).
Les solutions sont donc 0, 1, —1, © et —1.

h)

1\
2z -1+ 241 =0 (z+1)=-27:-1)° < <zt1> = —27.

1
Posons Z = 2’7—1-17 Uéquation devient Z5 = —27.
Z p—

76— o7 o |12 = | - 27| o 2]° =27=23
- arg(Z%) = arg(—27) + 2km, k € Z 6arg(Z) = + 2km, k € Z
1Z| =32 =3
s 2k + 1 .
arg(7) = (Jg)” ke {0,1,2,3,4,5)

i(2k+ 1) 1
Il y a donc 6 solutions Zy = V3e = pour k € {0,1,2,3,4,5}. Fizons k pour résoudre Zy, = %+

2 —1°

1

Z = z:i_l S Z(zr—1)=zp+1e Zizp—Zr =2+l Zyzp— 2 = Zp+1 < (Zy— 1)z, = Zp+ 1
o Zk—l-l
2 = 71

St on veut les solutions sous forme algébrique, on écrit

Zy+1 (L +)(Z—1) 4P —Zy+Zp— 13— (Zy—Zy)— 1 2—2ilm(Zy)
Zk=1 (Zy—1)(Zx—-1) |ZW?—Zr—Zr+1 3—(Zp+Zx)+1 4—2Re(Zy)

. . 2k+1)m
C1—ilm(Zy) 1—Zﬁsm<( - >

= 2 — Re(Zy) N 2_\/3008((2k-g1),7)v

2k

et cepour k=0,k=1, ... jusqu’a k = 5.

1—4v3sin (Z 2 —1iv3
Wasin(§) 2oV, g

2 —v/3cos () 4-3

1—iV3

zZ1 = 9 .

zZ20 —

12



C1—-iVBsin(BF)  2-iv3  2—iV3
22_2—\/3008(%”)_ 4+3 7T
C1—-iVBsin () 2+iv3  2+40V3
Z3_2—\/§cos(%r)_ 4+3 7T
_1-iVBsin () 1+iv3
= 2 — /3 cos (9% 2
B _lfi\/gsin(l%) 2+iV3 94 i3,
5_2—\/§COS(HT7T)_ 4-3
Exercice 18 1. Soit x € R. En identifiant les parties réelles et imaginaires, on a

zt — 323 +2:L‘ +3:L‘—3—0

4_ 9.3 2 _ L
xt =32+ (2—d)z*+3x—-3+1 0@){ 2 1—0

Les solutions de —2%> +1 =0 sont 1 et —1, et ce sont aussi des solutions de z* — 323 + 22% + 32 — 3.
Ce sont donc deux solutions réelles de (E) (plus précisément, ce sont les seules).

2. D’apres la question 1., on peut mettre (z —1)(z + 1) = 22 — 1 en facteur : il existe a, b et ¢ complezes
tels que
2t =323 + (2 )2t + 32— 340 = (22— D)(az® + bz +1).

En développant le membre de droite et en identifiant les coefficients des polyndmes, on obtient

a=1

b=-3 a=1
c—a=2—1,1i.¢€ b=-3 .

-b=3 c=3—1
—c=-3+1

On a donc z* — 323 + (2 —i)a* + 3z — 34+ i = (22 — 1)(2* — 32+ 3 —i). Il reste a trouver les solutions
de 22 —324+3—i=0.0naA=9—-43—i)=-3+4i=1+4i—4=(1+2)?, les deuz solutions

sont donc
3—(14+2:
a=320F2)
2
3+1+2¢ .
@zf:2+z.

L’ensemble des solutions de (E) est donc S ={1,—1,1 —14,2 +i}.

Exercice 19

1) (1-i)?% -1 1-1-2i—1 1+2i  (1+2i)(3 + 59) 3+5i+6i— 10
— 1) = = = — = = —
1—-i)(1—i4+3) 4—i—4i—1 3—-5i 32 + 52 34
T 11,
T34 34"
On note de plus que pour z € C,
B 721 22— 1
zZ) = = = Z).
A ETCE) B e B
En particulier, f(1+i) = J(T=8) = F(L 1) = 33 + 314
n particulier, i) = 1) = 1 511 32
Exercice 20 Il est possible de développer z* puis de Uexprimer sous forme arithmétique. Mais il est

plus simple de passer par la forme trigonométrique :

_3(V3-i) 3 <\/§ z) 3 _in

V341 2\ 2 2 2
Ainsi, 2* = 3—46_% = 8716—% 871 w_ 81 1817\/5
24 16 1697~ 32 32
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Exercice 21
1. cos?(z)sin®(z) = (1 — sin?(x)) sin®(z) = sin®(x) — sin®(z).
2.

cost(z) =

eix + e—ix 4 €4ix + 4631'906—1'1‘ 4 6621’1‘6—21’:{: + 462'906—3721‘ + 6—42'90

( 2 ) - 16

M7 e 4 4(e?7 4 7T + 6 2cos(4x) + 8cos(2z) + 6
16 B 16

1 1 3
=3 cos(4x) + 3 cos(2x) + 3

Exercice 22

1. Les racines quatriémes de ['unité sont {1,i,—1,—i}.

1 V3 4

2. 5 iy =¢ 3 donc une racine quatriéme de ce complexe est e

in
3

. Les autres s’obtiennent en le
multipliant par les racines quatriémes de l'unité, soit

2
Ze%ﬂ:e%r"'%:e% @_}_E
2 2
—e% = €%+zﬂ— = eMTW = —1 —’L\/g
2 2
—ie3 =e =e = — — -
2 2
3 1 3
3. Posons Z = z*, Uéquation devient Z* + (—5 + 1\2[)2 — 5~ z\zf = 0. Une premiére solution est

1 3
de résoudre ’équation comme dans l’exercice 5-16. On trouverai A = 3(5 + 17) qui @ pour racines

+v3ec =+ 3 + Z{) , ce qui donne les solutions Z1 = =5~ 1\2[ et Zo = 1. On présente ici une

autre solution :

1 V3 1 3 zZ\* Z
224 (w4 i) —=—i~— =247+ 2= = —+1].
+(2+z2) 5 iy =A AL =] 7 +j+
Z , 2 : : 9
On pose T = —, l’équation devient T +T + 1 = 0, dont les solutions sont T1 = j et Ty = j°. On
J

1 V3

en déduit les solutions Z; = j* = 3~ 27 et Zy = j° = 1. Ainsi, par questions 1 et 2, I’équation
1 3 1 3
2B+ (—2 + Z{) 24— 5~ 1\2[ =0 a pour solutions
1 V3. V3 i 1 V3 V3 i
177+17725_7 77_17_7_277_7’77_7
2 2 2 2 2 2 2 2
Exercice 23 1. Ce sont les racines cinquiemes de l'unité autres que 1, c’est-a-dire z = 5 pour k €
{1,2,3,4}.

1—2°

T—5 Comme 1 n’est pas racine de 1+ z+ 22 4+ 25 + 2%,
—z

les autres racines de ce polynome sont les zy, pour k € {1,2,3,4}. Ce polynoéme peut donc se factoriser

enl+z+224+23 420 =2—2)(2—2)(z—23)(z — 2).

2. Pour z € C\{1}, on a1+ 2+ 22 +23 421 =

Exercice 24 Pour chacun des trois cas, on trouve une racine n-iéme (comme les nombres sont de module
1, il suffit de diviser un argument par n), et on trouve les autres racines n-iemes de z en multipliant par les
racines n-iemes de l'unité.

21im 3lim
20 e 20 }

in im o, 2im 1lir  ir | 4im 19im —5im inim o im 1lir  ir
a) {.94’(34+ 3 — e 12 ’e4+3 — e 12 (:e 12 )} b) {620,620+2 — e 20 ’620+m:6

i im o 2t
5 T

¢) —1=¢€" donc {e5 e 5

im | 6im s
+5 = e 5 ’65

LT
5 :—1765

LT 3im im 41
5 = e 5 7€5+

il+8g7r 9i —im

=T (=)
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Exercice 25 une solution réelle x de ’équation. En identifiant les parties réelles et imaginaires, on a

3 2 _ o 9 ey
x3+(13i)x2(6i)x+10i20@{x +2°—62=0 {Jj(x +2-6)=0

322+ 24+10=0 —322+24+10=0

- z € {0,2, -3}
3224+ 2+10=0

Seul x = 2 est solution de —3x2 4z + 10, donc la seule solution réelle est 2. 2 étant racine, on peut factoriser
le polyndéme : il existe a, b et ¢ complexes tels que, pour tout z € C,

234 (1=30)2% — (6 —14)z 4+ 10i = (2 — 2)(az® + bz + ¢).

On développe et on identifie les coefficients des polynomes, ce qui donne

a=1 a=1
—2a+b=1-23i I
., e b=3-3i.
—2b+c=—-6+1 c— _5i
—2¢ =101 a

1l reste a trouver les solutions de 2> + (3 —3i)z —5i = 0. On a A = (3 —3i)? +20i = 9 — 9 — 18 + 20i =
2i = (1+1)%. Ce trinome a donc deus racines :

3-3i—(1+1)

% 5 =1-2i,
3—3i+14i .
zzzf:2—z.

L’ensemble des solutions de l’équation initiale est donc S = {2,1 — 24,2 — i}.

1 1
Exercice 26 Posons Z = 23, ’équation devient §Z2+(1—|—3i)Z+8—|—87j =0.0nalA = (1—&—31')2—45(8—1—8@') =
1 —9+6i—16 — 16i = —24 — 10i. On cherche a et b réels tels que (a + ib)> = A :

a’? — b =-24

(a+ib)2:—24—10i<:>a2—62—|—2iab:—24—10i<:>{ b — 5

On ajoute l'égalité des modules a® + b> = /242 + 102 = /576 + 100 = V676 = 26. Ainsi,

2a% = (a® + V) + (a* — b*) = 2 donc a = £1,b* = (a® + b?) — a® = 25 donc b = £5.

Comme ab < 0, a et b sont de signes différents, donc les deux racines deuxiémes de A sont 1 —5i et —1+ 5i.
On en déduit les solutions pour l’équation en Z :

(1 43i) — 145

7y = = —2+42i,
! 2% 1
—(1+34)+1— 57
Ly = (1+ 2)—11- 22—82'.
2><§

On cherche donc les racines troisiemes de Z1 et de Zs. On utilise ici une méthode mais d’autres sont pré-
sentées dans l’exercice 16. ici, on va chercher une racine troisiéme puis obtenir les autres en la multipliant
] 4im

par les racines troisiemes de 'unité que sont 1, e et e
2 2

— 7y =2V2 —£+z’£ =
2 2

Les racines troisiémes de Z1 sont donc

Nl

3im

im S . L 1 i im .
22e 4 . Ainsi, une racine troisiéme de Z1 est 22¢4 = V2ei =1+4i.

ir
2171:\/5647
2in o~ i in | 2in Liin
21’2263\/564 :\/5@4 3 =V2e 12,
in in in |, din 19in
21,3:63\664 =213 =V2e12 .
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3im

— 4y = 8e 2 = 23e

31

2 . Ainsi, une racine troisiéme de Zy est 2e2 = 2i. Les racines troisiémes de Zs

sont donc
291 = 21,
2im . im | 2im Tin
o =€3 X2i=2e27 3 =256,
dim . im | dim Llir
293 =€3 X2i=2e2"3 =26 .

Les solutions de l’équation sont donc S = {\@e%, \@elig{ , \/ie%,%, 26%,261%”},

Exercice 27 1. Pour z€C, f(z2) =z 2(1-2)=z202-22=2622=0s2=0.

2. Pour z € C,
1 1 1\ /1 1 1 1\% 1 1\% 1
-3 =fa-a-3 = |- 1) G-) + -3 = G-5) -3 < |G-+
_ 12+1
z— = —-.
= 2 4
Ainsi. si o o1 f()1<121_1
mst, St |z 5 2,a07’s z 5 5 139
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