Université Claude Bernard Lyon 1 UE Algebre 1
Semestre d’automne 2024-2025

Feuille 6 : Polynomes

Exercice 1. Déterminer tous les polynomes P de R[X] vérifiant les relations suivantes :
1. P(X?+1) = P(X) 2. P(2X +1) = P(X)
Exercice 2. On considére l’équation suivante dans C[X]: P(2X) = P'(X)P"(X).
1. On note P une solution non nulle de cette équation, § son degré et a son coefficient dominant.

a) Quel est le degré de P(2X) ¢ De P'P" ? En déduire la valeur de §.
b) Quel est le coefficient dominant de P(2X) ¢ De P'P" 2 En déduire la valeur de a.
c¢) Déterminer P.

2. Conclure.

Exercice 3. Quelles sont les racines (dans C et dans R) des polynémes suivants ?

1. X3 —7X%24+14X -8 2. X6-4 3. X*-13X2+36 4. X*+6X2%2+25.

Exercice 4. On définit une suite de polynomes Py =2, P = X et Ppyo = XPpy1 — Py
1. Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,.
2. Montrer que pour tout z € C*, P,(z + %) =2"+ ﬁ
3. Soit 0 € R. Calculer P, (2cosf).

4. Donner les racines de P,.

Exercice 5. Soit n > 1 un entier.
1. Déterminer le reste de la division euclidienne de X°™ par X° — 1.
2. En déduire le reste de la division euclidienne de X% + 2X4? —3X35 — 2X2%7 + 3 par X° — 1.

Exercice 6. Soit P un polynéme de R[X]. On note R le reste de sa division euclidienne par X —7. Montrer
que R = P(7).

Exercice 7. Soient a un nombre réel et n > 1 un entier. On pose A = (X sina + cosa)™.
Déterminer le reste de la division euclidienne de A par X2 + 1.

Exercice 8. Effectuer les divisions euclidiennes dans R[X] de
1.3X°% +4X?2 4+ 1 par X% +2X + 3.
2.3X°4+2X*— X2 +1 par X3+ X +2.

Exercice 9. Soit P(X) = X* —5X3 +8X? — 10X + 12 et Q(X) = X* + X2 — 2. Déterminer le PGCD de
P et Q puis déterminer deux polynomes U et V tels que PU + QV = PGCD(P, Q).

Exercice 10. Soit P le polynome réel : P = X5 +4X° +8X* 4+ 10X3 + aX? +4X + 1. On suppose que —1
est une racine de P.

1. Déterminer o.

2. Montrer que —1 est une racine double de P.

3. Montrer que j est une racine multiple de P.
4. Factoriser P, d’abord dans C[X]| puis dans R[X].



Exercice 11. Soit n € N*, on considére le polynome a coefficients réels P = a X" + bX"™ + c. Peut-on
choisir a, b, c pour que P admette 1 comme racine multiple ¢ Quel est alors l'ordre de cette racine ?

Exercice 12. Pour tout compleze a, on pose P, = 2X3 +3X?+6X +a € C[X].
1. Calculer le PGCD de P, et P).

2. Pour quelles valeurs de a le polynome P, admet-il une racine double ? Pour chacune de ces valeurs,
décomposer P, en produit de facteurs irréductibles dans C[X].

Exercice 13. Donner la forme de la décomposition en éléments simples, sur R puis sur C, des fractions

rationnelles suivantes.
1 X X

Y XIDX -2 XFDE-2 X2-1
b) X+1 X?
X2+1 X3-1°
X -1 3
) TEIr) I XEDE -1
9 X4 Xt—X+2
X2-3X+2 (X-1)(x2-1)

Exercice 14. Décomposer en éléments simples sur R les fractions rationnelles suivantes :

) X241 X5 - X3 — X2 2 X0 - X241

a

X(x2-1) X2—-1 7 (X-1D(X-2)(X-3) (X —1)3
1 X3 —4X2+1 1

) (X24+1)2-X2° (X -23(X +1) X2(X2-2X +2)2

2X6 +3X° -3X%4-3X3_-3X2_-18X -5

¢) X5+ X' _2X3_X2_ X 42

Exercice 15. Pour n € N, on note P, = (1 + X)(1+ X?)(1 + X*)...(1 + X?"). Calculer les coefficients de
P,.

Exercice 16. Factoriser les polynémes suivants en polyndémes irréductibles :

1. X"+ X" 1+ ... X +1 dans C[X] 2. X1 421 dans C[X] puis dans R[X]
3. X* + 4 dans C[X] puis dans R[X] 4. X* — j dans C[X], ou j = exp(2ir/3)
5. X8+ X% +1 dans R[X] 6. X° — 1 dans R[X]

Exercice 17. Calculer le pged des couples de polynomes (P, Q) suivants :
1. P=6(X - 1)) (X +2)3(X2+1)* et Q = 15(X — 1)(X + 7)3(X2% + 1),
2. P=X"4+2X6-X -2et Q=X3+X%-2X,
S P=nX"""'—(n+1DX"+1etQ=X(X—1)>*X—2),
4 P=X>"-X*"4+X3-X?2+X-1etQ=X"+X>+8X*+X34+8X%2+38.

Exercice 18. Soient P et Q deus polynomes de R[X]. On suppose que Q divise P. Montrer que Q* divise
PQ' — P'Q.
Exercice 19. Soit a et b deux réels distincts et P un polynoéme de R[X]. On note X et u les restes respectifs
de la division euclidienne de P par X — a et par X — b.

1. Ezprimer a Uaide de X et p le reste de la division euclidienne de P par (X —a)(X —b).

2. Qu’a-t-on montré dans le cas particulier ot A =pu=107%



Exercice 20. On définit une suite de polynomes Py =0, P =1 et Ppyo = X P41 — Py.
1. Montrer que pour tout n € N, Pﬁ_ﬂ =14+ P, P42.
2. En déduire que pour tout n € N, P,, et P41 sont premiers entre eux.

3. Etablir que pour tout (m,n) € N* x N, on a :
Poin = PaPrsi — Po1 P .
4. Monter que (m,n) € N* x N, on a :
Pgcd(Prin, Pn) = Pgcd(Pr, Py) .
5. Conclure que Pgcd(Py,, Pn) = Ppgcd(mn)-

Exercice 21. Pour quelles valeurs de Uentier n > 1 le polynéme P, = X?" + X™ + 1 est-il divisible dans
R[X] par X2+ X +17

Exercice 22. Soient m > 1 et n > 1 deux entiers. Calculer le PGCD des polynomes X™ — 1 et X™ — 1.

Exercice 23. Pour tout n € N*, montrer la formule

n—1
[T (x? = 2X cos(2km/n) +1) = (X" — 1),
k=0

Exercice 24. Pour n > 1, on note P, = (1 +¢X)" — (1 —iX)™ pour n > 1. Factoriser le polynéme P, et

p p—l
5 d0 i 2(_km 2(km ;
en déduire les valeurs de ]; Otan (2p+1) et de kE Otan (%) On regroupera les termes dont les racines sont

0pposées.
n .
Exercice 25. Soit P € C[X] tel que P = ) ;X" et a; = ap—;, Vi € N,
i=0
1. Montrer que si z € C* est racine alors % est racine.
2. Factoriser 6X* — 35X3 + 62X? — 35X + 6.

Exercice 26. Soit P € C[X] non nul et d son degré. Pour n entier naturel, on définit u, commme étant la
somme (avec multiplicité) des racines de P™. Montrer que (un)o<n<d est une suite arithmétique.

Exercice 27. Soit P = X* 4+ 12X — 5. Décomposer ce polynome en facteurs irréductibles dans R[X], en
sachant qu’il admet deux racines dont la somme vaut 2.

Exercice 28. Cet exercice a pour objet la détermination de tous les polynomes P € R[X]| qui satisfont a
Uidentité (x) :
(X +3)P(X)=XP(X +1).
1. Soit P un polynéome vérifiant (x). Montrer qu’il existe un polynome Q € R[X] tel que P = X Q.
2. Déterminer Q(—1) puis Q(—2).
3. En déduire que P est nécessairement de la forme aX™(X + 1)"(X 4 2)P avec a € R et m, n, p € N*.
4. Démontrer finalement que P vérifie (x) si et seulement s’il existe a € R tel que P = aX (X +1)(X +2).

Exercice 29. Soit P(X) = X3 +aX? 4+ bX + ¢ un polynéme complexe de racines o, 3,7. Calculer :
Q@
A B
B+y a+vy [H+a

Exercice 30. Soient o, 3,7 les racines de l’équation X3 —5X? +6X — 1. Déterminer la valeur exacte de

1 n 1 n 1
l-a 1-8 1-—~v"
Exercice 31. Soit P = X? +3X?% +2X +i € C[X].
1. Prouver que P n’a pas de racine réelle.

2. Soient o, 3 et v les trois racines complexes de P. Calculer o+ B+, a® + %2 +~2 et o + 32 + ~3.




