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Exercice 1. Pour n P N˚, posons an “
řn

k“1

p´1qn´1

n
. Cette exercice est composé de 2 parties.

1. Ici, nous allons calculer la limite lim
nÑ8

an.

(i) Pour tout x P r0;`8r et n P N, montrer l’identité
řn

k“1p´xqk´1 “
1 ´ p´xqn

1 ` x
.

(ii) En déduire l’identité suivante:
n

ÿ

k“1

p´1qk´1

k
“ ln 2 ` p´1qn´1

ż 1

0

xn

1 ` x
dx.

(iii) Montrer que 0 ď
xn

1 ` x
ď xn pour tout x P r0; 1s. En déduire la limite lim

nÑ8

ż 1

0

xn

1 ` x
dx.

(iv) Conclure.

2. Fixons p, q P N˚, et on pose bn “

pn
ÿ

k“1

1

2k ´ 1
´

qn
ÿ

k“1

1

2k
. Dans cette partie, on admet que la suite

cn “

n
ÿ

k“1

1

k
´ lnn converges à la constante appelée la constante d’Euler-Mascheroni, notons la par

C.

(i) Montrer que bn “ c2pn ´
1

2
cpn ´

1

2
cqn ` ln 2 `

1

2
pln p ´ ln qq pour tout n P N˚.

(ii) En déduire la limite lim
nÑ8

bn.

(iii) Que peut-on observer ?

Exercice 2. (Une suite logistique) Soit µ un nombre réel tel que 0 ă µ ď 4. Une suite réelle txnunPN
définie par

xn`1 “ µxnp1 ´ xnq, x0 P r0; 1s

est appelée une suite logistique.
1. Monrtrer que pour tout n P N, xn appartient à l’intervalle r0; 1s.
2. Montrer que pour 0 ă µ ă 1, limnÑ8 xn “ 0.
3. Supposons que µ “ 4. Soit a P R un nombre réel vérifiant x0 “ sin2paπq.

(i) Déterminer xn pour tout n P N.
(ii) Peut-on déterminer les valeurs de a vérifiant limnÑ8 xn “ 0 ?

4. Que peut-on observer dans des cas 1 ď µ ă 4 ? On pourra programmer pour faire une expérience... à
vous de voir !

Exercice 3. p Principe d’inclusion-exclusion q Soit E un ensemble et soient A1, A2, ¨ ¨ ¨ , An pn P N˚q

des ensembles finis.

1. Ici, on va exprimer Card

˜

n
ď

i“1

Ai

¸

en fonction des intersections de Ai p1 ď i ď nq.

(i) Montrer la formule CardpA1 Y A2q “ CardpA1q ` CardpA2q ´ CardpA1 X A2q.
(ii) Montrer la formule suivante par récurrence :

Card

˜

n
ď

i“1

Ai

¸

“

n
ÿ

r“1

p´1qr´1
ÿ

1ďi1ăi2ă¨¨¨ăirďn

Card

˜

r
č

k“1

Aik

¸

.

1. Une expression inspirée du mathématicien Jean-Pierre Serre.
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2. Soit n P N˚ et soit Sn l’ensemble des applications bijectives de v1, nw :“ t1, 2, ¨ ¨ ¨ , nu vers lui-même.
Soit xn le nombre des applications f P Sn pour laquelle il n’existe pas i P v1, nw tel que fpiq “ i.

(i) Pour i P v1, nw, soit Si l’ensemble des applications f P Sn vérifiant fpiq “ i. Montrer que

xn “ CardpSnq ´ Card

˜

n
ď

i“1

Si

¸

.

(ii) Soit r P v1, nw. Pour les entiers 1 ď i1 ă i2 ă ¨ ¨ ¨ ă ir ď n, Calculer CardpSi1 X Si2 X ¨ ¨ ¨ X Sirq.
(iii) Conclure.

Exercice 4. p N et R q Ici, on va comparer les cardinaux de N et R.

1. Donner un exemple d’une application bijective f entre l’intervalle s0, 1r et R.

2. Soit g :s0, 1rÝÑs0, 1s une fonction définie par

gpxq “

$

&

%

2x si Dn P N˚ t.q. x “
1

2n
,

x sinon.

Montrer que g est une application bijective. En conclure que l’intervalle s0, 1s et l’ensemble R ont la
même cardinalité.

D’ici, on va montrer qu’il n’existe pas une application surjective de N˚ vers s0, 1s. Pour cela, on exprime un
nombre réel x Ps0, 1s :

x “

8
ÿ

k“1

xk
10k

, xk P Z X r0, 9s.

Comme 1 “ 0, 99999999 ¨ ¨ ¨ , pour un nombre x admettant un N P N˚ tel que xN ‰ 0 et xl “ 0 pour tout
l ą N , on adopte l’expression

x “

N´1
ÿ

k“1

xk
10k

`
xN ´ 1

10N
`

8
ÿ

k“N`1

9

10k
.

Soit F : N˚ Ñs0, 1s une application. Pour n P N˚, notons le développement décimal de F pnq par

8
ÿ

k“1

ank
10k

.

3. Définissons la suite des entiers positifs tbkukPN˚ par

bk “

#

1 si ann est paire,
2 si ann est impaire.

Vérifier qu’il n’existe pas n P N˚ tel que F pnq “

8
ÿ

k“1

bk
10k

.

4. En déduire qu’il n’existe pas une application surjective entre N et R.
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Exercice 5. pFraction continueq Fixons un nombre réel x P R.
Posons q0 “ txu, la partie entière de x, i.e., le plus grand entier qui est inférieur ou égale à x. Par définition,

on a 0 ď x ´ txu ă 1. Si ce dernier x ´ txu n’est pas nul, le nombre x1 :“
1

x ´ txu
est un réel plus grand que

1 et on a
x “ txu ` px ´ txuq “ q0 `

1
1

x ´ txu

“ q0 `
1

x1
.

Posons q1 :“ tx1u. Si x1 ´ q1 “ 0, on s’arrête ici. Sinon, on répète la même chose. Comme 0 ă x1 ´ q1 ă 1,

le nombre x2 :“
1

x1 ´ q1
est un réel plus grand que 1 et on a

x “ q0 `
1

x1
“ q0 `

1

q1 ` px1 ´ q1q
“ q0 `

1

q1 `
1

x2

.

. . . Posons qn “ txnu et xn`1 “
1

xn ´ qn
si xn n’est pas entier. On a

x “ q0 `
1

q1 `
1

q2 `
1

. . .
. . .

qn `
1

xn`1

.

On notera cette fraction monstrueuse comme rq0, q1, q2, ¨ ¨ ¨ , qn, xn`1s.

1. Ici, on montre que x est un nombre rationnel si et seulement si la procédure ci-dessus se termine en
nombre fini d’étape.

(0) Vérifier que s’il existe q0, q1, ¨ ¨ ¨ , qn P Z tels que x “ rq0, q1, ¨ ¨ ¨ , qns et que q1, q2, ¨ ¨ ¨ , qn soient
strictement positifs, alors, x est un nombre rationnel.

(i) Soient p P Z et q P N˚ tels que x “
p

q
et que p et q sont premiers entre eux, et soient p1, q1 P N˚

tels que x1 “
p1
q1

et que p1 et q1 sont premiers entre eux. Montrer que 0 ă q1 ă q.

(ii) En déduire que si x est un nombre rationnel, la procédure ci-dessus (pour définir les qi) se termine
en nombre fini d’étape.

2. Pour x “
?
2,

?
3 et x “

1 `
?
5

2
ple nombre d’orq, déterminer la suite tqnunPN. Si cela vous plait,

déterminer la suite tqnunPN pour x “
?
199.

3. Sont-ils rationnels ?

Exercice 6. p Projection stéréographique q Soit S la sphère d’unité t px, y, zq P R3 |x2 ` y2 ` z2 “ 1 u.
Posons N “ p0, 0, 1q P S. Pour un point P P SztNu, soit lP la droite passant les deux points N et P . Nous
allons étudier l’application

π : SztNu ÝÑ Π :“ t px, y, 0q |x, y P R u; P ÞÝÑ Q,

où Q P Π est le point vérifiant tQu “ Π X lP , c’est-à-dire, l’intersection de la droite lP et le plan Π. Une
telle application s’appelle une projection stéréographique. 2

1. Soit l Ă Π une droite et soit Πl le plan p dans R3 q incluant le point N et la droite l.

2. On pourra définir une application similaire en prenant S :“ p0, 0,´1q à la place du point N .
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i) Vérifier que l’image réciproque π´1plq est égale à l’intersection de SztNu et le plan Πl.
ii) En déduire que π´1plq est un cercle privé du point N .

2. Pour un point Q “ px, y, 0q, calculer son image réciproque P “ π´1pQq.
p Indication: la droite passant les points N et Q est paramétrée comme suit : p0, 0, 1q ` tp´x,´y, 1q. q

3. Soit C Ă Π un cercle, i.e., C “ t px, y, 0q | px ´ aq2 ` py ´ bq2 “ R2 u où pa, bq P R2 et R P R˚
`.

i) Pour Q P C, vérifier que l’image réciproque P “ pX,Y, Zq P S du point Q par π vérifie l’équation
suivante :

´2aX ´ 2bY ` pR2 ´ a2 ´ b2qZ “ R2 ´ a2 ´ b2 ´ 1.

ii) En déduire que l’image réciproque du cercle C par π est un cercle.

Ainsi, une droite ou un cercle dans le plan R2, donc dans C via la correspondance pa, bq ÐÑ a ` bi,
correspond à un cercle (privé à un point, au maximum) sur la sphère S. Que dit-on le résultat (de cours) sur
la transformation de Möbius, alors ?

Exercice 7. p Petit théorème de Fermat q On donne deux preuves du petite théorème de Fermat.

1. Soit p un nombre premier supérieur à 2.

(i) Pour tout entier k entre 1 et p ´ 1, montrer que le coefficient binomial
ˆ

p

k

˙

est divisible par p.

(ii) Montrer, par récurrence, que p|ap ´ a pour tout entier naturel a.
(iii) En déduire que si a et p sont premier entre eux, ap´1 ´ 1 est divisible par p.

2. Soient p un nombre premier et a P N un entier qui n’est pas divisible par p. Posons Rp “ t1, 2, ¨ ¨ ¨ , p´1u.
Soit f : Rp Ñ Rp l’application définie par fpiq “ j où j est l’élément de Rp vérifiant ai ” j mod p.
(i) Montrer que l’application f est bijective. Indication : Montrer que f est injective.
(ii) Montrer que ap´1pp ´ 1q! est congru à pp ´ 1q! modulo p.

Indication : Montrer que ap´1pp ´ 1q! ” fp1q ¨ fp2q ¨ ¨ ¨ fpp ´ 1q mod p et en déduire.
(iii) En déduire que ap´1 ” 1 mod p.

Exercice 8. pThéorème de Wilson q

Soit p un nombre premier. Le but de cet exercice est de montrer le théorème de Wilson :

pp ´ 1q! ” ´1 mod p.

Pour p “ 2, c’est immédiat, donc on suppose que p ą 2 dans la suite. Posons

Rp “ tn P N | 0 ă n ă p u “ t1, 2, . . . , p ´ 1u.

1. Soit i : Rp ÝÑ Rp qui associe k à l vérifiant kl ” 1 mod p.
i) Montrer que l’application i est bien-définie.
ii) Montrer que l’application i est bijective.

2. Montrer qu’il existe deux éléments de Rp, disons x` et x´, tels que ipx˘q “ x˘. Préciser-les.
pIndication : ipxq “ x implique x2 ´ 1 “ px ` 1qpx ´ 1q ” ¨ ¨ ¨ rps. q

3. Posons Sp “ Rpztx`, x´u. On considère l’application I : Sp Ñ Sp définie par Ipxq “ ipxq.
i) Montrer que l’application I est bien-définie.
ii) Montrer qu’il existe rSp Ă Sp tel que Sp “ rSp > Ip rSpq.

4. En déduire que
pp ´ 1q! “

ź

xPRp

x “ px`x´q
ź

xP rSp

pxIpxqq.

5. Conclure.
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Exercice 9. 1. Soit n un entier plus grand que 1. Montrer que l’entier n est un nombre premier si et
seulement si tout nombre premier, qui ne dépasse pas

?
n, ne divise pas n.

2. pL. Eulerq Vérifier que, pour tout entier 0 ď n ă 40, l’entier n2 ` n ` 41 est un nombre premier et
que pour n “ 40 et 41, ils ne le sont pas.

3. Existe-t-il un entier K tel que n2 ` n`K est un nombre premier pour tout n P N sauf n “ K ´ 1,K ?
Justifier votre réponse.

Exercice 10. pPrincipe de RSAq Soient p, q P N˚ deux nombres premiers distincts ą 2. Posons

R “ tn P N | 0 ă n ă pq et PGCDpn, pqq “ 1 Dm P R t.q. PGCDpmn, pqq “ 1u.

1. Calculer le nombre M d’éléments de R.
2. Soit a P R. Pour i P R, montrer qu’il existe j P R tel que ai ” j rpqs.

Dans la suite, on considère l’application f : R Ñ R définie par fpiq “ j.
3. Montrer que f est injective. En déduire que f est bijective.
4. En déduire qu’il existe m P N˚ tel que m ď M et que fm “ IdR.

(Indication : Pour i P R, étudier la partie Ri “ t fkpiq | k “ 1, 2, ¨ ¨ ¨ u de R.)
5. Montrer que l’entier m de la question précédent est un diviseur de M .
6. En déduire que, pour tout a P R, on a aM ” 1 rpqs.

Exercice 11. 1. Soit n P N un nombre impaire. Montrer qu’il existe un polynôme réel Fnpyq P Rrys tel
que Fnpsinxq “ sinnx.

2. Posant n “ 2m ` 1. En analysant les zéros du polynôme Fn, vérifier que le polynôme Fnpyq est un
multiple de

y
m

ź

j“1

ˆ

1 ´
y2

sin2
`

j
nπ

˘

˙

.

3. En déduire la formule suivante :

sinnx “ n sinx
m

ź

j“1

ˆ

1 ´
sin2 x

sin2
`

j
nπ

˘

˙

.

Exercice 12. Soit n P N˚. Posons Pn :“ tP P RrXs|P est unitaire de degré nu. Le but de cet exercice est
de montrer

min
PPPn

max
xPr´1,´1s

|P pxq| “
1

2n´1
.

1. On définit une suite de polynômes Tn P RrXs : T0 “ 1, T1 “ X, Tn`2 “ 2XTn`1 ´ Tn pour n P N.
(i) Montrer que le polynôme Tn est un polynôme de degré n.
(ii) Montrer que Tnpcos θq “ cospnθq pour tout n P N˚.
Le polynôme Tn est appelé polyôme de Tchebyscheff de degré n.

2. Montrer que Qn :“
1

2n´1
Tn P Pn.

3. Montrer que maxxPr´1,1s |Qnpxq| “
1

2n´1
et que

"

x P r´1, 1s

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

|Qnpxq| “
1

2n´1

*

“

"

cos

ˆ

πk

n

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

k “ 0, 1, ¨ ¨ ¨ , n

*

.

4. Conclure.

Indication : Montre par l’absurde, i.e., supposons qu’il existe P P Pn tel que maxxPr´1,1s |P pxq| ă
1

2n´1
.

Compter le nombre de zéros de P´Qn dans r´1, 1s en appliquant le théorème des valeurs intermédiaires.
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