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Feuille X : Raisins dans Kougelhof 7!
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Exercice 1. Pour n € N*, posons a, = Y ._, L Cette exercice est composé de 2 parties.
n

1. Ici, nous allons calculer la limite lim a,,.

n—:00
‘ PP po1_ 1= (=2)"
(i) Pour tout x € [0;4+00[ et n € N, montrer Uidentité Y, _,(—x)" " = ia
n (_1)k—1 1 "
(ii) En déduire l'identité suivante: Z —— =In2+ (—1)"1f dzx.
1 k 0 1 +x
ok 1 n
(11i) Montrer que 0 < < z" pour tout x € [0;1]. En déduire la limite lim
1+z n—w0 Jo +x
(iv) Conclure.
2. Fizons p,q € N* et on pose b, = Z — Z —. Dans cette partie, on admet que la suite
Aok -1 Aok

n
1
Cp = 2 T Inn converges a la constante appelée la constante d’Euler-Mascheroni, notons la par
k=1

C.
‘ 1 1 1 .
(1) Montrer que by, = copn — 3G — 5Can +1n2 + i(lnp —1Ingq) pour tout n € N*.

(ii) En déduire la limite lim by,.
n—0o0

(i1i) Que peut-on observer ?

Exercice 2. (Une suite logistique) Soit p un nombre réel tel que 0 < p < 4. Une suite réelle {xy,}nen
définie par
Tpi1 = prp(l —zy), xo € [0;1]
est appelée une suite logistique.
1. Monrtrer que pour tout n € N, x,, appartient a lintervalle [0;1].
2. Montrer que pour 0 < p < 1, limy_, o x,, = 0.
3. Supposons que p = 4. Soit a € R un nombre réel vérifiant x¢ = sin®(ar).
(i) Déterminer x,, pour tout n € N.
(ii) Peut-on déterminer les valeurs de a vérifiant lim, o x, = 0 2

4. Que peut-on observer dans des cas 1 < p < 4 2 On pourra programmer pour faire une expérience... a
vous de voir!

Exercice 3. ( Principe d’inclusion-exclusion ) Soit E un ensemble et soient Ay, Ag, -+, A, (n € N¥)
des ensembles finis.

n

1. Ici, on va exprimer Card (U AZ-) en fonction des intersections de A; (1 <i < n).
i=1
(i) Montrer la formule Card(A; U Ay) = Card(A;) + Card(As) — Card(A; n Asg).

(ii) Montrer la formule suivante par récurrence :

Card ( Ai> = Z(—l)’"_l Z Card (ﬂ Aik> :
=1 r=1 1<ii<in<-<ir<n k=1

2

1. Une expression inspirée du mathématicien Jean-Pierre Serre.



2. Soit n € N* et soit S,, l'ensemble des applications bijectives de [1,n] := {1,2,--- ,n} vers lui-méme.
Soit x,, le nombre des applications f € &,, pour laquelle il n’existe pas i € [1,n] tel que f(i) = 1.

(i) Pour i€ [1,n], soit S; l'ensemble des applications f € &,, vérifiant f(i) = i. Montrer que
x, = Card(6,,) — Card (U SZ-) )
i=1

(ii) Soit r € [1,n]. Pour les entiers 1 < iy < iz < --- <1, <n, Calculer Card(S;; N Si, n---NS;,).

(iii) Conclure.

Exercice 4. ( N et R ) Ici, on va comparer les cardinauzr de N et R.
1. Donner un exemple d’une application bijective f entre l'intervalle 0, 1] et R.
2. Soit g :]0,1[—>]0, 1] une fonction définie par
. 1
2¢ sidneN*tqgor=—,

g(z) = 2n
T sinon.

Montrer que g est une application bijective. En conclure que lintervalle ]0,1] et l’ensemble R ont la
méme cardinalité.
D’ici, on va montrer qu’il n’existe pas une application surjective de N* vers |0,1]. Pour cela, on exprime un
nombre réel z €]0, 1] :

e}
Z—kk zp € Zn0,9].
Comme 1 = 0,99999999 - - -, pour un nombre x admettant un N € N* tel que xnx # 0 et x; = 0 pour tout

[ > N, on adopte l’expression
N= Tk xN —1 & 9
2 0F T o8 T P
= 10 10

k=N+1

Soit F' : N* —10, 1] une application. Pour n € N*, notons le développement décimal de F(n) par

- ,
1 siay, est paire,
n . .

n €est impaaire.

0
b
Vérifier qu’il n’existe pas n € N* tel que F(n) = Z K

4. En déduire qu’il n’existe pas une application surjective entre N et R.




Exercice 5. (Fraction continue) Fizons un nombre réel x € R.
Posons qo = |z|, la partie entiére de x, i.e., le plus grand entier qui est inférieur ou égale & x. Par définition,

ona0<z—|x| <1. Sicedernier x — |x| nest pas nul, le nombre x1 := est un réel plus grand que

z — |z]
1 etona . )
v=lol+ @ le) =g+ —1— =0+
x — |z "

Posons qq := |x1]. Si x1 —q1 = 0, on s’arréte ici. Sinon, on répéte la méme chose. Comme 0 < z1 — q1 < 1,

le nombre xo := est un réel plus grand que 1 et on a

T —q1
+ ! + —1 + 71
rT=4qo+ ——=4qo — = 4o 1
1 q + (1 —q1) q + —
T2
1 : , :
... Posons g, = |zy| et xpi1 = ——— si x, nest pas entier. On a
Tn — Q4n
N 1
xTr =
do0 . 1
q1 1
g2 +
1
gn +
Tn+1
On notera cette fraction monstrueuse comme [qo, q1,92, " »qn, Tn+1]-

1. Ici, on montre que x est un nombre rationnel si et seulement si la procédure ci-dessus se termine en
nombre fini d’étape.

(0) Vérifier que s’il existe qo,q1,- -+ ,qn € Z tels que x = [qo,q1, - ,qn] €t que q1,q2,- -+ ,qn Soient
strictement positifs, alors, x est un nombre rationnel.

(i) Soient p € Z et q € N* tels que x = L que p et q sont premiers entre eux, et soient p1,q; € N*
q

tels que x1 = P et que p1 et q1 sont premiers entre eux. Montrer que 0 < q1 < q.
q1

(ii) En déduire que si x est un nombre rationnel, la procédure ci-dessus (pour définir les q;) se termine
en nombre fini d’étape.

1++/5

2. Pour x = v/2,V/3 et x = 5 (le nombre d’or), déterminer la suite {qn}nen. St cela vous plait,

déterminer la suite {qy}nen pour T = 1/199.

3. Sont-ils rationnels ?

Exercice 6. ( Projection stéréographique ) Soit S la sphére d'unité { (z,y,2) € R3|2? + y? + 22 = 1}.
Posons N = (0,0,1) € S. Pour un point P € S\{N}, soit lp la droite passant les deuz points N et P. Nous
allons étudier Uapplication

7SN} — 1= { (5,9,0) |2y e R} P — Q,

ot Q € II est le point vérifiant {Q} = I1 N lp, c’est-a-dire, l'intersection de la droite lp et le plan II. Une
telle application s’appelle une projection stéréographique.?

1. Soit | < TI une droite et soit II; le plan ( dans R3 ) incluant le point N et la droite .

2. On pourra définir une application similaire en prenant S := (0,0, —1) a la place du point N.



i) Vérifier que I’image réciproque m (1) est égale & lintersection de S\{N} et le plan II;.
i) En déduire que 7=1(1) est un cercle privé du point N.
2. Pour un point Q = (x,y,0), calculer son image réciproque P = 7= 1(Q).
( Indication: la droite passant les points N et Q est paramétrée comme suit : (0,0,1) + t(—z, —y,1). )

3. Soit C = 11 un cercle, i.c., C = {(z,y,0) | (x — a)? + (y — b)*> = R?} ot (a,b) € R? et Re R*.

i) Pour Q € C, vérifier que l'image réciproque P = (X,Y,Z) € S du point Q par 7 vérifie l’équation
sutvante :
—2aX —20Y + (R* —a®> —v*)Z = R* —a® - V* — 1.

it) En déduire que l'image réciproque du cercle C' par w est un cercle.

Ainsi, une droite ou un cercle dans le plan R?, donc dans C via la correspondance (a,b) < a + bi,
correspond & un cercle (privé & un point, au maximum) sur la sphére S. Que dit-on le résultat (de cours) sur
la transformation de Mobius, alors ?

Exercice 7. ( Petit théoréme de Fermat ) On donne deux preuves du petite théoréme de Fermat.

1. Soit p un nombre premier supérieur a 2.

1) Pour tout entier k entre 1 et p — 1, montrer que le coefficient binomial b est divisible par p.
k

(i) Montrer, par récurrence, que plaP — a pour tout entier naturel a.
(iii) En déduire que si a et p sont premier entre eur, aP~' — 1 est divisible par p.
2. Soient p un nombre premier et a € N un entier qui n’est pas divisible par p. Posons R, = {1,2,--- ,p—1}.
Soit f : R, — Ry, Uapplication définie par f(i) = j ot j est l’élément de R, vérifiant ai = j mod p.
(i) Montrer que l'application f est bijective. Indication : Montrer que f est injective.
(ii) Montrer que aP~'(p — 1)! est congru a (p — 1)! modulo p.
Indication : Montrer que a?~1(p —1)! = f(1)- f(2)--- f(p — 1) mod p et en déduire.
(iii) En déduire que a?~' =1 mod p.

Exercice 8. (Théoréme de Wilson )
Soit p un nombre premier. Le but de cet exercice est de montrer le théoréeme de Wilson :

(p—1)!=-1 mod p.
Pour p = 2, c’est immédiat, donc on suppose que p > 2 dans la suite. Posons
R,={neN|0<n<p}={1,2,...,p—1}.

1. Soiti: R, — R, qui associe k a | vérifiant kl =1 mod p.
i) Montrer que ’application i est bien-définie.
it) Montrer que Uapplication i est bijective.
2. Montrer qu’il existe deux éléments de Ry, disons x et x_, tels que i(x+) = x+. Préciser-les.
(Indication : i(z) = z implique 2> —1 = (x + 1)(z — 1) =---[p]. )
3. Posons S, = Ry\{x4,xz_}. On considére Uapplication I : S, — S, définie par I(x) = i(x).
i) Montrer que lapplication I est bien-définie.
ii) Montrer qu’il existe S, c S, tel que S, = S, 1 1(S,).
4. En déduire que

p-1'= ] 2= (zsz) | [ (@I(2)).

zeRp zeSp

5. Conclure.




Exercice 9. 1. Soit n un entier plus grand que 1. Montrer que ’entier n est un nombre premier si et
seulement si tout nombre premier, qui ne dépasse pas \/n, ne divise pas n.

2. (L. Euler) Vérifier que, pour tout entier 0 < n < 40, l'entier n? + n + 41 est un nombre premier et
que pour n = 40 et 41, ils ne le sont pas.

3. Existe-t-il un entier K tel que n® +n + K est un nombre premier pour tout n € N saufn = K —1,K ?
Justifier votre réponse.

Exercice 10. (Principe de RSA) Soient p,q € N* deuz nombres premiers distincts > 2. Posons
R={neN|0<n<pqetPGCD(n,pq) =13me R t.q. PGCD(mn,pq) = 1}.

1. Calculer le nombre M d’éléments de R.

2. Soit a € R. Pour i € R, montrer qu’il existe j € R tel que ai = j [pq].
Dans la suite, on considére 'application f : R — R définie par f(i) = j.

3. Montrer que f est injective. En déduire que f est bijective.

4. En déduire qu’il existe m € N* tel que m < M et que f™ = Idg.
(Indication : Pour i€ R, étudier la partie R; = { f*(i)|k =1,2,---} de R.)

5. Montrer que l’entier m de la question précédent est un diviseur de M.

6. En déduire que, pour tout a € R, on a a™ =1 [pq].

Exercice 11. 1. Soit n € N un nombre impaire. Montrer qu’il existe un polynome réel F,(y) € R[y] tel
que F,(sinz) = sinnz.

2. Posant n = 2m + 1. En analysant les zéros du polynome F,, vérifier que le polynome F,(y) est un
multiple de

3. En déduire la formule suivante :

m )
. . sin®
sinnx = nsmxH (1 — 2>
sin? (L)

J=1

Exercice 12. Soit n € N*. Posons Py, := {P € R[X]|P est unitaire de degré n}. Le but de cet exercice est
de montrer

1
min max |P(z)|=—.
PPy ze[—1,—1] on—1

1. On définit une suite de polynomes T, e R[X] : To =1, Th = X, Tyy2 = 2XT, 41 — T}, pour n € N.
(i) Montrer que le polynome T, est un polynome de degré n.
(i) Montrer que T, (cosf) = cos(nf) pour tout n € N*.

Le polynome T, est appelé polyéome de Tchebyscheff de degré n.

1

2. Montrer que Q,, := FTH € Pn.

1
on 1 et que

{xe [—1,1]’ 1Qn ()] = 277,11} _ {cos (2’“)’ k=01, - n}

1
Indication : Montre par l’absurde, i.e., supposons qu’il eviste P € Py, tel que max,e_1,11 | P(7)] < on1

Compter le nombre de zéros de P—Q,, dans[—1,1] en appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires.

3. Montrer que max,e[_1,1]|@Qn(z)| =

4. Conclure.



