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Résumé

On étudie la vitesse de convergence vers I’état d’équilibre pour des dyna-
miques markoviennes non héldériennes. On obtient une estimation de la vitesse
de mélange sur un sous-espace B dense dans I'espace des fonctions continues.
En outre, on montre que le spectre de 'opérateur de Perron-Frobenius, res-
treint & B, est un disque fermé dont chaque point est une valeur propre. Ceci
implique que la vitesse de convergence vers ’état d’équilibre ne peut pas étre
exponentielle.

Speed of mixing toward equilibrium state for
Markovian non holderian dynamics.

Abstract

We study the convergence speed to equilibrium state for Markovian non
hélderian dynamics. In particular, an estimation of the mixing speed is ob-
tained on a subspace B which is dense in the space of continuous functions.
Moreover, we show that the spectrum of the Perron-Frobenius operator as
acting on B is a whole closed disk of which each point is an eigenvalue. This
implies that the convergence speed cannot be exponential.

Introduction.

Y. Sinai [Si] et D. Ruelle [Rul] ont introduit le formalisme thermodynamique
voici une trentaine d’années. Ce point de vue a permis en particulier de comprendre
la notion de mesure d’équilibre associée & une fonction de poids (ou interaction).
Des résultats concernant ’existence et les propriétés des mesures d’équilibre ont été
établis pour différents types de systémes dynamiques ([Bo], [Pa, Po], [Rul] pour
le cas symbolique; [Bo], [Ru2] pour les difféomorphismes de type Axiome A ; [Co],
[H, K], [Le], [Sc], [Wa] pour les endomorphismes unidimensionnels et les applica-
tions dilatantes etc...). Dans cet article, on s’intéresse & la vitesse de convergence
vers ’état d’équilibre (ou vitesse de mélange). Pour ce type de questions, il n’est
pas restrictif de se placer dans le cadre de la dynamique symbolique: en utilisant les
partitions markoviennes, on peut représenter de nombreux systemes par des sous-
décalages de type fini.

Ainsi, considérons un systéme symbolique ayant un nombre fini d’états et une inter-
action ¢ vérifiant une condition plus large que celle de sommabilité du module de
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continuité envisagée dans [Sc] et [Gor] (voir section 1 pour une définition précise).
Des résultats classiques montrent que le cas des sous-décalages apériodiques de type
fini se réduit au cas du décalage plein, c’est pourquoi nous n’envisageons que cette
situation.

Lorsque le module de continuité de ¢ est géométrique (c’est & dire que ¢ est
héldérienne), la situation est bien connue ([Bo], [Pa, Po], [Rul]): 'opérateur de
Perron-Frobenius P (ou opérateur de transfert) en tant qu’opérateur sur I’espace
des fonctions héldériennes est quasi-compact. Ceci implique que la vitesse de conver-
gence vers ’état d’ équilibre, sur cet espace, est exponentielle. Cette propriété dite
du trou spectral ou de la vitesse exponentielle des corrélations peut aussi étre établie
en utilisant les métriques projectives introduites par G. Birkhoff [Bil]. Plus précisé-
ment, on peut montrer I’existence d’un cone convexe fermé et borné A de fonctions
héldériennes positives tel que PA soit inclus strictement dans A. L’opérateur P
contracte alors strictement la métrique projective associée a A ; cette propriété de
stricte contraction permet alors de conclure [Fe, Sc].

Dans le cadre non héldérien dans lequel nous nous placons, il n’existe pas, & priori,
de cone strictement P—invariant. Afin d’obtenir une estimation de la vitesse de
mélange sur un sous-espace B dense dans ’espace des fonctions continues (théo-
réme 1.1), nous suivons une nouvelle approche en introduisant une suite de cones.
Précisément, on construit une suite (A;);en de cones convexes de fonctions conti-
nues positives et une suite (n)en~ d’entiers tels que: P™A;_; C Ay, { > 1 et pour
lesquels, P™ est une contraction de A;_; dans A;, de coefficient de contraction uni-
forme v < 1. Le captage d’une corrélation non exponentielle provient alors du fait
que P71t171 est une contraction de Ay dans A;, dont le coefficient de contraction
est majoré par 4. Evidemment, dans le cas Holder, la suite n; est identiquement
égale a 1 et on retrouve une vitesse de convergence exponentielle. Cette méthode
nous permet d’estimer la vitesse dans d’autres cas; par exemple, si le module de
continuité de ¢ est en na%’ a > 0, la vitesse de mélange est polynomiale. Ce der-
nier cas représente une dynamique markovienne C'' par morceaux et dilatante de
'intervalle et dont le module de continuité de la dérivée est en (1 + |logt|)=1=,

a > 0 ([Col).

Nous obtenons aussi une condition suffisante, portant sur le coefficient de mélange,
pour que le théoréme de la limite centrale soit vérifié (théoreme 4.2). Cette condi-
tion est celle donnée dans [I, L] pour des processus stationnaires mélangeants.
Enfin, nous montrons que le spectre de l'opérateur P restreint a B est un disque
fermé dont chaque point est une valeur propre (théoréeme 1.2). Ceci implique en
particulier que la vitesse de mélange sur B ne peut pas étre exponentielle. Nous
obtenons ce résultat en adaptant la construction des fonctions propres de P donné
dans [C, T] pour le cas unidimensionnel.

1 Définitions et résultats.

On considére A, un alphabet fini, X = A" sur lequel la topologie est donnée
par la distance: d(z,y) = p”, sl ¢; = y; pour j = 0,---,n— 1 et &, # y, avec
0 < p< 1. Onnotera x % ysid(zx,y) < p".

Pour f € C(X) = C(X,R), on définit le module de continuité de f comme étant la
suite (vy(n))n>o0 avec:
vp(n) = sup | fz) = f(y) |-

T~y



On consideére sur X le décalage ¢ et une fonction de poids ¢ € C(X) pour laquelle
on définit pour x et y dans X :

n—1

Cy(z,y) = sup sup Z(/)ooj(ax) —¢oa(ay).

neliraedr i,

Ou ax désigne le concaténé de a et =, pour a € A" et € X. On suppose qu’il
existe une constante Cy telle que Cy(z,y) < Cy Va,y. Soit:

Cy(p) =sup Cy(z,y).

xrgy
On dira que ¢ vérifie ’hypothése (H) due & P. Walters [Wa] si:

La suite (Cy(p))pen est strictement positive et décroit vers 0.

Remarque 1.1 On a vy(p + 1) < Cy(p) < Zzo:p-u vg(n); en particulier, si le
module de continuité de ¢ est sommable, ¢ vérifie hypothése (H) et la suite Cy(p)
est majorée par une suite géométrique si et seulement si la suite vy(p) Uest aussi.

L’opérateur de transfert agissant sur C'(X), associé & ¢ est défini par:
Pf(x) = Z e‘z’(‘”)f(ax) pour f € C(X).
a€A

On considere d’autre part P* I'opérateur dual de P défini par:

/hd(Pm) = /Phdﬂ Vh € C(X)

pour g une mesure borélienne sur X.

Dans toute la suite, on suppose que ¢ vérifie 'hypothese (H). On peut alors voir Ciy
comme une métrique sur X en posant d'(z,y) = Cyp(n) si d(z,y) = p*, d'(z,2) = 0.
On considere By, I'espace des fonctions lipschitziennes par rapport & cette métrique;
plus précisément :

By,={feC(X)/IK >0/Vn>0, vi(n) < KCy(n)}.
Pour f € By, on définit alors:
Ko(f) = if{K / ¥n > 0, up(n) < KCy(n)}

IS {15, = max(|| f [leo, Ks(f))-

Il est clair que || ||, définit une norme sur By qui en fait un espace de Banach. De
plus, By est dense dans C'(X) par Stone-Welerstrass.

Pour une constante D > 1, on définit une suite d’entiers n; strictement positifs
par:
n1 =inf{n >0 /DCy4(n) < Cy},

2D?

nzzinf{n>0/D_1C¢(n)§C’¢}, ce
2D}
n; = mf{n >0 /D — 1C¢(n) < C¢}

Si on considére maintenant un entier n, il existe un unique entier {(n) tel que:

n 4wy Sn<ng A+t nym) 41



On a alors le résultat suivant:

Théoréme 1.1 L’opérateur P admet une plus grande valeur propre réelle, positive,
simple ¢, de fonction propre hg continue et strictement positive. De plus, il eriste
une probabilité borélienne v et des constantes 0 < v < 1, C' > 0 vérifiant :

1. Pour tout f € By, pour tout n € N:

P’ﬂ
|52 = bt <4l

oQ

2. P*v = cv.
3. La mesure yp = hov est une mesure de Gibbs invariante par le décalage.
4. Sous Uhypothése v(hg) = 1, le triplet (ho,c,v) est unique.

Remarque 1.2

o L’eristence du triplet (hg, c,v) est connue ([Wa] pour le cas général considéré
ici, [Bo], [Rul] pour le cas ou le module de continuité de ¢ est sommable).
Pour démontrer le théoréme 1.1, nous utilisons la propriété de contraction
des métriques projectives. Cetle méthode a été initiée dans [Fe, Sc] et plus
récemment utilisée dans [Lil]. Elle nous permet ainsi de donner une autre
construction de (hg,c,v).

o Dans le cas ot ), 1 Y psp Vo(k) < 00, A. Raugi ([Ra]) a montré :
D NP flleo < o0

pour f vérifiant Y, 51> o, (k) < oo et [ fdv = 0. Cependant, la vitesse
de convergence d zéro de ||P™ f||«o n'est pas connue.

D’autre part, on va déterminer le spectre de P sous I’hypothése suivante sur la suite
(Co(n)),en:
e (H1) Vg € N*, la suite

Co(n)
est bornée ([ﬂ désignant la partie entiere de %)

Remarque 1.3

o Cette hypothése (H1) peut paraitre artificielle; ¢’est elle qui assurera l'appar-
tenance des fonctions propres a By. Remarquons tout d’abord que les suites
géométriques ne la vérifient pas.

e D’autre part, en prenant ¢ = 2 et n = 2%, on tire de (H1) Uexistence d’une
constante d > 1 telle que Cy(2%) > d=*Cy(1). On en déduit immédiatement :

Colm)

Nous utiliserons cette propriété dans la cinquiéme partie de Uarticle.

VO < 1, la suite ( nen €st majorée.

Nous avons alors le théoreme suivant :

Théoréme 1.2 Si ¢ vérifie Uhypothése (H1), le spectre de P, en tant qu’opérateur
sur By est le disque fermé de centre 0 et de rayon c. De plus, chaque point de ce
disque est une valeur propre.

Pour démontrer ce théoreme, on reprend la construction des fonctions propres faite

dans [C, T].



2 Généralités sur les cones et métriques projec-
tives.

Etant donné un cone A convexe fermé et formé de fonctions positives, on consi-
dere ’espace projectif associé A identifié par :

A:{feA/ /fdm:l}

oll m est une mesure finie sur X, dont le support est X.
Si f et g sont dans A, il existe un plus grand réel A(f, ¢) (éventuellement nul) et un
plus petit réel B(f, g) (éventuellement, 3(f, g) = o) tels que:

MFg)F <g<p(fa)f et g=A(F.9)f €A n(f9)f —g€A.
On définit alors une pseudo-métrique sur A par:

u(f,9)
Afg)

L’intérét d’introduire cette métrique sur A réside dans les trois propositions sui-
vantes, dues & G. Birkhoff et que I’on énonce, ici, dans le cas particulier de cones
de fonctions continues.

HA(gaf) = IOg

Proposition 2.1 [Bil]

Soit f € CT(X), Uensemble 7y = {g eCT(X) / Oc+x)(9, f) < oo} est un espace
métrique complet pour la métrique Oc+(x) associée au cone CT(X) des fonctions
continues positives.

Considérons, d’autre part un opérateur P sur C'T(X) positif et deux cones A et A’
tels que PA C A’. On définit :

diamg,,(PA) = sup 0x/(Pf, Pg).
f.9€A

On a alors le résultat fondamental suivant.

Proposition 2.2 [Bil] [Bi2]
Soit un opérateur P sur Ct(X) positif et deur cones A et A’ tels que PA C A’ alors
pour tout f et g €A, on a:

Oa(Pf,Pg) < tanh [%diam%, (PA)] Oa(f,9).

Enfin, la proposition suivante relie la métrique projective 64 et la norme || ||oo-

Proposition 2.3 [Bil]
Pour f et g dans A avec [ fdm =1 et [ gdm =1,0n a:

15 = glleo < (209 —1)]|g] oo

3 Démonstration du théoréme 1.1.

3.1 Construction de ¢ et hg.

On va maintenant construire une suite de cones dans By.
Considérons le cone de fonctions positives suivant :

Ao = {5 € C*(X) / 9(e) < exp(Colp)aly) si Ly}



On vérifie facilement que les fonctions non identiquement nulles de Ay sont stricte-
ment positives et dans By. De plus, si f € Ay, alors:

P f(z) < P"f(y)exp(Cy(p) + Cy(n + p)) pour £ Y. (1)

Cecl nous amene a considérer le cone suivant :
AL p = {9 € CH(X) / gle) <exp(CL)g(y) si 2 £y}

avec 't (p) = D(Cy(p) + Cys(n+p)) et D > 1. D’aprés (1), on a: P"Ay C A}%l. On
souhaite estimer &4 D(P”f, P7g) pour f et ¢ dans Ag. Des estimations similaires

ont été obtenues dans [Fe, Sc].

Lemme 3.1 Soient D > 1 et n tel que DCy(n) < Cy, on a:

1
a1 < 1+2(D+1)C¢ =M.

D
diamg , Al < 2log ) +
n,D

Preuve: On commence par évaluer u(f,g) et A(f, g), pour f et g dans Arll,y Soit
p tel que pf —g € Ag.

pf=g> 0= p>[
— p vérifie; de plus, pour tout p et z Ly,

puf(x) = g(x) < 2P (uf(y) — a(y)).

Ce qui donne :

e CH@) =S L fe)
ul20) = supsup o L) a(x) —g(y) = SR a(x)

revy

De méme, on a:

1 s e PG P)g(2) — 9(y)
AS0)™ = supsub CoE o) Fla) = Fl)

T~y

1

De plus, comme [ et g sont dans A, ;, on a pour z Ly

DT F(y) < flx) < P TICHD f(y) et e DTN g(y) < g(x) < PTORPg(y).

Ce qui nous donne::

6x1 (f,9) <log sup sup [eXp(Crlz(p))_eXP(—D_lc,ll(p))]zf(x)?(z). )

rozzex [exp(Ch(p)) —exp(D=1CL(p))]12 f(2)g(x)

Pour obtenir le lemme 3.1, on majore alors ;E:; et ZEZ; par exp(D~1C1L(0)) et
en utilisant des inégalités classiques sur ’exponentielle, on obtient :

D+1
oy o 120) < 210 (557 ) 2010
"D D—1
et C1(0) < (D +1)Cy si n est tel que DCy(n) < Cyp. O

Ce résultat nous suggere d’utiliser une récurrence pour construire une suite de
cones.

Proposition 3.2 [l existe une suite (n;)iey+ d’entiers strictement positifs et une
suite (A;)ien de sous-cones de Ct(X) vérifiant :

- PMALL C N



- Vf, g € Moy ona: 0y, (PMf,PMg) < M.

Preuve: On commence avec Ag, n; = inf{n > 1 /DCy(n) < Cy}, Ay = A}LLD et
C1 (p) = Ci(p). On considére alors les cones :

A% p = {9 €CHX) / g(a) < exp(CE()g(w) sia Ly},

avec C2(p) = D(Cy(p) + Ci(m + p)). En remplagant, dans la démonstration du
lemme 3.1, C}(p) par CZ(p), on obtient :

Vi g€ Ay, 0y D(me, P™g) < M dés que DC1(m) < Cy.

On prend ny = inf{m > 0 /DCi(m) < Cy}, Ay = ATZL%D et C’TZLQ(p) = Ca(p). Par

induction, on définit alors:
Ci(p) = D(Cy(p) + Ci=1(ni + p)) avec n; > 0 tel que DCy_1(ny) < Cy
et on considére les cones:
A ={g € CT(X) / g(@) < exp(Culp)g(y) si w Ly}
Les suites (n)ien* et (A;)ien conviennent. O

En posant § = tanh % et en utilisant la proposition 2.2, on obtient, pour f et
g dans Ag:

HAI (Pnl+~~~+n1 f, Pm+...+n1g) S 6[—191\1 (Pnlf, Pnlg) S M(Sl_l.
Si on considére maintenant un entier n, il existe un unique entier {(n) tel que:
o nymy Sn<ng )4

D’autre part, comme les cones A; sont des sous-cones de C'T(X), la proposition 2.2
donne Oc+(x)(f, 9) < 0a,(f,9) Vf,g9 € Ar. D’ott finalement pour f,g € Ag:

Oc+(x)(P"f, P"g) < Mo M1, (3)
On a alors le lemme suivant.

Lemme 3.3 La suite (P"1)nen est de Cauchy pour la métrique Oc+(x)- De plus,
YneN, PP1 e {f e CH(X) [0c+x)(f,1) < o0}

Preuve: Soient m > n, on écrit n = ny + -+ nyp) +ret m=ny+ -+ nyp) +
-+ nym) + 5. En utilisant (3) et le fait que PF1 € Ag Vk € N, on a alors:

b xy (PP PT) = Gy xy (P M=y (it
Pn1+...+m(n)_1 (Pn’+"'+”z(m)+sl))
< ML

Ainsi, la suite (P"1)pen est de Cauchy.
D’autre part, il est facile de voir que:

_sup f
T oinf f

Oc+x)(f, 1)

Or, pour n € Net z,y € X, on a e~ P"1(y) < P"1(z) < e“+P"1(y). Ce qui
donne le résultat. O



On note alors hg la limite au sens -+ de la suite (P"1)pen; ho vérifie
Oc+(x)(ho,1) < oo ce qui implique inf Ay > 0.

De plus, Phy = hg projectivement, c’est a dire qu’il existe ¢ > 0 tel que Phy = chyp.
Dans toute la suite, on considére que Ag est I’ensemble des fonctions f de Ag telles
que m(f) = 1 (o m est une probabilité sur X, dont le support est X). Par la

proposition 2.3 hg est aussi la limite au sens || || de la suite S :
[ Pridm el

On déduit de ceci que hg est dans A; pour tout ! (les cones A; sont fermés pour la
norme || ||oo)-

3.2 construction de la mesure v.

Les résultats de la section précédente nous permettent de construire la mesure
v. On note m(l) = ny +- - -+ ny. Fixons f € Ay, alors P f € A;. Par conséquent,
il existe un plus grand réel A\; et un plus petit réel yy; vérifiant :

m(l)

P
Athg < / < pho (4)

cm(l)

rp= PO f — NemDpy e A
{ s; = puc™Dhg — PO F e Ay (5)
Remarquons que Ajp1 > A et gy < gy il suffit d’appliquer Uopérateur positif
P™+1 aux inéquations (4). D’autre part, par le lemme 3.1, on a:
On, (ho, PMHr) = 05, (P™*hy, Pt
< M.

Ainsi, par définition de la métrique projective, il existe a1 et Gi41 vérifiant :

aprho < P+ pp < ogyreMhg (6)
Bip1ho < P+t s < BryqeMhg.

Suivant (5), ceci nous donne:

(g1 + Biy)ho < (= X)emH D hg
< eM(ay1 + Big1)ho.
et
prlt g = pregy 4 Ay
> (ong1 + Ne™ )b,
pritlr — ulcm(H’l)ho — Phitig
< (ue™FY — By )he.
De plus,
D F (g 4+ N h,

= Pty — ozl_|_1h0 € Al_|_1.



De méme, (p; + cm(H'l)ﬁlH)ho — pmU+Dy ¢ Ai41. Ceci implique

o
{ /\l+1 Z /\l + cm(ll-:—ll)

8
Pl < = i

Ainsi

(et = dn) < (= M) — SEEZE < (= N)(1— e )

<
(g1 — A1) < (= A) (1 — e M)

Finalement, y; et A\, convergent vers la méme limite que ’on note v(f).

En utilisant (4), il est aisé de vérifier que I'on a:

pm)
‘ e hov<f>H < (1 = A)(1 = M) g oo
Remarquons maintenant que
1.
1 = supsup p(C1(p)) P /() = P /(1)
gz, XP(C1(P)) Prrho(e) — Prho(y)

S : D+1 ,2C4(D-1) [[f]lee ;
Ainsi, on peut majorer pp par o€ s )JiJﬁllm en procédant comme dans

la démonstration du lemme 3.1. Comme Ay est positif, ceci nous donne:

pmir D+1 sup hg
7y, < 2T 20(D-nBUP R0 i1y
‘mm quw—p_f i’ 1
avecy =1 — M.
2. Soit r € N, on a
Pl Pr1 sup hg

o Prhy "= infhy

Considérons maintenant n € N, on écrit n =ny +---+n; +7r et on a:

H o — hol/(f)Hoo S ‘ W — hOV(f) . o . (7)
< Oty ™7 flloa (8)

la constante ne dépendant pas de f. On souhaite, pour finir, obtenir une majoration

de | EL - hoV(f)H pour f dans By ; en écrivant f = fT — f~, on se ramene au
(o]

cas ot f>0.So0it B=||flls >0si f£0,nENet X yona:

fl@)+8
T +8 exp [log(f(z) 4+ 8) — log(f(y) + B)]
< exp [W]
< exp [W]
< Ca(n)



ce qui montre que h+ 3 € Ay. De plus, la fonction constante égale & 3 est clairement
dans Ag. Ceci nous permet, d’une part, d’étendre v & By (donc & C'(X) par densité)
et, d’autre part, d’écrire en utilisant (8):

P P f+ P
|ZL bt < [FLEL bt 1]+ |2 honts)]
< Ctey ™I + Blloo + )
< Cte /'™ flls,.
Par densité de By dans C'(X), ‘ Pc# — hoy(f)H converge vers 0 pour tout f dans

C(X) (évidemment, on perd le controle de la vitesse de convergence pour f dans
C(X)), P*v = cv résulte directement de ce fait. Pour finir, en remplacant v par
et hg par hor(1), on obtient le théoreme 1.1. O

14
v(1)
Remarque 3.1

e Dans le cas ot Cy(n) = 0", on voit facilement que la suite ny = 1 VI convient
a condition de prendre 1 < D < %. On retrouve bien alors une convergence

exponentielle.
. 2D} o
e Dans le cas général, remarquons que Ci_1(n;) < D IC¢(n1) ; ainsi, pour
que la démonstration du théoréme 1.1 fonctionne, il suffit que la suite (n;)ien
2D}
vérifie Cy(ng) < Cy.
fie 5—=Co(n) <0y

En particulier, si Cy(n) est de la forme n%, on obtient une convergence en

1
plognllog(D @)™t

4 Théoreme de la limite centrale.

Nous allons maintenant donner une condition suffisante sur la suite ('yl(”))n pour
que le théoreme de la limite centrale soit vérifié. Cette condition est la méme que
celle donnée dans [I, L] pour des processus stationnaires mélageants. Nous donnons
ici, les grandes lignes de la démonstration dans notre cadre particulier.

Cette question de la généralisation du théoréme de la limite centrale a des proces-
sus non 1.1.d. a été abordée par de nombreux auteurs dans le cadre des processus
stationnaires et des systémes dynamiques: [Go], [D], [Ch], [Li2].

On introduit tout d’abord quelques notations. Pour g € B, fixée, on note X; =
goal, S, = Z;L:_OI X; et, pour f € L' (p), < f >= [ fdpu; p étant la mesure

invariante par ¢ donnée par le théoréeme 1.1.

Par des arguments classiques, le lemme suivant découle du théoreme 1.1.

Lemme 4.1 (Décroissance des corrélations.) Il eriste une constante C telle
que pour g1 € By et go» € L' (p), pour tout n € N* on a:

|[<g19200" > = < g1 >< g2 >| < Cllanlls llgally 4.

Enoncons maintenant le théoreme de la limite centrale.

10



Théoréme 4.2 (Théoréme de la limite centrale.) Si > 4/ ?) < oo alors pour
toute fonction g dans By telle que < g >= 0, on peut définir:

n—1 2
1 .
2 g1 i
TS J;H;on/(z_og”) o
E/ggoo‘jdﬂ.
J

St, de plus, T £ 0 alors:

Sn lOl
T\/ﬁ—w\/.

Ou N désigne la loi normale centrée et réduite.

Preuve: L’existence et 1’égalité des deux limites utilisées pour définir 7 résultent
directement de la sommabilité de la suite /(") et de la décroissance des corrélations.
Fixons n € N*, soient m = [\/nlogn], ¢ = [n/m] et k = [n/(m + ¢)]. On considere
alors :

jm+g)+m—1

G = Z Xy
p=j(m+q)
(G+1)(m+q)-1

= Yoo X, 0<i<k—1
p=j(m+q)+m

N, = Z Xj.

p=k(m+q)
Ona S, = Zj;ol G+ Z?:o 7 = Sn,1+ Sp 2.

La démonstration ce fait en deux étapes:

roba
1. On montre que Suz PIORR )
/"N

2. On montre que Sn g N.
/"N

2
Démonstration du point 1. Il suffit de montrer que < (57‘72) > tend vers 0.
On a:

k—1 k—1
<(Sp2)>=k<ng>42> (k—j)<nom >+2Y_ <mime>+<np>.
i=1 =0

Or, il résulte du lemme 4.1 que:

| <non >|<Cte @A) <k —1
| < me > | < Cte g(m + q)y'(mF=3D) (9)
<15 >=0(q) et <1 >= O(m+q).

Par les choix de ¢ et m, O(q) = o(n) et O(m + ¢q) = o(n). En utilisant (9), on

obtlent :
k-1 k—1

< Z(k’ — J)nom; >< Cte qzk’zyl(m‘i).

j=1 j=1

11



De plus, la sommabilité des /(") implique que 25;11 AHmi) < % Z;ozl A1) Dowr:

k—1 2k
< Z;(k’ — J)non; >< Cte % = o(n)
]:

par les choix de m, ¢ et k.
De la méme maniére, on montre :

k—1
< Z nink >= o(n).
=0

Ceci permet de montrer le point 1.

Démonstration du point 2. Pour démontrer le point 2, on utilise la méthode
des fonctions caractéristiques de P. Levy. On note ¥, la transformée de Fourrier de
So_ et on montre:

/N

| < " > —(,)F| — 0. (10)

Pour cela, on applique successivement le lemme 4.1 a

exp %(CO +.. .Q_z)] et exp [%Q_l] I<k-1

on obtient :
Z'tsn_)l k l(q)
| < e mvm > —(0,)7| < Cte ky"'9.

Comme la série des 4'(") est convergente et décroissante, on en déduit (10). Pour
terminer on utilise I’estimation standard suivante :

< ; 1o >=1 r <CE>+
exp | i =1-— r
P T/n T2pn 0
avec |r| < Cte n=? < ((o)* >. En procédant comme dans la démonstration du point

1., on montre que < ({p)* >= O(m?). 1l est alors aisé de voir que

2

k
i
) >—>e 2.

(¥,)* =< exp (Zrtf;)ﬁ

Le théoreme de la limite centrale découle alors de (10). D

5 Spectre de P en tant qu’ opérateur sur B;.

Dans le cas olt v,(¢) < K6 pour un 0 < # < 1 (ou, ce qui revient au méme,
dans le cas ol ¢ est héldérienne d’ordre ¢ par rapport a la métrique d), on sait (voir
[Pa, Po]) que P, en tant qu’opérateur sur ’espace By des fonctions héldériennes
d’ordre 6 par rapport a la métrique d, est quasi-compact. Son spectre essentiel est
le disque fermé D(0, ¢f) dont chaque point est une valeur propre.

On suppose maintenant que ¢ vérifie ’hypothése (H1) et on va montrer le théoréme
1.2: chaque point du disque D(0, ¢) est une valeur propre de P en tant qu’opérateur
sur By. Pour cela, on reprend les fonctions propres construites dans [C, I] et on
montre qu’elles appartiennent & By.
Remarquons tout d’abord que ¢ vérifie :
c= lim [|[P"1]|}/" = lim (inf P"1)"/".
n—od

n—od
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En effet, on déduit du théoréme 1.1 que c est le rayon spectral de P en tant qu’opé-
rateur sur C*(X), ce qui donne la premiére inégalité ; la seconde résulte du fait que
pour z et y € X, e~ ¢ P 1(y) < P"1(x) < €% P"1(y).

D’autre part, la fonction propre hy associée a ¢ est la limite en norme uniforme de
Pcil, le cone Ag étant fermé pour cette norme, hy appartient & Ag, donc & By. En
particulier, ¢ est aussi le rayon spectral de P comme opérateur sur By.

Dans toute la suite, on considére P en tant qu’opérateur sur By.

5.1 Noyau de P9, q € N*.
Lemme 5.1 Pour tout ¢ € N*, le noyau de P? est de dimension infinie.

Preuve: Fixons ¢ € N* et numérotons les éléments ¢ de A?, soit €1,...,e5e (si

#A=F).Onnote: E; ={z € X [(x1,...,29) =¢€;}.

e Soit f € By et fi = flg,. Alors fi appartient a By et est & support dans ;.
En effet, considérons n € N et x ~ y, alors:
e Sin>q,z€Ey & y€ E et donc vy (n) < vp(n).
e Sin < ¢, on majore |fi(z) — fi(y)| par 2||f|le, on a alors vy, (n) <
2/ fllee

#(n)
Cola)”
Ainsi, f1 € By et K(f1) < %
e Pour 2 < j < k9, on définit :
file) = filaqrolz)siz € E;

0 sinon.

Alors, f; est & support dans I; et appartient & By.

e Solt maintenant :

YL exp(2Ey g
S exp(XiTphoad)

On vérifie facilement que P?r, = 0. D’autre part, f étant générique dans By, on

aura que KerP? est de dimension infinie dés lors que ry € By. C'est ce que nous

vérifions maintenant.

Remarquons tout d’abord que si f, g € By, alors fg € By et K(fg) < ||fllecK(9) +
- . 1 -1 1 g

[|9]lcc K (f); et si f € By, f> 0 alors T € By et A(T) < Wlx(f). '

On a déja vu que f; € By, il suffit donc de vérifier que exp(zg;l ¢ool) € By.

Soient n € N et  ~ y, alors:

-1

exp(z ¢o O'j(l‘)) — exp(z ¢o Uj(y)) < (e”‘z’”"")q exp() (¢o O'j(l‘) —¢o Uj(y)) -1

7=0

=}

On a:
g—1

) ($odl(@)=doo’(y) < Csn—q)sin>g

Y
IN

2q]| flleo sl n < g.

Pour n > g+ 1, onan—gq > {qi—l} Ainsi, en utilisant I’hypothése (Hy), on
obtient : Cy(n — q) < Cte.Cy(n), ol la constante ne dépend que de ¢. On en déduit

que exp(zg;é ¢ o 0?) € By. Ce qui achéve la preuve du lemme. O
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5.2 Construction de valeurs propres pour P?.

inf P91

TPl est une valeur propre de multi-

Lemme 5.2 Tout point du disque |z| <
plicité infinie de P9.

Preuve: Considérons tout d’abord |z| < inf P91 et r, comme dans la démonstra-
tion du lemme 5.1. Soit :
lq
Iq J Tq00
Yra=Ta®0 +ZZ; I'_, Pilogit’

La fonction ¢, , appartient a C(X) et vérifie Ply, , = zg, 4. En faisant varier les
fonctions rg, on construit une famille infinie linéairement indépendante de fonctions
propres associées a z. Reste & voir que ces fonctions appartiennent & By.

Evaluation de vy, . (p)
Fixons pe N, z £ y et posons:
Tq O ol

frq = '_, Pilogid’

Dans toute la suite, C' désigne une constante ne dépendant que de ¢. Comme P91
et r4 sont dans By, on obtient :

P11 -1 i !
alo)= a0 = o 1P UKol oty = 1) + Il o P71 n3

en convenant que Cy(k) = Cy(0) si k& < 0. Prenons alors p de la forme m(q +1),
z||[ P91

soit a = (

nfpa1)zs O & alors :

vg, . (p <C’Za0¢ (¢+1)—1g) —I-C'Z ZC’¢ (¢+1)—jqg)

et on a les majorations suivantes :

Za Co(m(g+1)—1g) = Za Co(m(g+1)—lg) + Z alC¢(m(q—|—1)—lq)
l=m+1
< Za +Cy Z o
l=m+1
< C(C¢(m) +a™ )
%] l m l %]

Za’Z% (¢+1)—jg) = Zalz(% (a+1)—jo)+ > ’ZC¢
l=m+1 j=1
< Zla + Cy Z la!

l=m+1
< C(C¢(m) + ozm'H).

Soit finalement, vy, (p) < C(Cy(m) + a™Tt).
D’aprés la remarque 1.3, Uhypothése (H1) nous donne a1 < C'Cy(m) et Cy(m) <
CCy((g+1)m) = CCy(p), soit finalement : vy, (p) < C(Cy(p)). On effectue alors le

(inf P91)?

méme calcul pour p de la forme m(g+1)+r, 0 <r < ¢+1. Ainsi, si |z| < W

929 € Byp. O
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5.3 Spectre de P.

On a vu que ¢ = limy, o ||P”1||(1X4n = limy, oo (inf P”l)l/”. Alnsi,

. ((ianq1)2)1/q
Cc = hHl —_— .
g=eo \ [|P71|oo

Soit |z| < ¢, pour ¢ assez grand, z? < %;. Par ce qui précede, z9 est alors
valeur propre de P%. Ceci implique qu’il existe p, racine ¢¢ de z? qui est valeur
propre de P. En fait, on a un résultat plus précis.

Soit A de module |u?| = |2¢|, quitte & changer la fonction f; qui sert dans la construc-
tion de g, 4, on peut toujours supposer que g g, .., P97 1g, , sont indépendantes.
Soit Ey 4 le sous espace de By qu’elles engendrent ; Fy 4, est invariant par P et
I’équation caractéristique associée est A = z?. Ceci implique que toutes les racines

q¢8 de A sont valeurs propres de P et termine la démonstration du théoréme 1.2.

Remarque 5.1

Soit A une valeur propre de P restreint @ By. On suppose que le module de A
est strictement inférieur a ¢ et on note f une fonction propre associée. Comme
P*v = cv, on a [ fdv = 0. Si la vitesse de convergence vers l’état d’équilibre
était exponentielle (par exemple majorée par 0™, 6 < 1), la suite (%)nﬁ_” serait
bornée. En particulier, on aurait A\ < fc. Awnsi, le théoréme 1.2 implique que, sous
Uhypothése (H1), la vitesse de convergence ne peut pas étre exponentielle.

Références

[Bil] G.BIRKOFF. Eztensions of Jentzch’s theorem. T.A.M.S. (1957), 85, 219-227.
[Bi2] G. BIRKOFF. Lattice theory (3rd edition). Amer. Math. Soc. (1967).

[Bo] R. BOWEN. FEquilibrium states and the ergodic theory of Anosov diffeomor-
phisms. Lect. Notes in Math. (1975), 470 Springer Verlag.

[Ch] N. CHERNOV. Limit theorems and Markov approximations for chaotic dyna-
mical systems. Probability Theory and Related Fields. (1995), 101, 321-362.

[Co] P. COLLET. Some ergodic properties of maps of the interval . Dynamical and
disordered systems. R. Bamon, J.M. Gambaudo and S. Martinez ed. - Herman.

[C, 1] P. COLLET, S. ISOLA. On the essential spectrum of the transfert operator
for expansive Markov maps. Comm. Math. Phy. (1991), 139, 551-557.

[D] M. DENKER. The central limit theorem for dynamical systems. Dynamical
Systems and Ergodic Theory, Banach Center Publications. (1989), 23, PWN -
Polish Scientific Pulishers, Warsaw.

[Fe, Sc] P. FERRERO, B. SCHMITT Ruelle Perron Frobenius theorems and projec-
tive metrics. Colloque Math. Soc. J. Bolyai Random Fields. Estergom (Hungry)
(1979).

[Go] M.I. GORDIN. The central limit theorem for stalionary processes. Soviet.
Math. Dokl. (1969), 10, (5), 1174-1176.

[Gor] P. GORA Properties of invariant measures for piecewise expanding one-
dimensional transformations with summable oscillations of derivative. Erg. Th.

and Dyn. Syst. (1994), 14, 475-492.

15



[H, K] F. HOFBAUER, G. KELLER. Ergodic properties of invariant measures for
piecewise monotonic transformations. Math. Zeitschrift. (1982), 180, 119-140.

[I, L] I. M. IBRAGIMOV, Y. LINNIK Independant and stationary sequences of
random variables Walters-Noardhoff Pub. Groningen (1971)

[Le] F. LEDRAPPIER. Some properties of absolutely invariant measures on an
interval. Erg. Th. and Dyn. Syst. (1981) 1.

[Lil] C. LIVERANI. Decay of corelations. Ann. of Math. (1995), 142 (2), 239-301

[Li2] C. LIVERANI. Central limit theorem for deterministic systems. Proceedings
of the International Congress on Dynamical Systems, Montevideo 95, Research
Notes in Mathematics series, Pittman, (1997).

[Pa, Po] W. PARRY & M. POLLICOTT. Zeta functions and the periodic orbit
structure of hyperbolic dynamics. Asterisque (1990), 187 -188

[Ra] A. RAUGI. Théorie spectrale d’un opérateur de transfert sur un espace mé-
trique compact. Ann. Inst. Henri Poincaré, Prob. Stat. (1992), 28 (2), 281-309.

[Rul] D. RUELLE Thermodynamic formalism. Addison Wesley New-York (1978)

[Ru2] D. RUELLE Statiscal mechanic of a one dimensionnal lattice gas. Com.
Math. Phys. (1978), 9, 267-278.

[Sc] B. SCHMITT. Ezistence of acip for expanding maps of the interval. Dynamical
Systems and Ergodic Theory Banach Center Publications. Warszaw (1989).

[Si] G. SINAI Gibbs measures in ergodic theory. Rus. Math. Surveys (1972) 166,
21-69.

[Wa] P. WALTERS Invariant measures and equilibrium states for somme mappings
which expand distances. Trans. Amer. Math. Soc. (1978), 236, 121-153.

16



