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Exercice# 1. (4 p.)Nous travaillons dans ℓ2 = ℓ2(N). Soit

C := {(an)n≥0 ∈ ℓ2 ; 0 ≤ an ≤ 1/
√
n+ 1, ∀n ≥ 0}.

a) Montrer queC est convexe, fermé, non-vide.

b) Si x = (an)n≥0 ∈ ℓ2, montrer que pC(x) = (bn)n≥0, avec

bn =


an, si 0 ≤ an ≤ 1/

√
n+ 1

1/
√
n+ 1, si an > 1/

√
n+ 1

0, si an < 0

.

Exercice# 2. (4 p.)

a) Rappeler le critère de Dini pour les séries de Fourier.

b) Soit α > 1 un paramètre. Soit f : R → R la fonction 2π-périodique définie par

f(x) :=


1

1 + | ln |x||α
, si x ∈ [−π, π] \ {0}

0, si x = 0
.

Montrer que f satisfait le critère de Dini en x = 0.

Exercice# 3. (6 p.)Nous travaillons dans I =]0,∞[ avec la tribu borélienne et lamesure

de Lebesgue. Soient : (i) 1 < p < ∞ et q le conjugué de p ; (ii) α :=
p− 1

p2
; (iii) β :=

(p− 1)2

p
; (iv) f ∈ C∞

c (]0,∞[; [0,∞[) ; (v) F (x) :=

∫ x

0

f(t) dt, ∀x > 0.
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a) En utilisant l’inégalité de Hölder à l’intégrale qui définit F (x), montrer que

[F (x)]p ≤
(

p

p− 1

)p−1

xβ
∫ x

0

tαp[f(t)]p dt, ∀x > 0. (1)

b) En intégrant (1) par rapport à x et en utilisant le théorème de Tonelli, en déduire

l’inégalité de Hardy∫ ∞

0

[F (x)]p

xp
dx ≤ C

∫ ∞

0

[f(x)]p dx,

avec 0 < C < ∞ une constante dont on donnera l’expression en fonction de p.

Exercice # 4. (6 p.) Nous travaillons dans R avec la tribu borélienne et la mesure de

Lebesgue. Soit 1 ≤ p < ∞. Soient g, h : R → R, g(x) :=

1− |x|, si |x| ≤ 1

0, si |x| > 1
,

h(x) :=


1, si − 1 < x < 0

−1, si 0 < x < 1

0, sinon

. (Donc h(x) = g′(x), ∀x ∈ R \ {−1, 0, 1}.) Si f ∈

L p
, posons F := f ∗ g. Le but de cet exercice est de montrer que : (i) F ∈ C1

; (ii)

F ′ = f ∗ h.

a) Montrer (i) et (ii) si f ∈ C∞
c (R).

b) Conclure.

Pour le point b), on pourra utiliser sans preuve le « théorème de Weierstrass » sui-

vant. Si : (j) (Fj) ⊂ C1(R) ; (jj) F,G ∈ C(R) ; (jjj) Fj → F simplement; (jjjj) F ′
j → G

uniformément, alors : (ℓ) F ∈ C1
; (ℓℓ) F ′ = G.
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