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Compléments aux chapitres Espaces L? et Convolution

Changements affines de variables dans R"™ (Voir le chapitre 9 du cours.) Soit f : R” — R une fonction
borélienne, ou plus généralement Lebesgue mesurable. Si A € GL,(R) et a € R", alors

flz)dx = |det Al | f(a+ Ay)dy
Rr Rr

au sens du théoreme de changement de variables.

En particulier, le changement de variables y = x — z donne

Sy = | S

et,si f, g : R" — R sont Lebesgue mesurables,

fgle —y)dy = | [fle—2)g9(z)dz= | [flz—-y)gly)dy,
R® R® R®
égalités au sens du théoréme de changement de variables.

Intégrale des fonctions radiales (Voir I'exercice 18 de la feuille 6 de TD.) Nous notons | |la norme eucli-
dienne usuelle sur R™. Il existe une constante C,, €0, o[, dépendant uniquement de n, avec la propriété
suivante. Si g : [0, 0[— R est Lebesgue mesurable et si f(z) = g(|z|), Vx € R", alors

f(z)dx = C, f T"_lg(r) dr
R~ [0,00[

au sens du théoreme de changement de variables.

Considérons la situation la plus générale ou I'intégration se fait uniquement sur 'ensemble
B = {xeR"; |z|e A},

o A < Rest borélien. Alors B est borélien (justifier) et nous avons

A

J, 7z = | atehatebas =Cu | gmat)dr = | lgte)an

au sens du théoreme de changement de variables.

Quelques cas particuliers.



1. Si B = B(0, R), alors A = [0, R[. Nous obtenons

f g(|x|) dx = C’nf r"_lg(r) dr.
B(0,R)

[0,R[

2. SiB ={zeR"; Ry <|z| < Ry}, alors A =| Ry, Ry|. Nous obtenons

J g(|x|) dx = Cnf r”flg(r) dr.
{zeR™; R <|z|<R2} JR1,Ra[

3. SiB = {x e R"; |z| > R}, alors A = [R, [. Nous obtenons

f g(|z]) dx = C"J r”’lg(r) dr.
{zeR" ; |z[>R} [R,00[

Les égalités ci-dessus sont au sens du théoréme de changement de variables.

Surle relation entreles exposants p, ¢, r dans'inégalité de Young (Voir le théoreme 11.2 du cours.) Nous
allons expliquer pourquoi la relation

S S =1+4- (1)

est nécessaire pour la validité de I'inégalité de Young, ou méme d’'une inégalité du style de I'inégalité de
Young. Plus précisément, nous allons montrer que si l'inégalité

Lf = gll, < CllFlLlglly, V f e 27, Vge 29, 2)

est vraie pour une constante finie C, alors nous avons nécessairement (1).

Commencons par un argument physique, qui ne constitue pas un preuve mais guide la preuve mathé-
matique. (2) Si f : R™ — R est une fonction scalaire, alors son intégrale sur R™ se mesure en m”. (b)
Comme | f[ est encore un scalaire, il s'ensuit que I'intégrale de | " se mesure encore enm", et donc | |,
se mesure en m™/?. (Cette conclusion reste vraie sip = 0.) (c) De méme, Hg||q se mesure en m™?, (d) De
méme, f * g(z) se mesure enm”, | f = g(x)[ en m™ et || f = g, en m" ™" (e) Si (2) est vraie, alors les
unités de mesure des deux c6tés doivent étre les mémes. (Selon le principe général quune identité doit
étre cohérente en termes d’unités de mesure.) De ce qui précede, le membre de gauche de (2) se mesure
en m™*™" et celui de droite en m™Pm™ = m™/P+7/4_ ]l s'ensuit que

n

n+—=—+
r

Y

S
|3

ce qui donne (1).

La démarche mathématique qui transforme ce qui précede en preuve est celle du changement d’échelle
(dans I'espace). Elle fonctionne comme suit. Soient A > 0, fi(x) = f(A\x), gr(z) = g(A\x),Vz € R™.



(x — Az estle changement d’échelle dans I'espace.) En utilisant plusieurs fois des changements affines ou
linéaires de variables, nous obtenons respectivement :

Hora(x) = fQAz—=Xy)gAy)dy=X"| [f(Ax—2)g(z)dz =X""f*g(\x),

Rn R"

1/r 1/r
||fA*gArT=A—“(j \f*g(Aw)F”dx) =A—”—“/T(j |f*g(y)|’"dy) AT f gl
n Rn
et, de méme,

13l = A21 £, lgall, = A7l

sil < p,q,r < oo. (Les identités obtenues restent vraies si les exposants valent o0.)

Eninsérant ces identités dans (2) appliquée a f) et g, (C’estlalargument de changement d’échelle), nous
obtenons

NS gl < O gl Y F € 27, ¥ g e 27, YA 0. ®

Prenons maintenant f et g telles que les trois normes dans (3) soient finies et strictement positives.
On admet que cela est vrai, par exemple, si f et g sont les fonctions caractéristiques d’'une boule (le calcul
est aisé). Alors (3) devient

NN 5 1 ]
7=l

et donc \ — A\ "T/PHn/d est bornée. Or, la seule fonction puissance bornée est A — A°. Il s’ensuit
que —n —n/r +n/p + n/q = 0, ce qui donne (1).

, VA >0,

Un exercice pour tester 'argument de changement d’échelle dans un autre contexte.

Exercice. Si o, 5, C € R sont tels que

11, < CIAIS IS, ¥ f € CE(R), @

1

montrer que o = 3 = 5

1
(Indication : tester (4) pourt fy, avec t, A > 0.) Par ailleurs, on peut montrer que la conditiona = = 3

est suffisante, et que nous avons l'inégalité de Landau-Hadamard

11, < V2IFIL21F 12, Y e CP(R).



