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Épreuvedemodélisation,optioncalcul scientifique: méthodesnumériqueset
symboliques

(585) SOMMATION DE SÉRIESALTERNÉES

Résumé: On proposeun procédélinéaireuniverseld’accélérationdeconvergencedeséries
alternées,simpleàmettreenœuvre,qui conduità uneconvergencedetypegéométriquepour
unelargeclassedesérieslentementconvergentes.

Thèmeapplicatif , mots clefs: sériesalternées,resommation,polynômesorthogonaux.

� Il estrappeléquele jury n’exige pasunecompréhensionexhaustivedu texte. Vousêtes
laissé(e)libre d’organiservotre discussioncommevousl’entendez.Dessuggestionsde
développement,largementindépendanteslesunesdesautres,voussontproposéesenfin
detexte. Vousn’êtespastenu(e)delessuivre. Il vousestconseillédemettreenlumière
vosconnaissancesà partir dufil conducteurconstituépar le texte. Le jury demandeque
la discussionsoitaccompagnéed’exemplestraitéssur ordinateur.

1. Intr oduction

Soit
�
an � n � 0 unesuitedenombresréelspositifs,décroissantvers0, etS la sommedela série

alternéedetermegénéral
���

1� nan. On désireévaluer, aussirapidementquepossible,un grand
nombredechiffressignificatifsdeS. LasommationpartiellenaïvedesN premierstermesfournit
unresteenaN, toutàfait raisonnablesi

�
an � décroîtrapidement,parexemplegéométriquement.

En effet, si γ � 1, un resteen γ � N donneuneprécisionrelative deC chiffresdécimauxsigni-
ficatifs auprix de la sommationd’environ C � log10

�
γ � termes.Au contraire,si la décroissance

estlente,parexemplepouran 	 1� � n 
 1� , il fautsommerun trèsgrandnombredetermes; on
rencontredesurcroîtdesproblèmesdestabiliténumériquedansla sommepartielle(soustrac-
tion determesdu mêmeordredegrandeur).Nousallonsétudierun procédélinéaireuniversel
qui,auprix d’hypothèsesraisonnablessurla suite

�
an � , permetd’obtenirsystématiquementune

convergencedetypegéométrique.

2. Hypothèsesur � an �
On supposeque les an sont les momentsd’une mesurepositive dµ sur l’intervalle 
 0 � 1� ,

c’est-à-direque

(1) an 	�� 1

0
xndµ � pourtoutn � 0
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Soit ∆ l’endomorphismede CN défini par ∆
� �

bn � � : 	 �
bn
�

1

�
bn � n � 0, et ∆k le k-ièmeitéré de

∆ :
∆0 : 	 Id � ∆k : 	 ∆ ��������� ∆� 	�
 �

k fois



Onadmetle théorèmesuivant,dûàHausdorff (1923):

Théorème1. La condition(1) estvérifiéesi et seulementsi, pour tout k � 0, les termesde la
suite∆k � � an � � sontdesigneconstant

� �
1� k.

C’est en particulier le cassi an 	 A
�
n� pour unefonction A de classeC∞ sur R

�
, dont la

k-ièmedérivéeA
�
k � � x� estdesigneconstant

���
1� k pourtout k � 0. On supposeradanstoutela

suitequela condition(1) estvérifiée.

3. Description du procédé

Soit � Pn
�
x��� une suite de polynômesde C 
X � , tels que Pn soit de degré exactementn et

Pn
� �

1���	 0. On définit lescoefficientscn � k 	 cn � k � Pn � , 0 � k � n, parl’identité

Pn
���

1� � Pn
�
x�

1 
 x 	 n � 1

∑
k � 0

cn � kxk

ainsiquedn 	 dn
�
Pn � : 	 Pn

� �
1� .

Théorème2. Onsupposequelesak sontlesmomentsd’unemesurepositivesur 
 0 � 1� . Onnote

S 	 ∑
k � 0

���
1� kak � Sn 	 Sn

�
Pn � : 	 n � 1

∑
k � 0

cn � k
dn

ak



Alors �
S
�

Sn

�
� supx ��� 0 � 1 �

�
Pn
�
x�
�

�
Pn
���

1�
�

S

PREUVE : (Esquisse).C’estuneconséquenceimmédiatedesdeuxégalités

S 	 � 1

0

1
1 
 x

dµ � et S
�

Sn 	 � 1

0

Pn
�
x�

Pn
� �

1� � 1 
 x� dµ �
Il estremarquablequel’on puissechoisirdes

�
Pn � universelset obtenirunemajorationdel’er-

reurrelativenedépendantquedunombredetermessommés.

4. Choix de � Pn �
Il s’agit donc maintenantde trouver une suite de polynômes,facilementcalculables,qui

soientpetits sur 
 0 � 1� , et grandsen
�

1. Des solutionsraisonnablessont Pn
�
X � 	 �

1
�

X � n,
pourlequelon obtientuneconvergenceen1� 2n, ou plusgénéralementPn

�
X � 	 Xαn

�
1
�

X � βn,
avecαn 
 βn 	 n, qui fournit uneconvergenceen1� 3n pourunchoix optimalde

�
αn � βn � .
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Nous choisironspour Pn
�
X � une variantedu polynômede Chebyshev Tn

�
X � , définie par

Pn
�
sin2 t � 	 cos2nt, si t � R. (Tn seraitdéfini par la conditionTn

�
cost � 	 cosnt ; on a donc

Pn
�
X � 	 Tn

�
1
�

2X � .) La récurrence

P0 	 1

P1 	 1
�

2X

Pn
�

2

�
X � 	 2

�
1
�

2X � Pn
�

1

�
X � � Pn

�
X � si n � 0

impliqueque2dn 	 �
3 
 �

8� n 
 � 3 � � 8� n, ainsiquela formuleexplicite

(2) Pn
�
X � 	 n

∑
k � 0

���
1� k n

n 
 k
C2k

n
�

k2
2kXk 


Pourcechoix, la convergencedeSn esten1� dn � 2
�
3 
 �

8� � n. Cechoix spécifiquedePn est
envigueurpourtoutela suitedu texte.

5. Mise enœuvre

Commela suite
�
Pn � estindépendantede

�
an � , onpeutprécalculersesN premierstermes,ce

qui serévèlecoûteuxenmémoire: il y a O
�
N2 � coefficientsà stocker, qui sonteux-mêmesde

grosentiers.On peutaussifixer n enfonctiondela précisionrequiseet calculerSn dela façon
suivante:

on noteck : 	 cn � k et Pn
�
X � 	 ∑ pkX

k (ck et pk dépendentden), puison calculedeprocheen
prochelescoefficientsck et pk pourk 	 0 � 1 � 
�
�
 � n � 1 enutilisant

– la valeurconnuededn : 	 � �
3 
 �

8� n 
 � 3 � � 8� n � � 2 � Z.

– la récurrencequi résultede(2) :

p0 	 1 � pk
�

1 	 pk � � k 
 n� � k � n� ��� � k 
 1
2 � � k 
 1��� si k � 1 


– la formule

dn
�

Pn
�
X � 	 c0 
 ∑

k � 1

�
ck � 1 
 ck � Xk

qui implique

c0 	 dn
�

p0 � ck 	 � pk

�
ck � 1 si k � 1.

Pourunesuite
�
ak � et uneprécisionfixée,on peutainsicalculer∑k ckak enn’utilisantquetrois

variablesauxiliaires,correspondantrespectivementà pk, ck, et à la sommepartielle.Les pk
sontdesentiersnaturels,maisil peutêtreavantageuxdelescalculerenvirguleflottante,à une
précisionconvenable.
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6. Applications

6.1. Quelquesconstantes

Voici tout d’aborddeuxsérieslentementconvergentesdonton peutnéanmoinscalculereffi-
cacementla somme:

log2 	 ∑
n � 0

���
1� n � � n 
 1� � π 	 4Arctan

�
1� 	 4 ∑

n � 0

���
1� n � � 2n 
 1�

Soitmaintenantla constanteγ d’Euler

γ : 	 lim
n � ∞

� �
log
�
n� 
 ∑

i � n
1� i � �

qui vérifie

∑
n � 0

���
1� n logn

n 	 log2 � γ
� log2

2 � 

Onpourraitdoncutilisercettesériealternéepourcalculerγ, àconditionquele critèredeHaus-
dorff s’applique.Il nesemblepasquecesoit le cas; entout étatdecause,le critèresimplesur
lesdérivéesk-ièmesnes’appliquepas.En pratique,la convergenceestdu typeespéré.

6.2. La fonctionzêta

Soit la fonctionzêtadeRiemann:

ζ
�
s� : 	 ∑

n � 0

�
n 
 1� � s � �

s � R � s � 1�
	 �

1
�

21 � s � � 1 ∑
n � 0

���
1� n � n 
 1� � s 


Notonsquele membrede droite de la deuxièmeligne esten fait analytiquesur le demi-plan
ℜ
�
s� � 0, et définit un prolongementanalytiquede ζ sur cettezoneprivée de s 	 1. Pour

s � R
���

, notreprocédéderesommationestjustifié; maispours 	 0 ou s complexe, il ne l’est
pasdu tout.Pourtant,on constatequela sérieresomméeconvergeexpérimentalementquandla
partieimaginairedesestpetiteouquela précisionestgrande,etqu’ellesembleconvergervers
la valeurcorrecte.Pours 	 0, il est facile de démontrerquenotrealgorithmede sommation
appliquéà ∑

���
1� n convergevers1� 2, cequi conduiraità poser“ζ

�
0� 	 �

1� 2”. On démontre
enfait quela fonctionzêtaadmetun prolongementméromorpheà C tout entier, avecun pôle
simpleens 	 1, et queceprolongementprendbienla valeur

�
1� 2 ens 	 0!

Cetterobustessesuggèreuneautreutilisationdenotrealgorithme: mêmesi sonemploin’est
a priori pasjustifié par le Théorème1, il permetdecalculerrapidementdenombreuxchiffres
significatifsd’une certaineconstante,ne correspondantpasnécessairementà la sommede la
série.Cesdécimalespeuventalorspermettredereconnaîtrela sommecommeformuleclose,et
deconjectureruneidentité. . . qu’il neresteplusqu’àdémontrer.
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6.3. Sériesà termespositifs

Enfin,ceprocédépermetaussidesommerdessériesdontle termegénéralestmaintenantde
signeconstant,grâceà l’identité formelle

(3) ∑
n � 1

an 	 ∑
m � 1

���
1� m � 1bm � où bm : 	 ∑

k � 0
2ka

2km
�

qui sedémontreen regroupantpour i impair fixé tousles indicesde la formem 	 2 ji, j � N,
dans∑

���
1� m � 1bm. CetteformuleestrigoureusementjustifiéedansR lorsque∑m bm converge.

(Onsupposetoujoursquean � 0. Aucunehypothèsededécroissancen’estrequise.)

Suggestionspour le développement� Soulignonsqu’il s’agit d’un menuà la carteet quevouspouvezchoisir d’étudiercer-
tains points, pas tous, pas nécessairementdans l’ordre, et de façon plus ou moins
fouillée. Vouspouvezaussivousposerd’autresquestionsquecellesindiquéesplusbas.
Il est très vivementsouhaitéquevos investigationscomportentunepartie traitéesur
ordinateuret,si possible, desreprésentationsgraphiquesdevosrésultats.

– Compléterla démonstrationduThéorème2, etdémontrerlesassertionsdu§4(éviterla
démonstrationparrécurrencedela formule2 qui n’estpastrèsintéressante).

– Calculerles polynômesPn pour n 	 2 � 
�
�
 � N, à partir de la méthodeproposéeau §5;
compareravecla formuleexacte(2) et la relationderécurrencelinéairedu§4.

– Étudier les différentsexemplesproposésau §6 (vouspouvez démontrerunedesfor-
mulesexactes),ou d’autresde votre crû. Comparerla vitessede convergenceexpéri-
mentaleavec la bornedu Théorème2. Compareravec la sommationnaïve. Testerdes
sériesprésentantdéjàuneconvergencegéométrique,comme∑

���
1� nxn, x � 1.

– Expérimenteravec dessériesà termespositifs commesuggéréau §6.3.Par exemple,
qu’obtient-onenappliquantl’identité (3) à ζ

�
s� : 	 ∑n � 1 n � s ?

– Étudierla complexitédel’algorithmedu§5(nombred’évaluationsdean etd’opérations
arithmétiquesenfonctiondela précisionrelativedemandée).
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