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(585 SOMMATION DE SERIESALTERNEES

Résumeé: On proposeun procéddinéaireuniverseld’accélératiorde corvergencede séries
alternéessimplea mettreen ceuvre qui conduita unecorvergencedetype géométriqugpour
unelarge classede sériedentementorvergentes.

Théme applicatif, mots clefs: sériesalternéestesommationpolynémesorthogonaux.

> Il estrappeléquele jury n’exige pasunecompréhensioexhaustivedu texte Vousétes
laissé(e)ibre d’organiservotre discussiorcommevousl’entendezDessugyestionsde
développemeniargemenindépendantekesunesdesautres,voussontproposeegnfin
detexte Vousn’étespastenu(e)delessuivre. | vousestconseilléde mettie enlumiere
vosconnaissancea partir dufil conducteurconstituépar le texte Lejury demandejue
la discussiorsoitaccompgnéed’exemplegraitéssur ordinateur

1. Intr oduction

Soit (an),» Unesuitede nombregéelspositifs, décroissanters0, et Sla sommede la série
alternéedetermegénéral(—1)"a,. On désireévaluer aussirapidementjuepossible un grand
nombredechiffressignificatifsdeS. La sommatiorpartiellenaive desN premiergermegournit
unresteena,, toutafait raisonnablesi (a,) décroitrapidementparexemplegéométriquement.
Eneffet, si y > 1, unresteen y~N donneuneprécisionrelative de C chiffres décimauxsigni-
ficatifs au prix dela sommatiord’environ C/log,,(y) termesAu contraire,si la décroissance
estlente,parexemplepoura, = 1/(n+ 1), il fautsommern trésgrandnombredetermes on
rencontrede surcroitdesproblémedle stabilité numériquedansla sommepartielle (soustrac-
tion determesdu mémeordrede grandeur) Nousallonsétudierun procéddinéaireuniversel
qui, auprix d’hypothésesaisonnablesurla suite(an), permetd’obtenirsystématiquemenine
convergencedetypegéométrique.

2. Hypothésesur (an)

On supposejue les a, sontles momentsd’une mesurepositive du sur l'intervalle [0, 1],
c’est-a-direque

1
(1) an :/ x"du, pourtoutn>0
0
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Soit A 'endomorphismede CN défini par A((by)) := (b
A

i1 — bn)psor €1AK le k-iémeitéré de

A%:=1d, AX:=pAo---0A.
—_——
k fois
Onadmetle théoremesuivant,dd a Hausdorf (1923):

Théorémel. La condition(1) estvérifiéesi et seulemensi, pour toutk > 0, lestermesde la
suiteAX((a,)) sontdesigneconstant(—1)X.

C’esten particulierle cassi a, = A(n) pour unefonction A de classeC® sur R, dontla
k-iemedérivée A (x) estde signeconstani—1) pourtoutk > 0. On supposeraanstoutela
suitequela condition(1) estvérifiée.

3. Description du procéedé

Soit {Py(X)} une suite de polynémesde C[X], tels que P, soit de degré exactementn et
Pr(—1) # 0. Ondéfinitlescoeficientsc,, = ¢, (Pn), 0 < k < n, parlidentité

Po(-D)—P(¥) "k
= C,
1+x 2 G

ainsiquedn = dn(P) = P (—1).

Théoréme2. Onsupposeuelesa, sontlesmomentsi’'unemesue positivesur [0, 1]. On note

n-1c¢ K
S= 5 (-D¥a, Si=Si(R) =Y —~a.
2 2
Alors P
SUB¢[0,y IPn{X
S—-&|< ’
S=SI= R
PREUVE : (Esquisse)C’estuneconséquencenmédiatedesdeuxégalités
11 1 R(x)
S= [ ——du, et S-S = / ————d
o T xoH 2= Jo B @0

Il estremarquablejuel’on puissechoisirdes(P,) universelset obtenirunemajorationdel'er-
reurrelative nedépendanguedu nombredetermessommeés.

4. Choix de (P,)

Il s’agit donc maintenantde trouver une suite de polynémes facilementcalculables,qui
soientpetits sur [0, 1], et grandsen —1. Des solutionsraisonnablesont P,(X) = (1 — X)",
pourlequelon obtientuneconvergenceen1/2", ou plus généralemert®,(X) = X% (1 — X)hn,
avecap+ By = n, qui fournit unecorvergenceen1/3" pourun choix optimalde (ap, Bn).
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Nous choisironspour P,(X) une variantedu polyndmede Chebyshe T,(X), définie par
Pn(sinzt) = co2nt, sit € R. (T, seraitdéfini par la condition T,(cost) = cosnt; on a donc
Pa(X) = Ta(1—2X).) Larécurrence

P, = 1
P = 1-2X
Puo(X) = 2(1—2X)P,, 1(X)—Py(X) sin>0

impliqueque2d, = (3++/8)"+ (3—+/8)", ainsiquela formule explicite
n

n
(2) Pa(X) = kzo(—l)kmcﬁik?kxk-

Pource choix, la corvergencede S, esten1/d, ~ 2(3++/8)~". Cechoix spécifiquede P, est
envigueurpourtoutela suitedu texte.

5. Mise enceuvre

Commela suite(P,) estindépendantee (an), on peutprécalculesesN premiergermesce
qui seréveélecolteuxen mémoire: il y a O(N?) coeficientsa stocler, qui sonteux-mémesle
grosentiers.On peutaussifixer n enfonctionde la précisionrequiseet calculerS, dela fagon

Suiante:
onnoteg, := ¢, et Pi(X)=% ka" (c, et p, dépendentlen), puison calculede procheen
prochelescoeficientsc, etp, pourk=0,1,...,n—1enutilisant

— lavaleurconnueded, := ((3+v8)"+ (3—v8)")/2¢€ Z.

— larécurrenceuirésultede (2) :
Po=1 Peuy =P (k) (k—n)/ ((k+3)(k+1)) sik>1.

— laformule

1

quiimplique
Pourunesuite(a,) etuneprécisionfixée,on peutainsicalculery, c.a, enn’utilisantquetrois

variablesauxiliaires,correspondantespectiementa p,, c,, et a la sommepartielle. Les p,
sontdesentiersnaturelsmaisil peutétreavantageuxdelescalculerenvirgule flottante,a une

précisioncorvenable.
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6. Applications

6.1. Quelquesonstantes

Voici toutd’aborddeuxsériedentementornvergentesdonton peutnéanmoingalculereffi-
cacementa somme:

log2 = Z)(—l)”/(n-i— 1), m=4Arctan(l) =4 ZO(—l)”/(Zn-i- 1)

>

Soitmaintenanta constantey d’Euler

Y= rllmo (— log(n) +.Z 1/i) ,
Z)(—l)“lo% =log2 (y— Io%2> .

Onpourraitdoncutiliser cettesériealternégourcalculery, aconditionquele critérede Haus-
dorff s’applique.ll nesemblepasquecesoitle cas; entout étatde causele criteresimplesur
lesdérivéesk-iemesnes’appliquepas.En pratique Ja corvergenceestdu type espéré.

qui vérifie

6.2. Lafonctionzéta

Soitla fonctionzétade Riemann
{(s) = Z}(n+1)‘5, (seR,s>1)
n>

= (1-291 ZO(—l)”(n+ 1)
n>

Notonsquele membrede droite de la deuxiemeligne esten fait analytiquesur le demi-plan
[(s) > 0, et définit un prolongementnalytiquede { sur cette zone privée de s = 1. Pour
s € R™, notreprocédéde resommatiorestjustifié; maispours= 0 ou s complexe, il nel’est
pasdu tout. Pourtanton constatequela sérieresommeéeornverge experimentalemerquandia
partieimaginairede s estpetiteou quela précisionestgrande et qu’elle semblecorvergervers
la valeur correcte.Pours = 0, il estfacile de démontrerque notre algorithmede sommation
appliquéa y (—1)" convergevers1/2, cequi conduiraita poser‘{ (0) = —1/2". On démontre
enfait quela fonction zétaadmetun prolongemenméromorphe C tout entier avec un pdle
simpleens= 1, etquece prolongemenprendbienla valeur—1/2 ens= 0!

Cetterobustesssuggeraineautreutilisationde notrealgorithme: mémesi sonemploin’est
apriori pasjustifié parle Théorémel, il permetde calculerrapidementle nombreuxchiffres
significatifsd’une certaineconstantene correspondanpasnécessairemerd la sommede la
série.Cesdécimalegpeuentalorspermettrede reconnaitréa sommecommeformuleclose,et
deconjecturemuneidentité... qu’il neresteplusqu’adémontrer
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6.3. Sériesatermespositifs

Enfin, ce procédéermetausside sommerdessériesdontle termegénéralestmaintenante
signeconstantgraceal'identité formelle
-1 \ : k
(3) Yan= Y ()" bm, o0 bmi= Y 2%y,
n>1 m>1 k>0
qui sedémontreen regroupantpouri impair fixé touslesindicesde la formem= 2Ji, j € N,

dansy (—1)™ by Cetteformule estrigoureusemerjustifiéedansR lorsques ., bm corverge.
(Onsupposdoujoursquea, > 0. Aucunehypothéseale décroissanca’estrequise.)

Suggestiongpour le déweloppement

> Soulignongqu’il s’agit d’'un menua la carte et que vouspouvezchoisir d’étudier cer
tains points, pas tous, pas nécessagmentdans|'ordre, et de facon plus ou moins
fouillée Vouspouvezaussivousposerd’autresquestiongjuecellesindiquéeplusbas.
Il esttrés vivementsouhaitéque vosinvestigationscomportentune partie traitée sur
ordinateuret, si possible desreprésentationgraphiquesievosrésultats.

— Compléteda démonstrationiu Théoréme2, etdémontreitesassertionsiu 84 (éviterla
démonstratiomparrécurrencelela formule 2 qui n’estpastrésintéressante).

— Calculerles polyndbmesk, pourn=2,...,N, a partir de la méthodeproposéeau 85;
compareiavecla formuleexacte(2) etlarelationderécurrencdinéairedu 84.

— Etudier les différentsexemplesproposésau §6 (vous pouvez démontrerune desfor-
mulesexactes),ou d’autresde votre cri. Comparenra vitessede corvergenceexpeéri-
mentaleavec la bornedu Théoreme2. Compareravec la sommatiomaive. Testerdes
sériegprésentantiéjauneconvergencegéométriquecommey (—1)"x", x < 1.

— Expérimentervec dessériesa termespositifs commesuggéréau §6.3. Par exemple,
qu’obtient-onenappliquant’identité (3) a{(s) .= 5, N"°7?

— Etudierla compleité del’algorithmedu 85 (nombred’évaluationslea, etd’opérations
arithmétiqueenfonctiondela précisionrelative demandée).
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