
Université Bordeaux 1 Préparation à l'agrégationMathématiques Année 2009�2010Tests de non primalité, tests de primalitéIl est rappelé que le jury n'exige pas une 
ompréhension exhaustive du texte. Vous êtes laissé(e)libre d'organiser votre dis
ussion 
omme vous l'entendez. Il vous est 
onseillé de mettre enlumière vos 
onnaissan
es à partir du �l 
ondu
teur 
onstitué par le texte. Le jury demande quela dis
ussion soit a

ompagnée d'exemples traités sur ordinateur. Il est souhaitable que vousorganisiez votre présentation 
omme si le jury n'avait pas 
onnaissan
e du texte. Le jury auranéanmoins le texte sous les yeux pendant votre exposé.1. Introdu
tionOn peut se poser trois questions distin
tes sur la nature arithmétique de N ∈ N :
• N est-il 
omposé ?
• N est-il premier ?
• Fa
toriser N .Si les trois questions semblent équivalentes, elles sont en fait de di�
ulté largement dif-férente. On s'intéresse i
i aux deux premières. À savoir, 
omment montrer qu'un nombreest 
omposé, puis, si la réponse est (( apparemment pas )), 
omment montrer qu'il est pre-mier. Les tests proposés utilisent les notions né
essaires aux 
al
uls et raisonnementsdans Z/NZ, où N est un entier, parfois premier. suivant.Théorème 1.1. Soit N un nombre premier impair, et a un entier premier à N . Si

N − 1 = 2eq, où q est un entier impair, alors :(1) Soit aq ≡ 1 mod N .(2) Soit il existe i tel que 0 6 i 6 e − 1 tel que a2iq ≡ −1 mod N .Là en
ore, la ré
iproque est fausse, 
omme le montre l'exemple où N = 3277 et a = 2.Si un entier a ∈ {1, . . . N − 1} véri�e l'une des propriétés (1) ou (2) du théorème deRabin-Miller, on dit que N est pseudo-premier (de Miller-Rabin) pour la base a.Toutefois, la situation est meilleure que pour le test venant dire
tement du petitthéorème de Fermat. Le théorème suivant montre en e�et que si un nombre N n'estpas premier, et si l'on essaie un nombre su�sant de valeurs de a, on a une très forteprobabilité de trouver une base a pour laquelle N n'est pas pseudo-premier.Théorème 1.2. Si N est 
omposé, alors il est pseudo-premier dans au plus 1/4 desbases a.Pour démontrer 
e théorème, on peut pro
éder de la manière suivante. On é
ritla dé
omposition de N en produit de fa
teurs premiers N =
∏

p pfp . En utilisant le1



2théorème 
hinois, on voit que le nombre A d'éléments a qui satisfont le test est égal à
∏

p

#
{

x : qx ≡ 0 mod (p − 1)pfp−1
}

+
e−1
∑

i=0

∏

p

#
{

x : q2ix ≡ (p − 1)pfp−1/2 mod (p − 1)pfp−1
}

.On trouve alors que
A =

(

1 +
2ωE − 1

2ω − 1

)

∏

p

(q, p − 1),où ω est le nombre de fa
teurs premiers de N , et où E = minp ep, l'entier ep étant dé�nipour tout p par : ep = v2(p − 1). La probabilité P 
her
hée est égale à A/(N − 1). Si
ω = 1, on trouve P = 1 si fp = 1, et P 6 (p− 1)/(pfp − 1) 6 1/(p + 1) 6 1/4 si fp > 1.Si ω > 1, les inégalités (q, p − 1) 6 (p − 1)/2ep et ∏

p(p − 1) 6 N − 1 montrent que
P 6

(

1 +
2ωE − 1

2ω − 1

)

/2ωE .On obtient alors la majoration voulue, sauf dans le 
as où ω = 2, où on obtient seulement
P 6 1/2. Dans 
e 
as, on peut a�ner les inégalités pré
édentes pour obtenir le bonrésultat, sauf si p − 1 divise N − 1 pour tout p et si N est sans fa
teurs 
arrés. Onmontre alors que 
e 
as est impossible.2. Tests de primalitéSupposons que N ait passé le test de Rabin-Miller. Nous sommes alors à peu près
ertains que N est premier. Le démontrer rigoureusement est un problème plus di�
ile.Nous donnons i
i un exemple de test, trouvé par Po
klington et amélioré par Lehmer,basé sur le théorème suivant.Théorème 2.1. Soit N > 1 un entier. Alors N est un nombre premier si et seulementsi pour tout diviseur premier p de N − 1 on peut trouver un entier ap tel que

aN−1
p ≡ 1 (mod N) et (a(N−1)/p

p − 1, N) = 1.En e�et, si N est premier, et si g est une ra
ine primitive modulo N , alors il su�t deposer ap = g pour tout p. Ré
iproquement, soit d un diviseur premier de N , on montreque pour tout p divisant N − 1, pvp(N−1) divise d− 1, 
e qui permet ensuite de 
on
lureque N = d.Ce théorème fournit un test de primalité rapide, dès que l'on 
onnaît la fa
torisationde N − 1. La fa
torisation d'un entier est un problème di�
ile et peut être un obsta
leà l'utilisation de 
e test. Il arrive toutefois qu'il ne soit pas trop di�
ile de fa
toriser
N − 1. De plus, on n'a pas vraiment besoin de la fa
torisation 
omplète de N − 1,
omme le montrent les théorèmes 2.2 et 2.3 
i-dessous, auxquels la démonstration duthéorème 2.1 s'applique, ave
 quelques modi�
ations.



3Théorème 2.2. Soit N > 1 un entier. On suppose qu'on sait é
rire N − 1 = FU , où
(F,U) = 1, F =

∏g
i=1 pfi

i est 
omplètement fa
torisé, et où U < F . Alors N est premiersi et seulement si pour tout élément x = pi, i ∈ {1, . . . , r}, on peut trouver un entier axtel que
aN−1

x ≡ 1 (mod N) et(a(N−1)/x
x − 1, N) = 1.Théorème 2.3. Soit N > 1 un entier. On suppose qu'on sait é
rire N − 1 = FU , où

(F,U) = 1, F =
∏g

i=1 pfi

i est 
omplètement fa
torisé, où tous les diviseurs premiers de
U sont plus grand qu'un entier B, et où BF >

√
N . Alors N est premier si et seulementsi pour tout élément x = pi, i ∈ {1, . . . , r} et x = U , on peut trouver un entier ax telque

aN−1
x ≡ 1 (mod N) et (a(N−1)/x

x − 1, N) = 1.3. SuggestionsPlusieurs a�rmations sont données sans preuve. Le 
andidat est invité à les démon-trer. Il est dé
onseillé d'essayer de démontrer qu'il existe une in�nité de nombres deCarmi
hael.Par ailleurs, la preuve de 
ertains théorèmes n'est qu'ébau
hée. On pourra en fournirplus de détails.Plusieurs tests sont proposés. On pourra en implémenter 
ertains et les 
ommenter.On peut aussi 
her
her à illustrer expérimentalement la proportion des bases pourlesquelles un nombre 
omposé est pseudo-premier.


