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On rappelle la notation a^ b “ minpa, bq, pour tous réels a, b.

Exercice 1. Soit pX, Y q un couple de variables aléatoires de densité

fpx, yq “ 2

c
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π
xe´

y2

2 1t0ăxăyu.

1. Vérifier que f est bien une densité de probabilité.

2. Calculer fX|Y“ypxq, la densité conditionnelle de X sachant Y “ y.

3. En déduire ErX | Y s.

Exercice 2. Soit X “ pX1, X2, X3q un vecteur aléatoire gaussien de moyenne p1, 0,´1q et de
matrice de covariance

C “

¨

˝
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˛

‚ (1)

1. Calculer ErX1 | X3s et ErX2 | X3s.

2. Trouver α, β P R, tels que X1 ´ αX2 ´ βX3 soit indépendant de X2 et X3, et en déduire
ErX1 | X2, X3s.

3. Calculer ErpX1 ´X2q
2 | X3s.

Exercice 3. Soit pMnqně0 une martingale par rapport à une filtration pFnqně0, de carré inté-
grable, i.e. telle que ErM2

ns ă 8 pour tout n ě 0. On pose A0 “ 0 et pour n ě 1,

An “
n´1
ÿ

k“0

ErpMk`1 ´Mkq
2
| Fks.

On note également A8 “ limnÒ8An “
ř8

k“0 ErpMk`1 ´Mkq
2 | Fks.

1. On souhaite montrer que sur l’évènement tA8 ă 8u, la martingale pMnqně0 converge
presque sûrement.

(a) Montrer que le processus pXnqně0 défini par Xn “M2
n ´ An, est une martingale.

(b) Montrer que si pBnqně0 est un processus prévisible (c’est-à-dire tel que Bn est Fn´1-
mesurable pour tout n ě 1), avecB0 “ 0, et tel que pM2

n´Bnqně0 soit une martingale,
alors An “ Bn presque sûrement, pour tout n ě 0.

(c) Pour a ě 0, on note τa “ inftn ě 0 : An`1 ě au. Montrer que τa est un temps
d’arrêt pour la filtration pFnqně0.

(d) Montrer que pour tout a ě 0, le processus pXn^τaqně0 converge presque sûrement,
et en déduire que sur l’évènement tA8 ă 8u, p|Mn|qně0 converge presque sûrement.
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(e) Montrer que sur l’évènement tA8 ă 8u, presque sûrement pour tout ε ą 0,
ÿ

ně0

Pp|Mn`1 ´Mn| ě ε | Fnq ă 8.

(f) Conclure.

2. On chercher maintenant à préciser ce qui se passe sur l’évènement tA8 “ 8u. On
considère le processus pZnqně0, défini par Z0 “ 0, et

Zn “
n
ÿ

k“1

Mk ´Mk´1

1` Ak
, pour n ě 1.

(a) Montrer que pZnqně0 est une martingale de carré intégrable.
(b) Montrer que pour tout n ě 1,

ErpZn ´ Zn´1q2 | Fn´1s ď
1

1` An´1
´

1

1` An
.

(c) Déduire des questions précédentes que pZnqně0 converge presque sûrement.
(d) Soit panqně0 une suite croissante de réels strictement positifs telle que limnÑ8 an “

8, et soit pukqkě0 une suite de nombres réels convergeant vers u. Montrer que

1

an

n
ÿ

k“1

pak ´ ak´1quk ÝÑ
nÑ8

u.

(e) Montrer que sur l’évènement tA8 “ 8u, le processus pMn

An
qně0 converge presque

sûrement vers 0.
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