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On rappelle la notation a^ b “ minpa, bq, pour tous réels a, b.

Exercice 1. Soit pX, Y q un couple de variables aléatoires de densité

fpx, yq “ 2

c

2

π
xe´

y2

2 1t0ăxăyu.

1. Vérifier que f est bien une densité de probabilité.
La fonction f est bien positive et continue par morceaux, donc mesurable. Ensuite en
utilisant le théorème de Fubini-Tonelli (la fonction f est positive), puis une intégration
par parties, on trouve :
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2{2 dy “ 1,

en reconnaissant la formule de Gauss pour la dernière égalité.

2. Calculer fX|Y“ypxq, la densité conditionnelle de X sachant Y “ y.
On commence par calculer la densité de Y :

fY pyq “

ˆ 8

0

fpx, yq dx “

c

2

π
y2e´y

2{2.

On en déduit que

fX|Y“ypxq “
fpx, yq

fY pyq
“

2x

y2
¨ 1t0ăxăyu.

3. En déduire ErX | Y s.
On a (presque sûrement)

ErX | Y s “

ˆ 8

0

xfX|Y pxq dx “
2

Y 2

ˆ Y

0

x2 dx “
2

3
Y.

Exercice 2. Soit X “ pX1, X2, X3q un vecteur aléatoire gaussien de moyenne p1, 0,´1q et de
matrice de covariance

C “

¨

˝

4 1 2
1 9 ´2
2 ´2 4

˛

‚ (1)
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1. Calculer ErX1 | X3s et ErX2 | X3s.
On utilise la formule du cours (qu’on peut retrouver en cherchant α tel que X1 ´ αX3

soit indépendant de X3) :

ErX1 | X3s “ ErX1s `
CovpX1, X3q

VarpX3q
pX3 ´ ErX3sq “ 1`

2

4
pX3 ` 1q “

X3 ` 3

2
.

De même :

ErX2 | X3s “ ErX2s `
CovpX2, X3q

VarpX3q
pX3 ´ ErX3sq “ ´

X3 ` 1

2
.

2. Trouver α, β P R, tels que X1 ´ αX2 ´ βX3 soit indépendant de X2 et X3, et en déduire
ErX1 | X2, X3s.
On pourrait utiliser directement la formule du cours mais cela nécessiterait d’inverser une
matrice, donc nous allons plutôt retrouver le résultat à la main, en suivant l’indication.
Comme pour tout α, β, le vecteur pX1´αX2´βX3, X2, X3q est encore un vecteur gaussien,
l’indépendance de la première coordonnée avec les deux suivantes équivaut au fait que
leurs covariances sont nulles, donc au système d’équations :

"

CovpX1, X2q ´ αVarpX2q ´ βCovpX2, X3q “ 0
CovpX1, X3q ´ αCovpX2, X3q ´ βVarpX3q “ 0,

ce qui équivaut à
"

1´ 9α ` 2β “ 0
2` 2α ´ 4β “ 0,

soit α “ 1{4 et β “ 5{8. On en déduit

ErX1 | X2, X3s “ ErX1s ` αpX2 ´ ErX2sq ` βpX3 ´ ErX3sq “ 1`
X2

4
`

5

8
pX3 ` 1q

“
2X2 ` 5X3 ` 13

8
.

3. Calculer ErpX1 ´X2q
2 | X3s.

On utilise que d’après le cours, conditionellement à X3, la variable X1 ´ X2 est une
variable gaussienne de moyenne ErX1 ´X2 | X3s et de variance (déterministe) :

σ2
“ ErpX1 ´X2 ´ ErX1 ´X2 | X3sq

2
s.

On a déjà vu que ErX1 ´X2 | X3s “ X3 ` 2. Donc en notant u “ p1,´1,´1q,

σ2
“ ErpX1 ´X2 ´X3q

2
s ´ 4ErX1 ´X2 ´X3s ` 4 “ uCut ´ 4 “ 3.

D’où

ErpX1 ´X2q
2
| X3s “ σ2

` ErX1 ´X2 | X3s
2
“ 3` pX3 ` 2q2 “ X2

3 ` 4X3 ` 7.

Exercice 3. Soit pMnqně0 une martingale par rapport à une filtration pFnqně0, de carré inté-
grable, i.e. telle que ErM2

ns ă 8 pour tout n ě 0. On pose A0 “ 0 et pour n ě 1,

An “
n´1
ÿ

k“0

ErpMk`1 ´Mkq
2
| Fks.

On note également A8 “ limnÒ8An “
ř8

k“0 ErpMk`1 ´Mkq
2 | Fks.
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1. On souhaite montrer que sur l’évènement tA8 ă 8u, la martingale pMnqně0 converge
presque sûrement.

(a) Montrer que le processus pXnqně0 défini par Xn “M2
n ´ An, est une martingale.

La mesurabilité ne pose pas de problème, et l’intégrabilité découle de l’hypothèse.
On note que An`1 et An sont Fn-mesurables, et en utilisant que pMnqně0 est une
martingale on trouve

ErM2
n`1 ´M

2
n | Fns “ ErpMn`1 ´Mnq

2
| Fns “ An`1 ´ An,

d’où il découle que pXnqně0 est bien une martingale.
(b) Montrer que si pBnqně0 est un processus prévisible (c’est-à-dire tel que Bn est Fn´1-

mesurable pour tout n ě 1), avecB0 “ 0, et tel que pM2
n´Bnqně0 soit une martingale,

alors An “ Bn presque sûrement, pour tout n ě 0.
Par différence, on trouve que pAn ´ Bnqně0 est une martingale prévisible. Cela
entraîne que ce processus est nul presque sûrement. En effet, on peut écrire pour
tout n ě 0, presque sûrement,

An`1 ´Bn`1 “ ErAn`1 ´Bn`1 | Fns “ An ´Bn,

et donc An “ Bn presque sûrement pour tout n ě 0, puisque A0 “ B0 “ 0.
(c) Pour a ě 0, on note τa “ inftn ě 0 : An`1 ě au. Montrer que τa est un temps

d’arrêt pour la filtration pFnqně0.
Cela vient du caractère prévisible de pAnqně0. En effet pour tout n,

tτa “ nu “ tAn`1 ě au X tAn ă au X ¨ ¨ ¨ X tA0 ă au P Fn,

car tous les ensembles à droite sont dans Fn.
(d) Montrer que pour tout a ě 0, le processus pXn^τaqně0 converge presque sûrement,

et en déduire que sur l’évènement tA8 ă 8u, p|Mn|qně0 converge presque sûrement.
Par le théorème d’arrêt, le processus pXn^τaqně0 est une martingale, et par défini-
tion de τa, elle est minorée par ´a (car y compris à l’instant τa, on a Aτa ă a).
Donc d’après le théorème de convergence p.s. des martingales elle converge presque
sûrement. Maintenant sur l’évènement tA8 ă 8u, il existe a tel que τa “ 8 (en fait
pour tout a ą A8). Donc sur cet évènement le processus pXnqně0 converge presque
sûrement, et pM2

nqně0 aussi puisque pAnqně0 converge. On en déduit que p|Mn|qně0
converge, par continuité de la fonction racine carrée.

(e) Montrer que sur l’évènement tA8 ă 8u, presque sûrement pour tout ε ą 0,
ÿ

ně0

Pp|Mn`1 ´Mn| ě ε | Fnq ă 8.

Notons qu’il suffit de le faire pour tout ε de la forme ε “ 1{k avec k ě 1 entier, et
puisque l’ensemble des entiers est dénombrable, il suffit de le faire pour un entier k
fixé. Or d’après l’inégalité de Markov, pour tout ε ą 0 fixé, sur tA8 ă 8u,

ÿ

ně0

Pp|Mn`1 ´Mn| ě ε | Fnq ď
1

ε2

ÿ

ně0

ErpMn`1 ´Mnq
2
| Fns “

A8
ε2
ă 8.

(f) Conclure.
On déduit du lemme de Borel-Cantelli conditionnel que p.s. sur l’évènement tA8 ă
8u, pour tout ε ą 0, on a pour tout n assez grand |Mn`1´Mn| ď ε, ce qui revient à
dire que sur cet évènement, p.s. pMn`1 ´Mnqně0 converge vers 0. Combiné au fait
que p|Mn|qně0 converge, cela entraîne bien la convergence de pMnqně0.
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2. On chercher maintenant à préciser ce qui se passe sur l’évènement tA8 “ 8u. On
considère le processus pZnqně0, défini par Z0 “ 0, et

Zn “
n
ÿ

k“1

Mk ´Mk´1

1` Ak
, pour n ě 1.

(a) Montrer que pZnqně0 est une martingale de carré intégrable.
La mesurabilité et l’intégrabilité de Zn ne posent pas de problème. Par ailleurs
pour tout n ě 0, en utilisant l’inégalité triangulaire et le fait que Mn est de carré
intégrable, on trouve

ErpZn`1 ´ Znq2s ď ErpMn`1 ´Mnq
2
s ă 8,

et donc encore par inégalité triangulaire et par récurrence on en déduit que Zn est
aussi de carré intégrable. Par ailleurs, puisque An`1 est Fn-mesurable, il vient

ErZn`1 ´ Zn | Fns “
1

1` An`1
ErMn`1 ´Mn | Fns “ 0,

en utilisant que pMnqně0 est une martingale pour la dernière égalité.
(b) Montrer que pour tout n ě 1,

ErpZn ´ Zn´1q2 | Fn´1s ď
1

1` An´1
´

1

1` An
.

On a

ErpZn ´ Zn´1q2 | Fn´1s “
1

p1` Anq2
ErpMn ´Mn´1q

2
| Fn´1s “

An ´ An´1
p1` Anq2

ď
An ´ An´1

p1` Anqp1` An´1q
“

1

1` An´1
´

1

1` An
,

en utilisant que le processus pAnqně0 est croissant pour l’inégalité.
(c) Déduire des questions précédentes que pZnqně0 converge presque sûrement.

En notant Bn “
řn
k“1 ErpZk ´ Zk´1q

2 | Fk´1s, on voit que B8 “ limnÒ8Bn est fini
p.s. Or d’après la question 1. cela entraîne que pZnqně0 converge p.s.

(d) Soit panqně0 une suite croissante de réels strictement positifs telle que limnÑ8 an “
8, et soit pukqkě0 une suite de nombres réels convergeant vers u. Montrer que

1

an

n
ÿ

k“1

pak ´ ak´1quk ÝÑ
nÑ8

u.

En écrivant uk “ u`εk on se ramène aisément au cas où u “ 0. Supposons donc que
uk Ñ 0. Soit ε ą 0 fixé. Il existe K ě 1, tel que pour tout k ě K, on a |uk| ď ε{2.
Alors, puisque panq est croissante, par inégalité triangulaire, pour tout n ě K,
ˇ

ˇ

ˇ

1

an

n
ÿ

k“1

pak ´ ak´1quk

ˇ

ˇ

ˇ
ď
C

an
`

ε

2an

n
ÿ

k“K`1

pak ´ ak´1q “
C

an
`
εpan ´ aKq

2an
ď
C

an
`
ε

2
,

où C “
řK
k“1pak ´ ak´1q|uk|, Comme panq diverge, pour n assez grand on a C{an ď

ε{2, et donc pour tout n assez grand,
ˇ

ˇ

ˇ

1

an

n
ÿ

k“1

pak ´ ak´1quk

ˇ

ˇ

ˇ
ď ε,

ce qui montre le résultat voulu.
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(e) Montrer que sur l’évènement tA8 “ 8u, le processus pMn

An
qně0 converge presque

sûrement vers 0.
On a

Mn ´M0 “

n
ÿ

k“1

pZk ´ Zk´1qp1` Akq “
n
ÿ

k“1

Zkp1` Akq ´
n´1
ÿ

k“0

Zkp1` Ak`1q

“ Znp1` Anq ´ Z0p1` A1q ´

n´1
ÿ

k“1

ZkpAk`1 ´ Akq.

Donc d’après la question précédente, plus le fait que pZnq converge vers une v.a. Z8,
d’après la question (c), on a p.s. Mn

An
Ñ Z8 ´ Z8 “ 0.
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