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M1 : Processus stochastiques

Fiche 2
Filtrations, temps d’arrêt, martingales

Exercice 1. (a) Soit pXnq une surmartingale, telle que ErXns “ ErX0s pour tout n ě 1.
Montrer que pXnq est une martingale.

(b) Soient pXnqně0 et pYnqně0 deux sous-martingales par rapport à une filtration pFnqně0.
Montrer que pmaxpXn, Ynqqně0 est encore une sous-martingale pour la même filtration.

Exercice 2. Soient pXnqně0 et pYnqně0 deux martingales par rapport à une filtration pFnqně0.
Soit τ un temps d’arrêt tel que Xτ “ Yτ sur l’évènement tτ ă 8u. On pose Zn “ Yn1tnăτu `
Xn1tněτu, pour tout n ě 0. Montrer que pZnqně0 est une martingale pour la filtration pFnqně0.

Exercice 3. Soit T un temps d’arrêt pour une filtration pFnqně0.

1. On suppose qu’il existe n0 ě 1 et ε ą 0, tels que pour tout n ě 0, presque sûrement,

PpT ď n` n0 | Fnq ě ε.

Montrer que T est fini presque sûrement et que ErT s ă 8.

2. On suppose qu’il existe n0 ě 1, et ε ą 0, tel que pour tout n ě n0, presque sûrement,

PpT ď 2n | Fnq ě ε.

Montrer que T est fini presque sûrement, mais que l’on peut avoir ErT s “ 8.

3. Qu’en est-il si l’on suppose seulement que pour tout n ě n0, presque sûrement,

PpT ď 2n | Fnq ě
1

n
.

Exercice 4. Soit pXnqně0 un processus adapté à une filtration pFnqně0 tel que Xn est intégrable
pour tout n ě 0. Montrer que pXnqně0 est une martingale, si et seulement si, pour tout temps
d’arrêt borné τ pour la filtration pFnqně0, on a ErXτ s “ ErX0s.

(Indication : pour la réciproque, on pourra montrer à l’aide de temps d’arrêt bien choisis
que pour tout n ě 1, et tout ensemble A P Fn, on a ErXn1As “ ErXn`11As.)

Exercice 5. Soit pXiqiě1 des variables i.i.d. telles que PpX1 “ ˘1q “ 1{2, et Sn “ X1`¨ ¨ ¨`Xn,
avec S0 “ 0. On note Fn “ σpS1, . . . , Snq “ σpX1, . . . , Xnq, et F0 “ tH,Ωu.

1. Montrer que pSnqně0, pS2
n ´ nqně0, pS3

n ´ 3nSnqně0, sont des martingales par rapport à la
filtration pFnqně0.

2. Montrer que pour tout α P R, il existe β tel que exppαSn ´ βnq est une martingale.

3. Pour a, b ě 0, on note Ta,b “ inftn ě 0 : Sn “ ´a ou Sn “ bu. On rappelle que Ta,b est
fini presque sûrement. En utilisant les martingales de la question 1, montrer que

PpST “ bq “
a

a` b
, ErT s “ ab, ErT | ST “ bs “

1

3
p2ab` b2q.
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Exercice 6. (Un jeu de carte à un seul joueur). On prend un jeu de 52 cartes, on les retourne
une à une; le joueur peut, une et une seule fois au cours du jeu, dire "rouge la prochaine !", il
gagne si la carte suivante est rouge, sinon il perd. On se demande quelles sont les stratégies de
jeu qui optimisent la probabilité de victoire.

1. Soit Rn, n “ 0, . . . , 51, le nombre de cartes rouges encore dans le jeu après avoir retourné
n cartes. Soit An l’évèvement tla n-ième carte retournée est rougeu. Calculer PpAn`1 |
Rn “ jq, pour j P t0, . . . , 26u, n P t0, . . . , 50u.

2. Calculer PpRn`1 “ j | Rnq “ PpRn`1 “ j | Fnq, où Fn “ σpR0, . . . , Rnq, n P t0, . . . , 50u,
j P t0, . . . , 26u. Montrer que

ErRn`1 | Fns “ Rn ´
Rn

52´ n
, n “ 0, . . . , 50.

Montrer que Xn “ Rn{p52 ´ nq, n “ 0, . . . , 50, est une martingale par rapport à la
filtration pFnq et que Xn “ PpAn`1 | Fnq.

3. On définit τ “ n P t0, . . . , 51u, si le joueur dit "rouge la prochaine !", avant de retourner
la pn`1q-ième carte. Montrer que τ est un temps d’arrêt et que la probabilité de victoire
est ErXτ s. Montrer que pour toute stratégie, la probabilité de victoire p est toujours la
même et calculer p.

Exercice 7. On considère l’évolution du capital d’une assurance au cours du temps. Soit
S0 “ x ą 0 le capital initial, c ą 0 le montant des revenus par an et Xn ě 0 le coût des
dommages pour l’année n ě 1. Le capital à la fin de l’année n est donc Sn “ x`nc´

řn
k“1Xk.

L’assurance est dite ruinée si son capital devient négatif, i.e. si τ “ inftk ě 0 : Sk ď 0u est fini.
On suppose les pXkqkě1 i.i.d. positives et telles que EreλX1s ă 8, pour tout λ ą 0. Le but est
ici de majorer la probabilité de ruine Ppτ ă 8q. On pose Fn “ σpX1, . . . , Xnq.

1. Vérifier que EpX1q ą c implique Ppτ ă 8q “ 1.

2. On suppose dorénavant que ErX1s ă c et PpX1 ą cq ą 0. Soit ϕpλq “ EreλpX1´cqs, λ P R.
Montrer que ϕ2pλq ą 0 pour tout λ P R, ϕ1p0q ă 0, et

lim
λÑ8

ϕpλq “ `8.

Dessiner le graphe de ϕ et montrer qu’il existe un unique λ0 ą 0 tel que Ereλ0X1s “ eλ0c.

3. Montrer que Vn “ expp´λ0Sn ` λ0xq est une martingale positive.

4. Pour N ě 1, montrer que

ErVN1tτďNus “
N
ÿ

k“1

ErVk1tτ“kus ě eλ0x ¨ Ppτ ď Nq.

5. En déduire que Ppτ ă 8q ď e´λ0x.
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