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M1 : Processus stochastiques

Fiche 3
CONVERGENCE DE MARTINGALES

Exercice 1. Soit (Y},),>1, une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans Z, de loi
P(Y,=1)=p, PY,=-1)=gq,
avecp+qg=1,et0<p<qg<1l Onpose Xg=0,Zy=1,etpourn=>1, X, =Y +---+Y,,

Xn
Zo= (1)
p

1. Montrer que (Z,),>0 est une martingale positive. Vérifier que Z,, — 0, p.s.

2. On pose pour k € N*, T}, = inf{n > 0: X,, > k}. En considérant la martingale (Zr, . )n>o0,
et la décomposition
ZTk/\n = ZTk/\n]-{Tk<oo} + ZTk/\nl{Tk:OO}a
montrer que

P(T), < ) = <§)k

3. En déduire que

E[suan] = L

n=0 q—p

Exercice 2. Soit (Y,,),>1 une suite de v.a. i.i.d. de loi P(Y,, =
p+qg=1et0<p<1. On poseSy=0,etpour tout n=>1, .5,
réel, on note () = E[e?Y1], et pour tout n > 0,

= (Y = —1) = q, avec
Yi+---+Y,. Pour tout ¢

D3

1. Donner le tableau de variation de la fonction 6 — ¢(6).

2. Montrer que (X, ),>0 est une martingale et que dans le cas ou 6 # 0, X,, converge p.s.
vers 0.

3. Soit T' = inf{n > 0: S,, = 1}. Montrer que pour ¢ > max(0,log(q/p)),
Elp(0) " Lirany] = ¢’

En déduire que pour tout s € [0, 1],

1 — /1 —4pgs?

2qs

E[ST]_{T<OC}] = )

et (T <w)=1,sip=q, P(T <) =p/g,sip<q.

Exercice 3. Soit (X,,),>1 une suite de v.a. indépendantes de méme loi N'(0,1), et (a;,),>1 une
suite de réels. On pose My = 1, et pour n > 1,

M, = exp{zn: o Xy — % Zn: az}.
k=1 k=1

1



1. Montrer que (M,,),>o est une martingale qui converge p.s. vers une v.a. notée My.
2. On suppse que 2120:1 o = +00. Montrer que M., = 0 p.s.
3. On suppose maintenant que > ., af < 0. Montrer que M., > 0 p.s. et que E[M] = 1.

Exercice 4. Soit (X,,),>1 une suite de v.a. i.i.d. de loi commune P(X,, = 1) = P(X,, = —1) =

1/2. Montrer la convergence p.s. de la série >, Xe.

Exercice 5. Soit (X,,),>0 une suite de v.a. a valeurs dans [0, 1]. On pose F,, = o(Xo, ..., X,).
On suppose que Xy = a, et que pour n = 0,

1+X

Xn

1. Montrer que (X,,)n=0 est une martingale qui converge p.s. et dans L? vers une v.a. Z.
2. Montrer que E[(X, 1 — X,,)?] = iE[Xn(l — X))l
3. Calculer E[Z(1 — Z)]. Quelle est la loi de Z ?

Exercice 6. Soit (X,),>0 une martingale. On suppose que sup,-, E[|X,|In"(|X,|)] < o, et

on se propose de montrer que sup,q |X,| € L', ot In™(2) = max(In(z), 0).
1. Montrer que pour tout v > 1, %lnu < %

2. A partir de I'inégalité maximale appliquée & la sous-martingale | X, |, montrer que

o0
/ P(max |X| > ) da < E[[X,|In" (max |X;)].
1

0<k<n

<k<

3. En déduire que
E[sup |X,|] < . 1(1 + sup E[|X,,| In* |X,,[]).

n=0 n=0

Exercice 7. (Une preuve de la loi forte des grands nombres). Soit (Z,,),>1 une suite de variables
aléatoires indépendantes et de carré intégrable. On suppose que E[Z,] = 0 pour tout n > 1, et

Z,
Yins1 VarlZu) — 5. On pose pour n > 1,

n2
= Zn: 2, et Sn = Zn: Zj.
j=1 J j=1

1. Montrer que M, converge p.s. quand n tend vers +oo.
L1 S
2. En déduire que 2= — 0, p.s. quand n — .

3. Soit (X,)n>1 une suite de v..a. i.i.d. intégrables, telles que E[X;] = 0. Pour tout n > 1,
on pose Y, = X, 1x,|<n}- Montrer que

o EY,] — E[X;], quand n — 0.
e PAn=>1:Vji=nX;=Y,) =1

Var(Yy)
° Zn>1 n2 < 0.

4. En déduire la loi forte des grands nombres.



