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M1 : Processus stochastiques

Fiche 3
Convergence de martingales

Exercice 1. Soit pYnqně1, une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans Z, de loi

PpYn “ 1q “ p, PpYn “ ´1q “ q,

avec p` q “ 1, et 0 ă p ă q ă 1. On pose X0 “ 0, Z0 “ 1, et pour n ě 1, Xn “ Y1 ` ¨ ¨ ¨ ` Yn,

Zn “
´

q
p

¯Xn

.

1. Montrer que pZnqně0 est une martingale positive. Vérifier que Zn Ñ 0, p.s.

2. On pose pour k P N˚, Tk “ inftn ě 0 : Xn ě ku. En considérant la martingale pZTk^nqně0,
et la décomposition

ZTk^n “ ZTk^n1tTkă8u ` ZTk^n1tTk“8u,

montrer que

PpTk ă 8q “
´p

q

¯k

.

3. En déduire que
E
“

sup
ně0

Xn

‰

“
p

q ´ p
.

Exercice 2. Soit pYnqně1 une suite de v.a. i.i.d. de loi PpYn “ 1q “ p, PpYn “ ´1q “ q, avec
p ` q “ 1 et 0 ă p ă 1. On pose S0 “ 0, et pour tout n ě 1, Sn “ Y1 ` ¨ ¨ ¨ ` Yn. Pour tout θ
réel, on note ϕpθq “ EreθY1s, et pour tout n ě 0,

Xn “
eθSn

ϕpθqn
.

1. Donner le tableau de variation de la fonction θ ÞÑ ϕpθq.

2. Montrer que pXnqně0 est une martingale et que dans le cas où θ ‰ 0, Xn converge p.s.
vers 0.

3. Soit T “ inftn ą 0 : Sn “ 1u. Montrer que pour θ ą maxp0, logpq{pqq,

Erϕpθq´T1tTă8us “ e´θ.

En déduire que pour tout s P r0, 1s,

ErsT1tTă8us “
1´

a

1´ 4pqs2

2qs
,

et PpT ă 8q “ 1, si p ě q, PpT ă 8q “ p{q, si p ă q.

Exercice 3. Soit pXnqně1 une suite de v.a. indépendantes de même loi N p0, 1q, et pαnqně1 une
suite de réels. On pose M0 “ 1, et pour n ě 1,

Mn “ exp

#

n
ÿ

k“1

αkXk ´
1

2

n
ÿ

k“1

α2
k

+

.
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1. Montrer que pMnqně0 est une martingale qui converge p.s. vers une v.a. notée M8.

2. On suppse que
ř8

k“1 α
2
k “ `8. Montrer que M8 “ 0 p.s.

3. On suppose maintenant que
ř8

k“1 α
2
k ă 8. Montrer que M8 ą 0 p.s. et que ErM8s “ 1.

Exercice 4. Soit pXnqně1 une suite de v.a. i.i.d. de loi commune PpXn “ 1q “ PpXn “ ´1q “
1{2. Montrer la convergence p.s. de la série

ř8

n“1
Xn

n
.

Exercice 5. Soit pXnqně0 une suite de v.a. à valeurs dans r0, 1s. On pose Fn “ σpX0, . . . , Xnq.
On suppose que X0 “ a, et que pour n ě 0,

PpXn`1 “
Xn

2
| Fnq “ 1´Xn, . . .PpXn`1 “

1`Xn

2
| Fnq “ Xn.

1. Montrer que pXnqně0 est une martingale qui converge p.s. et dans L2 vers une v.a. Z.

2. Montrer que ErpXn`1 ´Xnq
2s “ 1

4
ErXnp1´Xnqs.

3. Calculer ErZp1´ Zqs. Quelle est la loi de Z ?

Exercice 6. Soit pXnqně0 une martingale. On suppose que supně0 Er|Xn| ln
`
p|Xn|qs ă 8, et

on se propose de montrer que supně0 |Xn| P L
1, où ln`pxq “ maxplnpxq, 0q.

1. Montrer que pour tout u ě 1, 1
u
lnu ď 1

e
.

2. À partir de l’inégalité maximale appliquée à la sous-martingale |Xn|, montrer que
ˆ 8

1

Ppmax
0ďkďn

|Xk| ě aq da ď Er|Xn| ln
`
pmax
0ďkďn

|Xk|qs.

3. En déduire que
E
“

sup
ně0

|Xn|
‰

ď
e

e´ 1

`

1` sup
ně0

Er|Xn| ln
`
|Xn|s

˘

.

Exercice 7. (Une preuve de la loi forte des grands nombres). Soit pZnqně1 une suite de variables
aléatoires indépendantes et de carré intégrable. On suppose que ErZns “ 0 pour tout n ě 1, et
ř

ně1
VarpZnq

n2 ă 8. On pose pour n ě 1,

Mn “

n
ÿ

j“1

Zj
j
, et Sn “

n
ÿ

j“1

Zj.

1. Montrer que Mn converge p.s. quand n tend vers `8.

2. En déduire que Sn

n
Ñ 0, p.s. quand nÑ 8.

3. Soit pXnqně1 une suite de v..a. i.i.d. intégrables, telles que ErX1s “ 0. Pour tout n ě 1,
on pose Yn “ Xn1t|Xn|ďnu. Montrer que

• ErYns Ñ ErX1s, quand nÑ 8.
• PpDn ě 1 : @j ě n,Xj “ Yjq “ 1.

•
ř

ně1
VarpYnq
n2 ă 8.

4. En déduire la loi forte des grands nombres.
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