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L3 Fonctions d’une variable complexe

Corrigés de quelques exercices tirés du cours de Michéle Audin

1.10. Soit zp € U, et &€ > 0 tel que f soit développable en série entiére sur D = D(zg,¢). Sur D, on a :

+o0 too
f(z)= Z an(z — 20)" = f(20) + Z an(z — 20)"
n=0 n=1

Si a, = 0 pour tout n > 1, alors f(z) = f(zo) pour tout z € D. Donc si f n’est pas constante au voisinage
de zg alors il existe un entier n > 1 tel que a,, # 0; appelons m le plus petit tel entier. On a

“+ o0

f(z) = f(z0) + (2 — 20)™ Z an(z —20)" " = f(20) + (2 — 20)"9(2) (1)

n=m

ou g est une fonction continue sur D (puisque analytique!) et telle que g(z9) = a,, # 0. Par continuité de
g en zp il existe un voisinage V' C D de 2y sur lequel g ne s’annule pas, et alors ’équation (1) montre que

zeVet f(z)=f(zo) @z€Vet (z—20)"9(2) =0 2=z .

1.11. Si z € U, alors il existe un petit disque ouvert D centré en z sur lequel f prend constamment la
valeur w; par conséquent tous les points de D appartiennent a U, (parce que D, qui est ouvert, est un
voisinage de chacun de ses éléments). Ceci prouve que U, est ouvert.
Pour voir que U, est fermé dans U, prenons une suite (z,) d’éléments de U, et supposons qu’elle converge
vers z € U. On doit montrer que z € U,. Déja, notons que comme f est continue en z on doit avoir

f)=f(lim z,)= lim f(z,)=u.

n—-+o0o n—-+oo

Si z est égal a I'un des z,, alors z € U, ; sinon, tout voisinage de z contient nécessairement un z, distinct
de z (en fait, une infinité...) et par conséquent f prend au moins deux fois la valeur f(z) sur tout voisinage
de z. En utilisant le résultat de I'exercice 1.10, on voit que ceci n’est possible que si f est constante sur un
voisinage de z, autrement dit z € U,, et donc U, est fermé.
Notons que si U est un ouvert connexe, cela signifie que si f est localement constante en un point z € U
alors Uy, est ouvert-fermé dans U et non vide, autrement dit Uy(.) = U et en fait f est constante sur U.

1.17. 1. Supposons que f’ soit constamment nulle, et soit zg € U. Soit D un petit disque ouvert contenant
20, contenu dans U, et sur lequel f soit développable en série entiére. Soit Y a,(z — 29)"™ son DSE sur D;
on sait que le développement en série entiére de f’ sur D est alors

—+o0
fl(z) = Z nan(z — 29)"
n=1

Comme f’ est identiquement nulle, on en déduit, en utilisant le théoréme d’unicité du développement en
série entiére, que na, = 0 pour tout n > 1, c’est-a-dire que a,, = 0 pour tout n > 1, et donc finalement f
est localement constante au voisinage de zg. Comme ceci est vrai pour tout zg € U et que U est connexe,
on en déduit que f est en fait constante sur U (reprendre l'exercice .11 si cela vous pose probléme!).

2. Supposons maintenant qu’en tout point de U on ait f(z) = 0 ou f’(z) = 0. On veut montrer que f est
constante ; pour nous simplifier un peu la vie ci-dessous, supposons (quitte a remplacer f par f + C, ce
qui ne change rien au probléme) que f prend la valeur 0 sur U.

Alors introduisons la fonction g définie sur U par g(z) = (f(z))2. Cette fonction est analytique sur U, et



on a ¢'(z) = 2f(2)f'(2) = 0 pour tout z € U. Par conséquent le point 1. de cet exercice nous donne que
g est constante, et cette constante est égale a 0 puisque f (donc f2) prend la valeur 0. Par conséquent
on a (f(2))? = 0 pour tout z € U, et donc f(z) = 0 pour tout z € U. On a donc bien montré que f est
constante sur U.

1.32. Prouver que f est une détermination du logarithme sur U, c’est justifier que pour tout z € U on a

ef(?) = 2. Introduisons donc la fonction g définie sur U par g(z) = ?, qui est bien définie sur U puisque
0 & U, et dérivons-la :
z.f(2)el ®) — ef(2)

/
g(Z): 22 =0

Comme U est connexe et g est analytique on en déduit que g est constante sur U ; et ’hypothése selon
laquelle il existe ty € U tel que ef/(0) = t4 nous dit que g prend la valeur 1 en ty, par conséquent g
prend constamment la valeur 1 sur U. Ceci signifie que e/(*) = z pour tout z € U, donc que f est une
détermination du logarithme.

1.33. Posons f(zp) = w. Comme w # 0 il existe un disque D centré en w et ne contenant pas 0; sur ce
disque, il existe une détermination f du logarithme et donc aussi une détermination g de la racine m-iéme
(i.e une fonction analytique g telle que (g(z))™ = z pour tout z € U), obtenue par exemple en posant
g(z) = ef)/m,

Comme f est continue en zq, il existe un ouvert V contenant zg et tel que f(V) C D; on peut donc
introduire la fonction h = g o f, qui est analytique sur V, et vérifie, pour tout z € V :

Pour répondre a la derniére question, fixons un ouvert V' comme ci-dessus et connexe (par exemple, un
petit disque centré en zp). Comme il y a m racines A1, ..., A, de 1, et que si h est la fonction obtenue ci-
dessus alors \;.h est encore une racine m-iéme de f pour tout ¢ € {1,...,m}, on voit qu’il y a m fonctions
analytiques hq, ..., hy, qui sont des racines m-iémes de f sur V' et telles que de plus h;(z) # h;(z) pour
tout z dés que i # j.

Réciproquement, soit ¢ une racine m-iéme de f sur V. Pour tout i € {1,...,m} notons F; = {z €
V:p(z) = gi(x)}. Chacun des F; est fermé dans V' (puisque les fonctions ¢ et g; sont continues) et les F;
sont disjoints; de plus, comme’un nombre complexe non nul a exactement m racines m-iémes distinctes,
V est la réunion des F;. Ceci impose que chaque F; est en fait ouvert et fermé dans V', donc par connexité
tous les F; sont vides sauf un, qui est égal & V. Autrement dit, il existe un 7 tel que ¢ = h; sur V, et on
vient donc de montrer que f admet donc exactement m racines m-iémes sur V.

I1.16. Attention : Dans la premiére version du corrigé, il y avait une erreur dans la formule pour la
différentielle de f, qui se répercutait dans la suite de 1’exercice.

Posons C(z) = z. La fonction C est R-linéaire mais pas C-linéaire puisque C(i) = —i # iC(1).

Notre fonction g est obtenue en posant g(z) = C(f(C(z))).

Comme g est une composée d’applications contintiment différentiables sur U, g est elle-méme continiiment
différentiable. De plus, en utilisant la linéarité de C' et la régle de la chaine, on a pour tout z € U

Dy(z) = Co Dy(C(2)) o C.

Il y a maintenant plusieurs fagons de conclure :

(géomeétrie) La différentielle de g en tout point est la composée d’une similitude directe et de deux symétries,
c’est donc une similitude directe. Autrement dit g est holomorphe en tout point.

(algebre) Pour vérifier que la différentielle de g en z est C-linéaire, il faut montrer que Dg(z)(i.z) = iDg(z)(x)
pour tout x € C. On calcule :

Dy(2)(iz) = C(DF(C(2))(Clix))) = C(DF(C(2))(=iC())) = C(=iDF(C(2))(C(x)))
— iC(Df(C(2))(C(x)) = iDg(2)(x).



(analyse) En calculant les dérivées partielles de g avec la régle de la chaine, on voit que la matrice jacobienne
de g en z € U est égale & (en notant P la partie réelle de f, et @ sa partie imaginaire)

or (E
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(—BQ ® X

Comme f est holomorphe elle vérifie les équations de Cauchy-Riemann, et ’expression obtenue ci-
dessus pour la matrice jacobienne de g montre donc que g aussi, donc g est holomorphe.
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I1.33. Commengons par remarquer que si g est constante alors f est bornée et donc aussi constante, d’aprés
le théoréme de Liouville.

Traitons maintenant le cas ott g n’est pas constante. Notons Z ’ensemble des zéros de g. On peut définir
une fonction h sur C\ Z en posant h(z) = f(z)/g(z). Si zp € Z alors il existe un petit disque D centré en
z sur lequel g ne s’annule qu’en z (par le théoréme des zéros isolés). Sur D, on a f(z) = (2 — z0)". f1(2) et
g9(z) = (z — 20)™.g1(2) o m,m sont des entiers et f1,g1 des fonctions holomorphes qui ne s’annulent pas
en zg. Comme f/g est bornée sur D \ {zo}, on doit avoir n > m. Finalement, en posant k = n —m, on a,
sur D\ {20} :

Loy = (= e 1)

g 91(2)
Ceci montre que h se prolonge par continuité en z, et que la fonction obtenue est holomorphe en zj.
Ainsi, h se prolonge a une fonction holomorphe sur C (toujours notée h) et de plus |h(z)] < 1 pour
tout z € C\ Z. Comme Z n’a pas de points d’accumulation, C \ Z est dense dans C et donc on a en
fait |h(z)| < 1 pour tout z € C. Mais alors le théoréme de Liouville nous permet de conclure que h est
constante, autrement dit f et g sont proportionnelles.
Finalement, on voit que deux fonctions holomorphes vérifiant I’hypothése de I'exercice sont nécessairement
proportionnelles.

I1.41 Supposons qu’il existe un disque D(wp,£) qui ne rencontre pas f(C), c’est-a-dire
Vz e C|f(z) —wo| > €. (2)

Introduisons la fonction g définie par g(z) = m C’est une fonction holomorphe sur C, qui ne s’annule
pas, et on a d’aprés (2)

Autrement dit,
1
vz e Clg(2)l < -
La fonction g est donc une fonction entiére bornée ; par conséquent g est constante, ce qui entraine que f
est elle-méme constante, et cela contredit 'hypothése sur f.

I1.42. Comme f est développable en série entiére au voisinage de 0, et que f(0) = 0, on voit que la
fonction g définie par g(z) = f(z)/z se prolonge par continuité en 0 (en posant g(0) = f/(0)) et est
aussi développable en série entiére au voisinage de 0. Donc g est holomorphe en 0, et on en déduit que
g est holomorphe sur D (g est bien stir holomorphe sur D \ {0} en tant que quotient de deux fonctions
holomorphes dont le dénominateur ne s’annule pas).

Fixons r €]0,1] et appelons D, le disque fermé de centre 0 et de rayon r, C, le cercle de centre 0 et de
rayon r. D’aprés le principe du maximum, |g| atteint son maximum sur D, en un point zo de C,., et on a
donc, pour tout z € D, :

_ \f(zo)| |f(Zo)| 1

19(2)| < lg(20)| = = <=
|z0] T r

Soit maintenant z € D; d’aprés ce qu’on vient de voir, on a |g(z)| < 1/r pour tout r € [|z|, 1[. En faisant
tendre 7 vers 1 on en déduit que |g(z)| < 1 pour tout z € D, ce qui entraine que |f(z)| < |z| pour tout
zeD.

S'il existe zg tel que | f(z0) = |z0], alors zp est un maximum pour |g| sur D, en particulier zo est un maximum



local pour |g| et le principe du maximum (et la connexité de D) entraine alors que g est constante sur D,
c’est-a-dire qu'il existe une constante A € C telle que g(z) = A pour tout z € D. Comme de plus |g(zo)| = 1
on voit que |A| = 1, et finalement on a bien un complexe A de module 1 tel que f(z) = Az pour tout z € D.

I1.45. Soit f une fonction analytique sur un ouvert U de C. Supposons qu’il existe zg € U tel que f’(zp) = 0.
On veut montrer que f n’est pas injective; pour cela, considérons le développement en série entiére de f
au voisinage de zg

“+o0
F(2) = f(z0) + Y an(z = 20)"

(Le terme de degré 1 est nul puisqu’il est égal & f/(zp)). Si tous les a,, sont nuls il n’y a rien & montrer,
sinon on voit qu’il existe un entier n et une fonction holomorphe g qui ne s’annule pas en z; et telle que
sur un voisinage V' de zg on ait
f(2) = f(z0) + (2 — 20)™g(2)

On sait que g(zp) # 0; fixons un disque D centré en g(zp) et ne contenant pas 0. Quitte a réduire V n
peut supposer que f(V) C D, et en utilisant ’existence d’une détermination de la racine n-iéme sur D on
obtient qu'il existe une fonction holomorphe h telle que g(z) = (h(z))™ sur V (on vient de refaire 'exercice
1.33...). Finalement on a, pour tout z € V' :

f(z) = f(z0) + ((z = 20)(2))"

La fonction z — (z — z9)h(z) est holomorphe sur V, donc I'image de V est un ouvert contenant 0. Par
conséquent z — ((z — 29)h(z))" n'est pas injective (rappelons que n > 2) et donc f n’est pas injective sur
V.

De plus V = f(U) est ouvert puisque U est ouvert et f est holomorphe et non constante. La fonction
f71:V — U est bien définie, et continfiment différentiable (sur R) en tant qu’inverse d'une fonction
continiment différentiable dont la différentielle est inversible. La régle de la chaine nous donne que la
différentielle de f~! en un point z est égale a l'inverse de la différentielle de f en f~!(z). Comme l'inverse
d’une similitude directe est encore une similitude directe, on en déduit que la différentielle de f~! en z est
une similitude directe pour tout z € V, et on a fini de prouver que f~! est holomorphe sur V.

ITI.8 Faisons le calcul en partant de la droite :

2m 2m 2m —
/g(z)z_gdz :/ g(eit).e™*" jettat :/ g(eit).i.e™dt = —/ g(ett).i.etdt. = —/ f(z)dz .
el t=0 t=0 t=0 v
Pour obtenir ’avant-derniére égalité ci-dessus, on a utilisé le fait que si g est une fonction continue de I
dans C, ou I est un intervalle réel, alors [, g(t)dt = [, g(t)dt.

II1.10 On a
1 1 1 1

22 2(z—-1) z-1 =z~

z

Soit 7y le cercle de centre 1 et de rayon 1/2, parcouru dans le sens trigonométrique. C’est un chemin fermé
contenu dans U, et ’équation ci-dessus nous donne

/ dz :/ dz © _ gin(ind, (1) — ind, (0)) = 2ir
Y Y

h — —
22—z z—1 5 7

Par conséquent 22—1_2 ne peut avoir de primitive holomorphe sur U, puisqu’il existe un chemin fermé sur
lequel cette fonction n’est pas d’intégrale nulle.

I11.16 Considérons le chemin v correspondant au cercle C' parcouru dans le sens trigonométrique, et fixons
xeC\C.

Si x n’est pas dans U, alors la fonction z — ﬁ est holomorphe sur U, et par conséquent

/dz —0
sza:_'




On en déduit que ind,(x) = 0, par conséquent = n’appartient pas & D.
On a démontré que si z n’est pas dans U alors il n’est pas dans D ; c’est la méme chose que montrer que
D est contenu dans U.

IT1.19. On sait que f est continue, par conséquent pour prouver que f est holomorphe il nous suffit de
prouver que pour tout triangle A dont I'intérieur est contenu dans U on a [ A f(z)dz=0.
Soit donc A un triangle dont l'intérieur est contenu dans U ; si A ne rencontre pas R alors A (et tout son
intérieur) est contenu dans Ut ou U™, ouvert sur lequel f est holomorphe, ce qui montre que | A f(z)dz = 0.
Finalement on voit qu’il suffit d’étudier le cas correspondant au dessin suivant (& gauche).

Découpons notre triangle A comme sur le deuxiéme dessin ci-dessus (& droite; v; va de gauche a droite,
s de droite & gauche); on a (en reprenant les notations du dessin)

4
/A f(2)dz = /A @i [ s [ s

(Sur le dessin : les contributions des chemins qui sont parcourus dans les deux sens s’annulent, tandis que
les autres s’ajoutent pour finalement correspondre a 'intégrale de f sur A).

Comme f est holomorphe sur U™ et U™, les intégrales de f sur Ay, Ay sont nulles (on peut découper Ag
en triangles contenus dans U™, et 'intégrale de f sur un tel triangle est nulle). Quand on fait tendre e vers
0, les intégrales sur 7, 74 tendent vers 0 (parce que f est continue et que la longueur du chemin tend vers
0) alors que [0 f(z)dz tend vers [, f(t)dt et [ f(z)dz tend vers — [} f(t)dt (cela se vérifie facilement en
écrivant 'intégrale, et en utilsant le théoréme de continuité des intégrales & paramétre ; attention au sens
de parcours!).

Finalement on voit en faisant tendre € vers 0 que [ A f(2)dz = 0; ceci étant vrai pour tout triangle A, le
théoréme de Morera permet de conclure que f est holomorphe sur U.

La fonction F' définie dans la deuxiéme question de 1’énoncé est clairement holomorphe sur UV, Sur U~
F est continiment différentiable (comme fonction de deux variables réelles) et sa différentielle est C-
linéaire (appliquez la régle de la chaine, et comparez avec 'exercice I1.16), par conséquent F' est également
holomorphe sur U~.

Si UNR = () alors on a fini. Sinon, il nous reste a étudier ce qui se passe sur U NR et, d’aprés le résultat
établi au début de I’exercice, on a simplement & montrer que f est continue sur U NR. Soit donct € UNR;
fixons une suite z, d’éléments de U qui converge vers t. Quitte a extraire, on voit qu’on doit prendre
en considération deux familles de suites : celles qui convergent vers ¢t en gardant des parties imaginaires
positives ou nulles, et celles qui convergent vers ¢ avec partie imaginaire strictement négative.

Dans le premier cas, on a F(z,) = f(2,) et donc lim F(z,) = f(t) puisque f est continue. Dans le deuxiéme
cas, on a F(z,) = f(Z,). Puisque t est réel, Z, tend vers t; comme [ est continue, f(Z,) tend donc vers
f(t). Par conséquent F'(z,) tend vers f(t), qui est égal & f(¢) puisque ¢ € U NR et f prend des valeurs
réelles sur U N R.

II1.24. Pour se simplifier la vie on va tout d’abord supposer que 7o, 71 sont tous les deux de classe C2.
Alors on peut définir une fonction I': [0,1]? — [0, 1] en posant

[(s,t) = syi(t) + (1 — s)v0(t) -



Montrons que cette fonction est a valeurs dans U = C \ {z} (faites un dessin!) : la condition sur g,y
signifie que pour tout ¢ ~4(t) est a lintérieur du disque ouvert de centre vo(t) et de rayon |z — vo(t)].
Comme ce disque est convexe et que I'(s,t) est une combinaison convexe de vo(t) et v1(t) on voit que
I'(s,t) appartient aussi & ce disque, par conséquent I'(s,t) # z.

De plus, I' est de classe C2, tous les I'(s,.) sont des lacets et on a I'(0,.) = vo(.), I'(1,.) = 71(.). Par
conséquent le Corollaire II1.2.3 donne le résultat.

Si maintenant vy, y; ne sont pas de classe C? alors il faut se convaincre que pour tout ¢ > 0 on peut trouver
des chemins ; (i = 0,1) de classe C? et tels que |y;(t) —7:(t)| < € pour tout t € [0,1]) puis vérifier que
pour € > 0 assez petit 7y et 77 vérifient les conditions de l’exerice, et enfin conclure en faisant tendre e
vers 0.

IV.7. ATTENTION : L’énoncé de cet exercice est un peu flou. Par exemple, en tout point ou f est
holomorphe f a un développement en série de Laurent au voisinage de ce point (qui dans ce cas est en fait
un développement en série entiére!) et donc f a au moins un développement en série de Laurent différent
pour chaque point (en fait, plusieurs). Il risque donc d’étre un peu long de les calculer tous! Dans cette
correction, j’ai donc interprété la question comme correspondant aux développements en séries de Laurent
centrées en 0.

Comme la fonction f a trois poles simples : 1,—1 et 3, il y a trois développements correspondant aux
couronnes centrées en 0 : un qui converge sur D = {z € C: |z| < 1}, un qui converge sur D; = {z €
C:1 < |z| < 3} et un qui converge sur Dy = {z € C: 3 < |z|}. Attention, il y a aussi par exemple des
développements en série de Laurent correspondant aux couronnes centrées en 3 et en —1, et c’est un bon
exercice de les calculer. Il y a encore d’autres développements : par exemple, si a € C est tel que |a — 1],
|a + 1| et |a — 3| sont deux & deux distincts, alors il y a quatre développements en série de Laurent pour
les couronnes centrées en a, qui correspondent a : un disque centré en a ne contenant aucun des poles, une
couronne centrée en a avec un pole dans le disque intérieur et deux poéles dans le disque extérieur, une
couronne avec deux péles dans le disque intérieur et un a I’extérieur, et enfin une couronne avec les trois
poles dans le disque intérieur. C’est pourquoi il serait un peu long d’essayer de trouver une formule pour
tous les développements de f en série de Laurent.

Calculons maintenant les développements de f sur les couronnes centrées en 0 (il faut connaitre les DSE
classiques!) : sur D, on a

+oo 1 1 +oo 1+o<> o +oo
_ 2\n _ 2n —
f(z)—nz:%(z) +§71_Z/3—nz:%z —&-gnz:%gn—nz:%anzm avec

1

1+ 3,,% si n est pair
an = . . .
AT sl n est impair

Sur D5, on a

fp= L L 11 —1*2’5 72n+§’:" 2"
z) = —. - = — z —
22 1-1/2> 31-2/3 22 &~ = 3t

Au final, le développement > a,2" en série de Laurent de f sur Dy est donné par

-1 si n est pair et n <0
ap = 3”% sin>0
0 sinon

Pour calculer le développement de f sur D3, on écrit cette fois

1 -1 1 1
22'1-1/22 21-3/z

f(z) =

Et cette fois on arrive a
—1—-3"1"" sinestpairetn<0

ap = ¢ =371 si n est impair et n < 0

0 sinon



IV.13. Soit f une fonction comme dans 1’énoncé. On voit que z.f(2) tend vers 0 quand z tend vers 0, par
conséquent f a une singularité effacable en 0 et f est en fait holomorphe sur C.

Introduisons maintenant g(z) = f(1/2); g vérifie la méme inégalité que f, donc g a aussi une singularité
effacable en 0. Ceci prouve que f est holomorphe sur @; en particulier elle est continue sur C qui est
compact, donc f est bornée sur C et finalement f est une fonction entiére bornée, dont le théoréme de
Liouville nous permet d’affirmer qu’elle est constante.

IV.14. Pour simplifier les notations, notons g(z) = exp(1/|z|). Une fonction f susceptible de remplir la
condition de I’énoncé est nécessairement non constante ; de plus, si f est solution on voit que

lim |f(2)| = o0 .

z—0
Par conséquent f a un pole en 0, donc il existe un entier n > 1 tel que 2™ f(z) soit bornée au voisinage de

0. Mais alors on voit que |g(z)/f(z)| tend vers +o0o quand z tend vers 0, et finalement il n’existe pas de
fonction satisfaisant la condition de ’énoncé.

IV.17. Dire que f est analytique en linfini, c¢’est dire que la fonction définie par g(z) = f(1/z) est
analytique en 0. Notons que pour tout z # 0 on a

g'(1/2)

’ _ .
fi(z) = T soit encore

2f(z) = —4'(1/2)
Quand z tend vers l'infini, 1/z tend vers 0 et par conséquent ¢'(1/z) tend vers ¢’(0). On voit donc que
22f'(2) a une limite égale & —g’(0) quand z tend vers l'infini, ce qui impose que

lim f'(2) =0

Z—00

IV.32. Soit V un voisinage de zp. On sait que f(V '\ {20}) est dense dans C; de plus comme g est entiére
et non constante on sait que g(C) est dense dans C.
En général, si X,Y sont des espaces topologiques, A est dense dans X et f: X — Y est une application
continue, il est toujours vrai que f(A) est dense dans f(X) (I'image réciproque par f d’un ouvert non vide
de f(X) ne rencontrant pas A serait un ouvert non vide de X ne rencontrant pas A). Par conséquent,
g(f(V\{z0})) est dense dans g(C), qui est lui-méme dense dans C. On en déduit que go f(V \ {20}) est
dense dans C. Ceci étant vrai pour tout voisinage V' de zp, on voit que f a une singularité essentielle en
20-
V.2. Il faut commencer par factoriser f pour pouvoir voir 'ordre de chaque podle. On a

eiz eiz
(22+1)2 2(z+1)2(z—1i)2

1) =<

On voit donc, puisque z — €’* ne s’annule pas sur C, que 0 est un pdle simple de f tandis que i et
—1 sont tous deux des poles doubles. Pour calculer le résidu en ¢, une technique possible est d’introduire
h(z) = (z — )% f(z) puis de calculer h/(i). Allons-y :

hz) = " done W(z) = O EEH D 2 [+ 4 22 + D)]e”
2(z +14)? 22(z 4+ 10)*
On en déduit (en utilisant i* =1 et i = —1) :
i . 4ite™! — 82! 3
A e T B
V.30nal+z"=(2—M\1)...(2—=\n), 0ll A,...,\, sont les racines n-iémes de —1 (\; = e”*™/™). Comme

g ne s’annule en aucun des \;, on voit que f a un pole simple en chacun des \;, et il nous reste & calculer



le résidu correspondant.
Comme le pole est simple, le résidu de f en \; est simplement la limite quand z tend vers A; de (z— ;) f(2)
De plus, comme 2" + 1 = 2" — A" = (z — X)) (2" "L+ X2" "2 + ...+ A1), on voit que

Z"+1 _ n
lim =n\"h=——
z—Ni 2 — >\i ' )\i
(La derniére égalité vient du fait que A? = —1). Comme g est continue, la limite quand z tend vers \; de

g(z) est égale a g();), et finalement on voit que le résidu de f en \; est égal a _/\+(’\)

V.7. Posons f(z) = 28 — 425 + 22 — 1 et g(2) = —42°. On a f(2) — g(z) = 2% + 22 — 1, et on en déduit,
grace & I'inégalité triangulaire, que sur le cercle unité on a | f(z) — g(z)| < 3 tandis que |g(z)| = 4. On peut
donc appliquer le théoréme de Rouché pour conclure que f a le méme nombre de zéros que g a l'intérieur
du disque unité (comptés avec multiplicité), c’est-a-dire 5.

V.9. Commengons par remarquer que 1—2u cos(8)+u? = (1—ue®)(1—ue~"). On a donc envie de ramener
I'intégrale que ’on nous demande de calculer & une intégrale sur le cercle unité. Il faut faire attention au
fait que quand on écrit 'intégrale d’une fonction holomorphe sur le cercle comme une intégrale réelle, un
facteur ie?® apparait (4 cause du 7/(6) dans la formule...). Ceci pris en compte, on introduit la fonction
g(z) = m et on voit que (y(0) =¥, 0 <0 < 27) :

) 21 de
Lg(z)dz B Z/O 1 —2ucos(9) + u?

; g est est une fonction méromorphe qui a deux péles simples, 'un en

Notons qu'on a g(2) = Gt

u et Pautre en 1/u. Calculons les résidus de g en ces poles :
6s(g,u) = Jim (= — u)g(z) = —— ;
rés(g,u) = lim (2 —u)g(z) = T— 5 ;

1
-1

rés(g,1/u) = lim (z —1/u)g(z) = —

z—1/u u

On peut appliquer le théoréme des résidus a la fonction g qui est méromorphe sur C (qui est bien str
simplement connexe) et au chemin -y, qui ne passe par aucun pdle de g, pour obtenir que

/g(z)dz = 2im(rés(g, u)ind, (u) + rés(g, 1/u)ind, (1/u)) .

Un seul des deux poles est a Uintérieur du disque unité, et 'on obtient deux résultats, selon que |u| < 1
ou |ul >1:
si |u|l < 1: Alors u est d’indice 1 par rapport a v tandis que 1/u est d’indice 0, par conséquent on a fv g(z)dz =

21
1—u?>

ce qui nous donne

/2“ do _2r
o 1—2ucos(d)+u2 1—wu?’

si|ul >1: Cette fois u est d’indice 0, 1/u est d’indice 1, et on obtient

/2” do _2r
o 1—2ucos() +u2 wu2-1

V.12. Cette fois-ci, notre fonction (appelons-la f) a un pole double en £a. Pour calculer le résidu de f en
€a, on introduit h(z) = (z — &a)?f(z) et on calcule h/(£a). En utilisant le fait que 2* + a* = 2% — ¢*a?, la
formule de factorisation habituelle nous donne

1 , 322 + 2¢az + £2a?
donc h'(z) = —2— -
(23 + sz(l+ 2520,2 + 530,3)2 (Z‘S + 22€a + 2520,2 +€3a3)3

h(z) =



On obtient finalement
—12£%a2 -3 -3¢

rés(f,&a) = W' (€a) = 64£°%a = 1667a”  16a”

(La derniére égalité vient du fait que £% = 1)
(2) D’aprés la proposition 5.22, I'intégrale que 1’on cherche a calculer est égale a 2im fois la somme des

résidus de f en ses poles contenus dans le demi-plan supérieur, et ceux-ci sont (puisque a > 0) ae’™/* et
ae’™/4. On obtient finalement :

/+DO d,fL‘ _ 2277 —3 (eiﬂ/‘l + 631'7‘_/4) _ 377'\/5
oo (x*+at)? "16a7 8a”



